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KOZREFOGASA

.

1I. RESZ

BOSZNAY ADAM*

a msz, tud. doktora

[Beérkezett 1975. mdjus 19-én]

Az ugyanezen folyéiratban megjelent els§ részhez kapcsolédva ez a dolgozat
a Weinstein —Bazley — Fox-féle kézbensd operdtoros mddszernek a cimbeli feladatra
valé alkalmazésit mutatja be kiilonos tekintettel a ,,special choice” eljdrassal kapcso-
latos, BAzLEY és Fox dltal is megemlitett nehézségnek a vizsgilt esetben lehetséges
megolddsdra. A tanulmény a javitott sajatfrekvencia-korldtok szdmitdsihoz sziikséges
algebrai sajatértékfeladatok feldllitdsdhoz részletes, explicit szdmitdsi médszert ad.
Mind az alsé, mind a felsd sajitfrekvencia-korlatok szimitdsdra a kozbensS operatoros
médszert javasolja. Ily mdédon a két feladatra lényegében ugyanaz a szamitégépi
programrendszer alkalmazhatd, csak més bemend adatokkal.

1. Bevezetés

A dolgozatnak ebben a folyéiratban megjelent els§ része elGkészitette
a cimben kit{izott feladatnak a kiézbensd operitoros médszerrel valé meg-
oldasit. Ez a masodik rész a megoldas részleteit mutatja be, és ugyanazokat
a jeloléseket alkalmazza, mint az els§. Az elsd rész egyenleteire, pontjaira gy
hivatkozik, hogy a megfelel szam elé I-et ir.

2. A C, operator csikkentése

C. M, C,ésM, — ahogy ezt [(23) C,-en, mint példan mutatja — az I(25)
kozrefogé tulajdonsig elérése érdekében csokkentendSk. A csokkentés véges
dimenzidés projektor operatorok segitségével torténhetik; a megfelel§ projektor-
operator felépitését C,-el kapcsolatban targyaljuk.

Legyenek p,;, pyjs - - -, Pyy; a2z 1.3-ban bevezetett Hilbert-tér linearisan
fiiggetlen elemei. Az ezekkel felépitett, a

Ky
Ppu = 2 Py (1)

j=1

egyenlettel definialt P, operator a py;, Py, - . ., Py, altal felfeszitett altérre
vetitd projektor operator, ha az ajket gy vélasztjuk meg, hogy u — P, u
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108 BOSZNAY ADAM

a p;rekre (i = 1,2,..., k) ortogonilis legyen, azaz
((u — Pk,z u), p“) =0, i=1,2,...,k 2)

legyen. (2)-be (1)-et betéve inhomogén linedris, kvadratikus egyiitthaté-
matrixi algebrai egyenletrendszert kapunk az a;-kre. Az egyiitthaték a
(pj,, pi)» jot=1,2,...,k skalarszorzatok, és mivel az elemek linearisan
fiiggetlenek, a belSlik felépitett uin. Gram-féle matrix nem lehet szingularis,
tehét invertdlhaté. Ilyen médon

L
a; = 21 bjil(u’ Pu)
i=
adédik, ahol a mondottak szerint
[bju]l = (pn» Psz)]j_il3 rns=12,...,k,

azaz a széban forgé Gram-féle matrix inverze. A szogletes zaréjel a legutébbi
formulaban a benne levd indexes mennyiségekbél képzett kvadratikus matrix-
ot jeldl; j és r a sor-, i és s az oszlopindex.

A P, , projektor operator tehit:

L3

Pk,l u = \ bjil(”’ Pi) Pj- (3)

hi=
Mint projektor operitor P, , szimmetrikus, pozitiv, tovabba eleget tesz tetszd-

leges j-vel az alabbi egyenlStlenségsorozatnak az értelmezési tartomanyéaba
esS barmely u-val:

(Pju,u) < (Pj+1,1uv u) < (u, u). (4)

A csokkentés érdekében Ci-et két megfeleld tényezd szorzatira fel-
bontjuk.

E célbél képezzitk u € #4-val (Cu, u)-t I(7a), I(16]) és 1(22) felhaszna-

lasaval:

(Cus 1) = (A — A)u, u) =

[
— J:
— —
=] 3
&=

[(C.I; — (CI);) 9 + (Eid; — (EA)y) &2 +

o — (EL);) ni* + (EL,; — (EL),)or?] dx; +

[~ (6 — (CD) pims — (i — (EAY) &8 + (5)
+ [(Edy — (EL) ) 0] — (Edy — (EL)y) i} +

+ (Bl — (EL)) &)t — (Ed; — (ELY,) cgc;]é‘}.
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TERBELI RUDSZERKEZET REZGESI SAJATFREKVENCIATI II. 109

Az (5)-beli peremtagrendszer fizikai jelentése I(8a) és I(8b) alapjan
vilaglik ki; ezek szerint a peremtagrendszer a sin® «t/2 faktor hijin

v — g
értékd.
Az | ridszerkezet csomdéponti szerkezeteit az eredetiével azonosnak
vettitk, igy
Ui = U,

amibdl az (5)-beli peremtagrendszer elt{inése kivetkezik.
Az
R, = (R, Rpp, - - Ry (6)

diagonélis hipermatrix operatornak —— ahol

R, = <* [GI,— (GI),Jv? di ’

x;

; (7

d2
_ 2 =
[ELy — (EI), ) o

2
[E.L,; — (EL),]"? Ll ) i=12,...,n
dx?
az a tulajdonsaga, hogy u € #4-ra
(Cu, u) = (Ru, Ru). (8)
(8)-at a skalarszorzat I(5) és I(5a) alatti definialé formuliit is felhasz-

nalva kézvetlen szimolassal igazolhatjuk. A szdmolas soran eléfordulé (R,u;)*-
nal iigyelni kell arra, hogy az

(Ryu)* = ufRy

Osszefiiggés — mivel R, differencidloperator — iigy értelmezends, hogy R
,hétrafelé” differenciil, amit a f6lé tett nyillal hangsilyoztunk ki.
Feltéve, hogy Ri-nek létezik R}¥-al jelslt adjungiltja, (8) igy is irhaté:

(Cu, u) = (R?delu, u),
amibél kitdinik, hogy ebben az esetben rendelkezésiinkre 41l C;-nek

G = R?dj R, (8a)

alaku faktorizaciéja.
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110 BOSZNAY ADAM

(8a) és a (3) projektor operator felhasznalasival meg lehet szerkeszteni
az 1(23)-nak és az I.5.-ben emlitett egyéb kivinalmaknak megfelels C, ;
operatort. A

Cy = R P, /R, 9

egyenlettel definialt C,, vizsgélata céljabél alkalmazzuk a (4) egyenlStlenség
sorozatot az u = R oszlopmatrixra:

(P;Rp, Bp) < (P, Ry) < (Rp, Rp). (10)

friuk el, hogy a P .-t alkoté p,-ek legyenek benne R3% értelmezési tartoma-
} gy jt Pj gy
nyaban, igy (10) az alabbi alakba is irhaté mindjart (8a)-t is felhasznalva:

(RIP;Ryv, v) < (RI"P;, 1 R, v) < (Cp, v). (10a)

(10a)-bél kitéinik, hogy a (9) alatti C, ; operator eleget tesz 1(23)-nak,
s k, novelésével ((10a)-ban k, szerepét j tolti be) monoton s gyengén C,-hez
konvergal. Bizonyithaté az er8s konvergencia is, ha a p;-ek (i=1,2,...)
teljes vektorrendszert alkotnak.

Eddig a C, operitor csokkentését targyaltuk. Hasonlé médon lehetséges
M,, C, és M, csokkentése,

3. M, C, és M, csiokkentése

Az 1(22)-ben definialt M;-et az alabbiakban lehet két tényezd szorzatara
bontani:

ahol
TI = <T11, le I} Tln> ’

T; = {(0,; — 0%, [(eAd); — 041,
[(eA); — 0412, [(eA)y; — 0 A1)

T, szimmetrikus operator.
A (11) szerinti M-et az

&W—Z {CRED (12)

2,

€s

projektor operator segitségével esokkenthetjiik. (12)-ben az sy, Sy, + - +» Spy-ek
az 1.3.-ban bevezetett Hilbert-tér linearisan fiiggetlen elemei, s b;; mintajara:

(4] = [(srs5 ss) i rns=12...,k.

Miiszaki Tudomdny 51, 1976



TERBELI RUDSZERKEZET REZGESI SAJATFREKVENCIAI IL 111

Az s;-ekkel kapcsolatban més kévetelményt nem kell timasztani, mert
a (10a) egyenlftlenségsorozat jelen esetre érvényes analdgjanak felirhatésagat
biztositja az a korilmény, hogy a (11)-beli T, az egész téren értelmezve van.
A csokkentett M, operator (9) mintéjara:

Mk.t = TISk,le .

M, , k;, novelésével novekedden, s gyenge értelemben monoton konvergil
M;-hez. A konvergencia erds, ha az s;-ek (i = 1, 2, ...) teljes vektorrendszert
alkotnak.

A G, , operatort C, ;-hez hasonléan

¢, = R3YP, R (14)

Ksu™tu

alakban kell eldallitani; itt

R,=R,- R ..o RD,

€8
Ry = (—[(€1) — G} -,
—[(EA)y — Ede L
X;
2
[(EIC) — EI( ]1/2 d
[(EL),; — E,LJt" ——>
tovabba
2 bjlll ¢ '9Piu)Pju’
Jrl_
valamint

[bjiu] = [(P’u’ Psu)]:i;l; r,s=1,2,..., ka-

Apij=1,2,..., k vektorok az alapul vett Hilbert-tér linearisan fiiggetlen
elemei. Abbél a célbél, hogy a (10a) egyenlétlenségsorozat jelen esetre vonat-
kozé analog_]at felirhassuk, meg kell még kiovetelni, hogy a P -k legyenek
benne R3Y értelmezési tartomanyaban. k; névelésével C,,, gyengén, monoton

konvergil C,-hoz. Ha a p;-k (j=1,2,...) rendszere teljes, a konvergencia
erds.

Az M, operator M, ,-hez hasonléan nyerhet§:

Mlqu = TuskguTu » (15)

Miissaki Tudomdny 51, 1976




112 BOSZNAY ADAM

ahol
Tu = <Tu1’ Tuz’ ceve Tun> ’

Ty = (6; — Bui)llz’ [o:4; — (QA)ui]”z,
[e:4; — (eA)ui? [0:4; — (04)ui]V?),

ks
Spu= 2 diu(- o5 8) Sju s
si=1

itt az s, Sy« « o Sy, €lemek az alapul vett Hilbert-tér linedrisan fiiggetlen
elemei, és

[djiu] = [(sfw ssu)]ﬁl; r,s=1,2,...,k.

T, szimmetrikus operator.

Az s;-ekhez hasonléan az s;-kal kapcsolatban sem kell tovabbi eld-
frast tenm, mert T, az egész téren ertelmezve van.

k, novelésével M, , gyengén, monoton konvergilt M,-hoz. Ha az s,
(j =1,2,...) vektorok rendszere teljes, a konvergencia er6s.

4. A projektor operatorok kiilonleges megvalasztasa

Az el628 pontban szerkesztett csokkentett operatorokkal felirt I(241) és
1(24u) szerinti sajatértékfeladatok sajatértékei eleget tesznek az I(25) egyen-
16tlenségnek, tovabba k,, k, névelésével az alsé, k;, k, novelésével a fels6 sajat-
értékkorlatok javithatok.

E kedvez6 sajatsigok kihasznalhatésaga érdekében el@irt pontossiggal
ki kell tudni szamitani 1(241) és I(24u) kivant szami sajatértékét.

Az e cél elérését szolgils eddig ismert két £6 eljards — az in. operator-
csonkolassal dolgozé és a Bazley —Fox-féle ,,special choice” médszer [1] koziil
az utébbi elvei alapjan haladunk tovabb; a kévetkezdkben csupan az I(241)
feladat kapesin fejtjiik ki a részleteket; I(24u)-ra az eredmények értelem-
szertien alkalmazhaték.

Az [1] szerinti ,,special choice’ abban 4ll, hogy a p- és s;-eket gy kell
megvéilasztani — ha lehetséges —, hogy azok a mér ismertetteken kiviil az
alabbi feltételeket is kielégitsék:

?dJP/z = Zﬂ]kl Wik » i=L2 ...k, (16)
Tlsﬂ = 21 £jle,ulk, i=12,...,k, (17
k=

ahol B, az alsé alapridszerkezet témegoperitora, u, pedig az alsé alaprid-
szerkezet szadmszerfien ismertnek vett v-edik sajatvektora, m el§re alkalmasan
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TERBELI RUDSZERKEZET REZGESI SAJATFREKVENCIAT II. 113

megvilasztott szdm, a f,,- és ¢;,-ek egyeldre ismeretlen illandék. (Az m szidm
megvilasztisit befolyasolé néhiny szempontot e dolgozat harmadik része
ismertet.)

A ,.special choice”” médszer nehézsége éppen ezeknek a f, és ¢, 4llan-
déknak a kiszimithatésagaval kapcsolatos. A szdmitasnak egyrészt elvben
végrehajthaténak kell lennie, masrészt vilagos, hogy ez az adott célra akkor
hasznilhaté a legjobban, ha a szamitas elvben zart alakban lehetséges. Azt is
célszerd tudatositanunk, hogy a széban forgé allandék kiszamithatésdga meg-
kivénja, hogy (16) és (17) a p;-, illetve az s;-ekre megoldhaté legyen.

(16) és (17) tekintetbe vehet8sége céljabél kirészletezziik a 3.-ban mon-
dottak alapjan, majd kissé atalakitjuk az I(241) sajatértékfeladatot:

A +C)u—o¥B, —M,)u=
= (A, + R?dekﬂR,) u—oXB, —TS, T)u=

Ky
=Au+ > by(Ru, py) Ri4p; —

Ji=1

ks
o [B,u — 3 4T, 52) T,sﬂ] - (18)

Jhi=1

Ky
=Au+ 3 bjy(u, R}Mpy) Rip,; —

Ji=1

L)
— o2 [Blu et 2 dj”(u, Tlsil) T[Sjl:I .

jii=1

Az utolsé egyenldségjel utan RFY tulajdonsagat, s T, szimmetriajat vettiik
figyelembe.
(16)- és (17)-et (18)-ba téve

oy m m
Au+ by [u, ZﬂikIBlulk) > BB, —

ji=1 k=1 p=1

ke m m

2 o —

— & [Blu - 2 djil U, 2 eilezusz 2 3jp1B1u1p] =
=1 k=1 p=1

L2} m
=Au+ 2 2 (u, Bjuy,) .ijzbju BBy —

Ji=1 Kp=1

ka m

2 —

— [Blu’ - 2 2 (u, Biuy) jpd;; 81'sz1“1ij =0,
hi=1 k,p=1

(19)

Klu =0.

8 Missaki Tudomdny 51, 1976



114 BOSZNAY ADAM
5. A (19) sajatértékfeladat vizsgalata

A (19) sajatértékfeladatot az I(241)-bsl szarmaztattuk azzal, hogy a benne
szerepl8 projektor operatorokat (3), (9), illetve (12), (13) szerint alkottuk meg,
majd az alteriikket alkoté elemeket kiilonlegesen vettiik fel. A (19) feladat
onadjungaltsagat elegendd lesz tehat a (3)-,(9)-, illetve (12)-, (13)-mal felirt
1(241)-en igazolni.

Tekintsiik e célbél az u, v € 94 = V4, elemeket, és képezziik az alabbi
alakot:

(u, [A; + R?dj P Ri]v)=

K ,
u, [sz + > bu(Rp, py) R?dll’jz” =

Si=1

Ky ,
= (u, Ap) + > bju(v, R{ipy) (u, R?djpﬂ).
hi=1

A jobb oldali elsé tagrél az 1.3.-beli bizonyitastechnikaval megmutathaté, hogy
értékét u és v felcserélése nem befolyasolja; a masodik taggal kapcsolatban
a b 2.-beli definicisjabél kovetkezd b, = b;; egyenldség alapjan lathaté be,
hogy hasonléképpen nem valtoztatja meg értékét u és v felcserélése.

Az

ke
(u, [B, — T,8,,T)]v) = (u, Bp) — 2 djil(v’ Tisy) (u, T, sjl)
, i,j=1

skalaris szorzat értékét sem befolyasolja u és v felcserélése. A jobb oldal elsd
tagjanal ez B, ismeretében azonnal latszik, a mésodik taggal kapcsolatban
— az el6z6hoz hasonlé médon a d;; = d;; egyenldséghdl kivetkezik.

A fentiekkel igazolast nyert, hogy a (19) sajatértékfeladat 6nadjungalt.

(19) sajatértékei a (16) és (17) felvétel kovetkeztében kiilonlegesen ala-
kulnak, és a kézbens§ operatoros megoldasi médszer egyik sajatsagaként két
sajatértékhalmaz egyesitéseként adédnak.

Az egyik sajatértékhalmaz az ismertnek vett aj-ek halmazénak az a
része, amelyre v =m + 1, m 4+ 2, ... Ez dgy lathaté be, hogy (19)-be betesz-
sziik u helyébe u;,-t. A kettds szummak utani skaldrszorzatok u; 1> Uy pys20 -«
betevésekor eltiinnek, mert az alsé alapridszerkezet kiilonb6zd index{ sajat-
vektorai B, kozvetitésével altalanositott értelemben ortogonilisak egymasra.
Ily médon (19)-bé&l az alabbit nyerjiik:

Ay, — o®Bu, = 0, v=m-+1,m-+2,...

Az als6 alapridszerkezet sajatértékeinek meghatarozasabél kévetkezik, hogy
a fenti egyenlet

2=oa;, (=m+1l,m+2,...)

behelyettesitéssel kielégiil. A (19)-hez tartozé peremfeltételi egyenlet is kielégiil
u = uy, behelyettesitéssel (tetsz8leges v-re) u,;, definiciéjabél kovetkezden.
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Megallapithaté tehat, hogy afmyqy ®imszs ... sajatértéke a (19) sajat-
értékfeladatnak.

A kovetkezdkbél ki fog tiinni, hegy a (19) sajatértékfeladatnak tovabbi
sajatértékei is kell, hogy legyenek.

A (19) feladat ugyanis amellett, hogy 6nadjungalt, teljesdefinit is, ami
az I(24u) egyenlet utén felirt elsd két egyenlStlenséghdl tiinik ki. Ennek kévet-
keztében az “i,k,v -vel jelolendd sajatértékek a végtelenben torlédnak:

lim oci‘k’, = oo,
aminek viszont az a kovetkezménye, hogy (19) sajatfiiggvényei teljes fiiggvény-
rendszert alkotnak [2].
Mivel (19)-nek az uyy,-vel jelolhets sajatfiiggvényei teljes fiiggvény-
rendszert alkotnak, nem létezhet az alapul vett fiiggvénytérben olyan nem
azonos zérus v, elem, amely a rendszer valamennyi fiiggvényével kielégitené a

ke m
(U(I’[Blukxk:” -—_ 2 2 (uk‘kzv, Blulk) ajpldjil eileIulp]J = 0, Y = l, 2, e (20)

SHi=lk,p=1

formulaval kifejezett, dltalanositott ortogonalitasi feltételt. [Az ortogonalitasi
feltételben szerepl§ operator a (19)-beli témegoperator.]

Ha tehat (19)-nek csak az eddig megismert o, , & m42s - - - volnanak
a sajatértékei, akkor (20)-at nem lehetne zérustdl kiillonb6zé v
az alabb felsorolt valamennyi Uy i pmvel:

q-val kielégiteni

ukxkz”x = ul:m+1’ ukxk:”: = ulym+2’ et

Ennek a kérdésnek a vizsgalatat egyszeriisiti az a kérilmény, hogy
(20)-ba uyt (v =m + 1, m + 2,...) betéve Uy, helyébe, a kettds szumma
eltiinik, elegend& tehat (20) helyett a sokkal egyszeriibb

(vg Buy) = 0, v=m+1,m+2,... (20a)

ortogonalitasi feltételt vizsgalni.
(20a)-bo6l kitlinik az u;, (»=1,2,...) vektorrendszer tulajdonsagai
ismeretében, hogy azt ki lehet elégiteni

m
vq = 2 quul,u (21)
u=1l

alaki vektorral, ahol Y.~k tetszbleges dllandsk. Ez a tény csak abban az eset-
ben jelenti azt, hogy (19)-nek vannak még mas sajatértékei és sajatfiiggvényei
az eddig megismerteken kiviil, ha a y,,-k nem mind zérusok.
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A y,;-kra abbél kaphatunk felvilagositast, hogy v,-nak (19)-et is ki kell
elégitenie.

[Az a kériilmény kozvetleniil kiolvashaté (19) elsé egyenletébdl és (20a)-
bél, hogy (20a)-t ki lehet ugyan elégiteni olyan v -val, amelyben csak egyetlen
p-re — mondjuk y,-re — volna y,, 5= 0. (19) elsé egyenletét azonban altaldban
nem lehet kielégiteni ilyen v, = y, u;, -et téve u, és af-et téve o? helyébe.
Ez azt mutatja, hogy (19) még meg nem talalt tovabbi sajatértékei kozé
altalaban nem keriilhet bele «}, v = 1,2, . . ., m indexszel.]

A (19) alatti mellékfeltételi egyenletet v, feltétleniil kielégiti, mert a
mellékfeltételi egyenlet homogén, s (21) minden tagja — az u,-k definiciéja
kovetkeztében — kielégiti azt.

Y.k —,illetve f6ként a még hidnyz6 sajatértékek — keresése érdekében
betessziik a (25) szerinti v -t (19) elsé egyenletébe u helyébe. Azt kapjuk, hogy

m k, m
A, 2: Yugthiu + 2 2 Vug(Utus Buy) ﬂjpzbjilﬂimBlulp -
y,=

hi=1 kpp=1 (22)
m
—a? (B, 2 YuqWtu — 2 2 Y ug(Wip Buy) sjpld]ﬂ wBp| = 0.
p=1 hi=l kpp=1
(22)-ben — uy,-k ismert tulajdonsidga kovetkeztében — a gombdélyil zaréjellel

kijel6lt skaldris szorzatok p 5= k esetére eltiinnek, tehat

m

2 (w1 Buy) = 2 O Bruy)

u=1 p=1

ahol ¢,, a Kronecker-szimbélum.
Tekintetbe véve még, hogy

Alu,M = oc,zﬂBlu,# s
tovabba, hogy
m
Bu, = > 8,pBlyp 5 p=12,...,m;
p=1

22) igy lakul B, kiemelése utan:

2 Yugq [“lu up + 2 2 Mk(ul,u’ lulk) ﬂjpl jllﬁtkl
uw,p=1 i,j=1 k= (23)

—a? [‘sup - 2 2 i Biuy) 8jpldjil eikl]} Bu,=20.

ij=1 k=1

(23) bal oldala a Bu,,, (p = 1,2, ..., m) vektorok

m

m

N\ o

> aBu, =B, > au,
p=1

p=

-
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TERBELI RUDSZERKEZET REZGESI SAJATFREKVENCIAI II. 117

alakd lineéris kombinaciéja. Az u;, vektorok — az I feladat elsd m sajatvektorai
lévén — linearisan fiiggetlenek,

m
> aplip

p=1

tehat csak a,=0 (p=1,2,..., m) esetén lehet zérus. B, csak a zérusvektort
viheti 4t zérusba, igy (23) bal oldala csak tgy lehet zérus, ha a, =0, p =
=1,2,....,m.

Az ezt kifejez8 egyenletrendszer m egyenleth6l 4ll6 homogén linearis
algebrai egyenletrendszer y g kra (u = 1,2, ..., m). Mivel zérustél kiilonbozd
(21) szerinti v -t keresiink, y,,-k nem lehetnek mind zérusok; a széban forgé
egyenletrendszer egyiitthatédetermindnsinak tehat el kell tiinnie. (23)-bél
kiolvashaté, hogy egyiitthatémétrixa elemeinek sorindexe p, oszlopindexe u
lesz: elemei tehat konnyen képezhetfk. A kérdéses egyiitthatématrix igy
alakul:

/3111 L ﬂk;ll blll e blk;l ﬂlll e ﬂlml
<(1121, al22s ey “lzm> + : . .
bt - - bgreard LBy -2+ Bram
Bimt - -+ Brami
© {(ups Biuyy)s (wigs Buy), - - oy (g Biyy)) —
— 2 l(l,l, e, 1D — (24)

131 oo v Epgul diy - dygy S0 - &1y

dk,ll s e e dk’kgl ek,ml e ek’ml
imi - - ek.ml

- L(ugns Biug), (wsg, Bz"m)a ce e (B Bz"m)) .

A (24) matrix determindnsat — a ﬂl-j,, b,-j,, Eij> d,.j, mennyiségeket rogezi-
tettnek tekintve — a benne szerepls o® megfelels valasztdsaval tuntethetjik el.
o?-re ily médon

|A, — B, |=0 (244a)

determininsegyenletre vezet§ m-edrendii kvadratikus matrixokkal felépitett
algebrai sajatértékfeladatot kapunk. A, és B,, jelentése (24)-bdl olvashaté ki.

(24a)-b6l szamithaték ki tehat a (19) sajatértékfeladat még hianyzé
sajatértékei. Ezeknek, s az ozf‘m+1-, aﬁm+2-, .. .-eknek a halmazat egyesitve,
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és nagysag szerint rendezve kapjuk az I(25) egyenlGtlenségeket kielégitd
aﬁlklv-ket, azaz a javitott alsé sajatérték korlatokat.

(24a)-bél természetesen csak B, by, &,y €és d;;; ismeretében lehet sajét-
értékeket szamitani; az eldbbiek kiszamitisa azonban még nem t6rtént meg;
ezzel foglalkozik a kévetkezd pont.

6. A projektor operatorok bazisanak szamitasa

A (16) és (17) képletekbdl lathatd, hogy az el§zd pont végén felvetett
feladat egyenértékii a p, és az s; bazisok meghatarozasaval. Az alabbiakban
csak ezek szamitasat részletezziik ki; a javitott felsd korlatok szamitasihoz
szilkséges p;, és s;, bazisok analég médon adédnak.

prreket (16)-bél fogjuk kiszdmitani. Vezessiik be e célbdl az alabbi jels-
1éseket:

Pin ‘Pju(xi)
o | Piz ahol L fjli(xi) 25
P]I p/lx njli(xi) ( )
Pjin ¢ jli(xi)
J=L12, ...k,
i=12,...,n,
Uy, Puei %)
. Uy . Eppil;)
up=1 . {., ahol Upy = , 26
. : k Nirei( %) (26)
Uiy Curel ;)

E=12,....,m,

1=12,...,n.

El6z6 megallapodasunk szerint az u, vektorokat ismertnek tekintjik.

A szamitasokhoz sziikség van még R4 képzésére. R, (6) és (7) kifejezé-
sébdl kiindulva felirjuk u € 94-val és v € dom Ri%-al (Ru,v)-t, majd meg-
felel§ szami parcialis integralasokkal jutunk Ri*-hoz. A szimitasokban v-t az
alabbi alakinak vessziik:

vy(xy)

y(%,)
. b

v,(x,)
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s a v;(x;) blokkoszlopokat I(6) szerintiecknek. Ily médon:

n [/
(R, v) = ZJ ‘o Ry, dx, —
i=1J0

= 3 [{-ored — ED1ryi — £ (EA— EAE+
+ HIEI; — (EI) 'R nf + Z[E T, — (EL),J"*{{} dx; =
- 2"1 ([~@IC L, — CDm 9 — E[EA, — ()] & +
+ H[EI; — (EL) )" n — [H(E I, — (EI),)"*] , + a
+ Z[E Ly — (EL)[*2 & — [Z(E L, — (BLY)") &), +
+ [ olGd — G ] ¢+ & [(Ecddy — (EA) )P E) +
+ (B — (L))" H]" + C{(BiLy — (EL), ) 2]} dx
"(27)-bél kiolvashaté, hogy Ri a
RiY = (RFY, REY, ..., R}y (28)

formuldval az alabbi diagonalis blokkokbédl épithet§ fel (i =1,2,...,n):

R = <[(GI — EDW)Y + (60— (ED -2 pt

LB — AP + (it~ N2

[(Edy — (BIDYE) + 2[(Ed, — (EL),) "] % n
B~ EDY - |

i

(29)

” , d
[(EIL,; — (EL),)*?]" + 2[(E.L, — (EL),)*?] e +
& '
-+ (EiIni — (Equ)ti)I/2 F

i

(27)-b6l az R}¥-hoz tartozé mellékfeltételek is kiolvashaték, mivel tud-
juk, hogy R, tartomanya $#4. Az A operatorhoz rendelt 1ényeges mellékfelté-
telek segitségével — amennyit lehetséges — a (27)-beli, s u-ra vonatkozé
peremkifejezésekbdl a tébbivel kifejezziik; rendezés utin a megmaradé, s u-ra
vonatkozé in. szabad peremkifejezések mindegyike a v-re vonatkozé perem-
kifejezések egy-egy linearis kombinéciéjaval van megszorozva. Az osszes
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peremtag eltiinését kovetelve, a szabad tagok egyiitthatéit zérussa kell tenni,
és éppen ezek az egyenletek adjdk a keresett, az R?%-hoz tartozé mellékfelté-
teleket. Jeloljiik ezeket a

Kadip = 0 (30)
egyenlettel.

R4 és a hozzarendelt mellékfeltételek ismeretében ratérhetiink a projek-
torbézisok szimitisara.

A (16) formuldba betéve p, (25), s uy (26) alatti kifejezését, valamint
B,-nek I(4) mintdjara az I(16l) két utolsé egyenlStlensége alapjan felépitett
alakjat, tovabba R}¥ (28) és (29) szerinti képletét az alabbi 4n egyenletbél
all6 differencialegyenletrendszert kapjuk p; elemeire:

[(GII 1— (61 )11)1/2 ‘Pju]' = 2 ﬂjkteu‘l’m’
k=1
[(E1A1 - (E"‘l)u)”2 5j11]' = 2 BineA)y &g »
k=1

[(E1Ic1 - (EIc)11)1/2 ’71'11]” =2 B0 A) My »

k=1
[(ELy — (BL))2 )" = 3 BileA)n Suas
E=1
: (31)
[(GnIn - (GI)ln)ll2 (pjln]’ = 2 ﬁjkleln(plkn ]
k=1

[(End, — (EAY 28] = 3 Ba0A)n bns
k=1

[(EnICn - ('EIC)IH)I/2 njln]” = va :BjkI(QA)ln Nin »
k=1

m
[(EnI'r]n — (EI'n)In)llz len "= 2 ﬂjkl(@A)ln Citen s
k=1
ij=12,..,k

(31) egyenletei egyenként integrilhaték. Az integraciés allandék meg-
valasztasara nincsen megkotésiink; megéllapodas szerint vélasszuk valameny-
nyit zérusnak. Ezzel a valasztdssal (31)-b6l az alibbi egyenleteket kapjuk;
elegend$, ha csak az elsd és utolsé egyenletet irjuk ki:

1 S *
(GoI, — (GI), ) o= 2 B _[0 Pur 4%,
k=1
f (32)
1/2 "L Xn [ Xn
(Enly — (BI )2 b= 3 Bpaed)in 7 7 G A ey
k=1
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(32)-b8l a pj-eket alkotd ¢y, - . -, {jin fiiggvényeket csak akkor fejezhet-
jik ki, ha a G, I, — (GI),, ..., E I, — (EIL),, figgvények sehol sem zérusok
a megfelels 0 < x, < I}, ..., 0 < x, < I, intervallumokban. E kériilmény arra
figyelmeztet, hogy az I(16]) els§ négy egyenlStlenségében — és a javitott felsd
korlatokat adé, itt ki nem részletezett szamitasokban szerepld I(16u) elsd négy
egyenlStlenségében — szigord egyenltlenségeket kell venni.

A (32)-bél igy formalisan kifejezheték a keresett p-ek; a benniik sze-
repls fB,-ek azonban még ismeretlenek. Ezeket abbél az elGirashol kiindulva
hatirozhatjuk meg, amelyet annak érdekében tettiink, hogy (10)-et (10a)
alakba irhassuk: p ;-eknek benne kell lenniiik R;% tartoményaban, azaz eleget
kell tenniiik a (30) alatti feltételnek, v helyébe p-et gondolva.

Tegyiik be a (32)-bél kifejezhetd p -t m megvilasztisa utin (30)-ba;
eredményiil homogén linearis algebrai egyenletrendszert kapunk a fg;-,
Bjrs + « +» Bjm-re numerikusan ismert egyiitthatékkal. Jeloljiik az egyiitthaté-
matrix rangjét ry-val. Mivel k, szami linearisan fiiggetlen p -re van sziiksé-
gink, k, szamd megoldasrendszerre van sziikség a f§,,;-ekbdl (j = 1,2, ... k,).
Fenn kell tehat allnia az

< m—k (33)

osszefiiggésnek. Legcélszerlibb az egyenlGség viélasztasa, igy megkapjuk az
adott r,;-hoz és a megvilasztott m-hez tartozé legnagyobb értéki, és egyiittal
az adott ry;- és m-mel szamithat6 legjobb alsé sajatértékkorlatokat.

Attérve s;-ek szadmitasdra csak révid vazlatra szoritkozunk. Jelsléseink
az alabbiak lesznek:

Sin Di(x;)
s, =", ahol S = JATT 34
jl : jli Hjli(xi) ( )
Sjin Zjli(xi)
i=L2,.. .k,
i=12,...,n.

(34)-et, tovabba a (11)-gyel definialt T,-et (17)-be téve, az algebrai
egyenletekké esik szét. A keresett @y, ..., Z,, figgvényeket ezekbdl csak
akkor fejezhetjiik ki, ha I(161) utols6 kettd egyenlStlenségében is - és a javitott
fels6 korlatokat adé, itt ki nem részletezett szdmitisokban szereplé I(16u)
utolsé kett6 egyenldtlenségéhen is — szigord egyenldtlenségeket vesziink.

Ezt betartva az sﬂ-ek formalisan rendelkezésiinkre allnak, de a benniik
szereplé ¢;,-ek még nem ismertek. Az eddigi meggondolisok — eltéréen a
pj-ekkel kapcsolatos hasonlé okfejtést§l — nem adnak egyértelmii elgirast
erre a szdmitdsra; csak az a kovetelmény elégitendd ki, hogy k, szdmi lineari-

san fiiggetlen s;-re van sziikség. Egyértelmiiség elérése, és a p -ekkel kapcso-

jt
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latban kévetett eljarashoz hasonlé eljaras eldirasa végett az a javaslatunk,
hogy s;-ektél kivinjuk meg, hogy elégitsék ki a (19) alatti K,u = 0 alakd mel-
1ékfeltételek koziil a

Ku=0 (35)

-val jelolt 1ényegeseket. Ez az egyenlet — az u helyébe az iménti vazlat szerint
kifejezett s;-et betéve — ismét homogén linearis algebrai egyenletrendszer
lesz az Ejims Ejors + + vs EjmiTE numerikusan adott egyiitthatékkal. Az egyiitthaté-
matrix rangja legyen ry. k, szdmd linearisan fiiggetlen megoldasrendszert
(j=1,2,..., k) kivetelve, az

ry <m—k, (36)

egyenlGtlenséget kell elirni. Ismét egyenl8séget valasztva, az adott ry- és
m-hez tartozé legjobb alsé korlat szamitast lehet§vé tevd k,-t kapunk.

Ezzel rendelkezésiinkre allnak a (24a) sajatértékfeladat felallitasadhoz
szitkséges mennyiségek.

IRODALOM

1. BazLey, N.—Fox, D. N.: Lower Bounds to Eigenvalues Using Operator Decompositions
of the Form B*B, Archiv for Rational Mechanics and Analysis 10 (1962), 352—360

2. GurTIN, M. E.: The Linear Theory of Elasticity. Encyclopedia of Physics, Chief editor:
S. Fliigge, Vol. VIa/2, Editor: C. Truesdell. Springer Berlin— Heidelberg— New York
1972, p. 271

Improvable Bracketing of the Eigenfrequencies of a Space Frame Structure Consisting
of Rods with Varying Cross Section, Part II. In connection with the first part published in this
review, this paper presents the application of the Weinstein-Bazley-Fox intermediary operator
method to the problem circumscribed in the title, with special regard to a possible solution of
the difficulty related to the ,,special choice” method also mentioned by Bazley and Fox in the
present case. For the algebraic eigenwert problems required for the calculation of the improved
eigenfrequency bounds a deteiled, explicit method is presented. For calculating the upper as
well as the lower eigenfrequency bound, the author proposes the intermediary operator method.

Hence, basically the same computer programm system can be used for both problems, but
with different input data.

Verbesserungsfihige EinschlieBung der Eigenfrequenzen der Schwingungen ven riumlichen
Fachwerken aus geraden Stiben mit verinderlichem Querschnitt, II. Teil. Im Anschlufl an
den in dieser Zeitschrift erschienenen I. Teil beschreibt die vorliegende Arbeit die Anwendung
der Weinsten-Bazley-Foxsschen intermedidren Operatormethode auf das im Titel genannte
Problem, unter besonderer Beriicksichtigung einer méglichen Losung fiir die mit dem ,,special
choice”-Verfahren verbundene, auch von Bazley und Fox erwihnten, Schwierigkeit. Fiir die
Aufstellung der algebraischen Eigenwertaufgaben zur Berechnung der verbesserten Eigen-
wert-Schranken wird ein detailliertes Berechnungsverfahren angegeben. Fiir die Berechnung
sowohl der oberen, als auch der unteren Schranken wird in der Arbeit die Methode des inter-
mediiren Operators vorgeschlagen. Derart kann fiir beide Aufgaben im wesentlichen dasselbe
Rechenprogrammsystem nur mit anderen Eingangsdaten verwendet werden.
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