GOMBRACSOK MORFOLOGIAJA

1ry. MAKAT ENDRE* és TARNAI TIBOR**

[Beérkezett 1973. majus 15-én]

A dolgozat a gombfelillethez illekeszked8 ricsos szerkezetek hilézat-szerkesztésé-
nek néhiny problémajéval foglalkozik. Mindenekeldtt a rdcs-hédlézatok egyenletességét
vizsgalja, és ezzel Osszefiiggésben azt, hogy hogyan szerkeszthet§ olyan, ggmbbe vagy
gomb koré irt nagy lapszami poliéder, amelyre a legnagyobb és legkisebb él hosszdnak
hédnyadosa a lehetd legkisebb. A dolgozat legfontosabb eredménye, hogy kilénféle,
gyakorlati szempontbdl érdekes mellékfeltételek mellett becsléseket ad erre a hinya-
dosra.

1. Bevezetés

Eléregyartott elemekbfl Osszeszerelt, fémvazas, racsos gombkupolak
szerkezeti kialakitdsuk szerint egy- vagy tobbrétegii rdccsal késziilhetnek.

Egy adott gombhéz illeszkedd egyrétegii gimbrdcsrol akkor beszéliink,
ha a racs az alabbi harom tulajdonsag valamelyikével rendelkezik:

a) a racs csomépontjai a gombfelilleten helyezkednek el,

b) a racsrudak érintik a gombot,

c) amennyiben a raesrudak &ltal hatérolt cellak sikidomok, a cellak
sikjai érintik a gémbot.

Egy gombracs két- vagy tobbrétegii, ha két vagy t6bb, koncentrikus gémb-
hoz egyrétegii racsok illeszkednek, és az egyes rétegeket racsozas koti ossze.
A gyakorlatban el6fordulé gombracsok tobbnyire egy- és kétrétegiiek.

A gombi racsszerkezetek konstrualdsakor lényeges kérdés, hogy geomet-
riailag milyen legyen a racs hilézata. Minthogy egy kétrétegli gombracs két
egyrétegli gombricsbél és a két réteget sszekdtd racsozasbél all, a halézat
geometriai kialakitasanak lehetdségeit elsGsorban az egyrétegii gémbracsok
esetében kell tisztdzni. Ezért jelen dolgozat csak az egyrétegii gombrdcsokkal
és halozatukkal foglalkozik.

A leggyakrabban olyan halézatokkal talalkozunk, amelyeknek vagy
minden celldja haromszoég, vagy minden csomépontjaban harom halévonal
fut 6ssze. Az utébbi tipusd hélézat az elSbbinek dudlisa.

A haromszégekb8l allé6 gombi halézatokkal szamos publikacié foglal-
kozik. Geometriai vizsgalatuk néhany djabb eredményét Parzerr [13] és
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124 IFJ. MAKAI ENDRE-TARNAI TIBOR

ScEONBACH [14, 15], valamint a jelen tanulmany egyik szerzdjének egy korabbi
dolgozata [17] ismerteti. A dudlis hilézatokat viszonylag kevesebben tanul-
manyoztiak. Kevesebb szerkezet is épiilt ilyen halézattal. Egy érdekesebb
példat [16]-ban lathatunk.

Valamely gombi halézathoz tartozd poliéder élhilézatanak egyenletes-
8égét az n-val jelolt és az alabbi Osszefiiggéssel értelmezett szammal jelle-
mezzik:

a poliéder leghosszab élének a hossza

"= poliéder legrovidebb élének a hossza

Az 7 szdmot a hdlézat egyenldtlenségi hinyadosdnak fogjuk nevezni. Azt mond-
juk, hogy a poliéder élhalézata megkozelitden egyenletes,ha a halézat egyenldt-
lenségi hanyadosa 1-hez kozeli érték.

A gombfeliletnek gombharemszigekre torténé felosztasakor fontos
szempont, hogy a felosztds révén elallé poliéder élhalézata megkozelitGen
egyenletes legyen. A tapasztalat azt mutatja, hogy egy adott felosztasfajta
esetében a halézat siiritésével az 9 hanyados ng. Viselkedésének részletesebb
vizsgalatdval azonban a jelen dolgozat masik szerz§jének egy tanulminyan
[10] kiviil tudomésunk szerint eddig még nem foglalkoztak.

Dolgozatunk kiilonb6z5 feltételek mellett becsléseket fog adni #-ra. Elséd-
leges cél, hogy haromszogekbdl all6 halézat esetén megallapitassék

a) a kiillonboz6 fajta, halézatsiiritéssel eldallitott felosztassorozatokhoz
tartozé 7-sorozatok lehetnek-e feliilr§l korlatosak, és lehetnek-e konvergensek;

b) ha igen, akkor mi az a legkisebb szdm, amely még hatarértéke lehet
valamely minden hataron til finomodé felosztissorozathoz tartozé 7-sorozat-
nak, vagyis mi az 7 szdmok adott lapszamu felosztéasra vett infimumdnak!
limes inferiorja?, amikor a lapszam a végtelenhez tart;

c¢) a [17] jeli munkaban ismertetett legfontosabb felosztastipusoknal mi
az 7-sorozatok hatarértéke.

Célunk tovabba, hogy a dualis halézatok esetén is megkiséreljiink
valaszt adni az el§zdekben feltett kérdésekre.

A D) pont alatti kérdés megvilaszolasa gyakorlati szempontbél nagyon
lényeges. Ha ugyanis tudunk konstruilni olyan felosztassorozatot, amelyhez
tartozé 7-sorozat monoton nioveked@en tart a limes inferior szamértékéhez,
akkor a limes inferior az 7-sorozat valamennyi tagjara nézve fels§ korlat lesz.
Ez azt jelenti, hogy a felosztassorozat barmely tagjat valasztva is, a leg-

1 Egy alulrél korlatos szimhalmaz infimumén a szimhalmaz legnagyobb alsé korlatjat
értjiik. Jelolése: inf.

2 Egy a, (n =1,2,...) szdmsorozat limes inferiorja az a legkisebb érték (az értékbe
A — oco-t és A -+ oco-t is beleértve), amelyhez az a, sorozat valamely részsorozata tart. Jelo-
lése: lim inf a,. Hatdrértéke (limese) nem minden szdmsorozatnak létezik, limes inferiorja
azonban minden szdmsorozatnak van.
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hosszabb él hossza a legrovidebb él hosszatdl relative kevesebbet fog eltérni,
mint a limes inferior az 1-t8l. Ha ez az eltérés nem nagy — mint késdbb latni
fogjuk, kisebb mint 18%, —, akkor valamennyi ricsrudat egyforma hosszira
lehet legyartani, és a hosszdifferencidkat a csoméponti illesztéseknél lehet
megadni.

HAEckEL [5, 6] munkéssiga nyoman tudjuk, hogy a természetben is
eléfordulnak gombricsok, mégpedig egyes mélytengeri egysejtliek, a sugdr-
dllatkdk (Radiolaria) vazaként. Ezeknek a vazaknak a matematikai, elsGsorban
topolégiai és szimmetria tulajdonsigait tobbek kozott MorpunaJ-Bor-
TovszkoJ [11], THompson [18] és WeYL [19] kutatta. A mérnék szemszogébdl
elészér R. LE Ricorars [8, 9] tanulmanyozta a sugarallatkdkat. A vazak
statikai miik6désével kapcsolatban tobb lényeges megallapitast tett. A vazak
méretviszonyaival, nevezetesen a vazak 7 élhidnyadosaval azonban egyikiik
sem foglalkozott.

Célul tiztiik ki végiil, hogy a radiolaria-véazakkal foglalkozé szerz8k ered-
ményeit a vizak méretei alapjan néhany megjegyzéssel kiegészitsiik, és ezek
segitségével tampontot adjunk azokhoz az elméleti fejtegetésekhez, amelyek
a dolgozat f6céljanak eléréséhez szitkségesek.

2. A radiolaria-vazak tulajdonsigai. Analégia mérnéki szerkezetekkel

Az épitészek az épitészeti alapformakat igyekeznek a természetbél
levezetni. Térbeli racsos szerkezetek esetében szivesen hivatkoznak a krista-
lyok racsara, vagy a kiilonhozd é1§ szervezeteket, példaul az egysejtii kova-
moszatokat szilardité vdazakra [7]. G6mbalak esetében szoros analégia mutat-
haté ki egyes mérnoki szerkezetek és bizonyos radiolaria-fajok vaza kézott
(1. 4bra). Racsos gombformakra a hasonlésagot a 2. és 3. abrdk szemlél-
tetik.

A radiolariak vazanak részletes vizsgidlata nem feladatunk, de talin nem
lesz érdektelen réviden utalnunk azokra a kériilményekre, amelyek a racsos
vazak morfolégiai sajatsdgait magyarazzak.

A radiolaridk [1, 5, 6, 12] kovavazi, tengerben lehegd, egysejtii allati
szervezetek. Egyes fajoknal a vaz egy- vagy tobbrétegii gombracs formajaban
alakul ki. A racsrudak hengeres csévek, melyek a csomépontokban vagy csuk-
lésan vagy merev kapcsolattal csatlakoznak. Ha a racs egyrétegi — és mi
a tovabbiakban csak ilyenekkel foglalkozunk —, akkor vagy valédi ,,racsos
szerkezettel” van dolgunk, vagy térbeli , keretszerkezettel”. Az elGbbi szer-
kezettipus legjellegzetesebb fajtaja az olyan récs, amelynek a halézata csupa
haromszogh§l all (2a abra), az utébbi tipusnal viszont a legjellegzetesebb az

elébbi dualisa, vagyis az olyan racs, amelynek minden csomépontjaban hirom
rud talalkozik (3a abra).
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1. @bra. a) Ethmosphaera conosiphonia Hkl., b) FULLER tigynevezett ,,pavaszemes” (Fly’s Eye)

kupola modellje
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2. dbra. a) Aulosphaera dendrophora Hkl., b) 49 m dtmér&jfi racsos gomblkupola radiéantenna
szdmara
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128 IFJ. MAKAI ENDRE —TARNAI TIBOR

3. dbra. a) Aulonia hexagonia Hkl., b) Egy tokiéi fiird6épiilet megkozelitden 15 m atmérsji
récsos gombkupolaja
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A rics csomépontjaibél rendszerint radialis, tobbnyire 4gbogas rudacskak
allnak ki (2a 4dbra), amelyekre az allatka testét hatarolé hartya fesziil. A viz-
nyomis kozvetleniil a hartyét terheli. A hartya a nyomast a radialis elemekre
tovabbitja. Igy a racs elsdsorban csak csoméponti terhelést kap. Itt je-
gyezzilk meg, hogy FULLER giémbsatrai lényegében ugyanezen az elven
alapulnak.

A gomb alakid radiolaridknak tobb faja a tengerben igen mélyen él
(4000 -~ 5000 m). Minthogy atmérsjiik ehhez a mélységi mérethez képest
kicsi (<5 mm), a viznyoméas nagysagat a gémb felszinén azonosnak lehet
tekinteni. Ezért nincs kitiintetett irdny, amely a racsforma kialakulasira
fizikailag dont6 befolyassal lenne. Energetikai megfontolasokbél pedig az
adédik, hogy a racsrudakban megkozelitéen azonos riderSknek kell ébred-
niok. Kovetkezésképp a rudaknak a gombon megkézelitGen egyenletes elren-
dezddésben kell elhelyezkedniiik, azaz ha a racs haromszégekbdl all, akkor
az egyes rudak hossza nem térhet el nagy mértékben egymastél. Hasonlét
mondhatunk a duilis esetben is.

Felmeriil mar most a kérdés, hogy a radiolaridk esetében a rudak meg-
kozelitden egyenletes elrendezddése milyen halézati formakban jut kifejezésre.

Az Aulosphaera dendrophora (2a abra) vazat szemiigyre véve, megalla-
pithatjuk, hogy a csomépontokban a radialis rudacskakat leszimitva vagy 5,
vagy 6, vagy 7 rdd taldlkozik. Van ugyan az abran egy csomépont, ahova
8 rid fut be, de ez — mint a késGbbiekbél is kideriil — nem jellemz§ a racsra.

Az Aulonia hexagonia (3a abra) esetében pedig azt talaljuk, hogy a racs
egyes cellai vagy 5-, vagy 6-, vagy T-szogliek.
racsa lényegében csak a radialis elemek alakjaban kulonb6zik az Aulosphaera
dendrophora-étél, leirja, hogy a gomb atmérdje 3,2 mm, a racsrudak hossza
pedig 0,12 mm és 0,16 mm kozott valtozik. Ez azt jelenti, hogy a racs meg-
kozelitGen 3800 darab haromszoghél all, és halézatanak egyenldtlenségi
hanyadosa: n = 0,16/0,12 A« 1,33. HAECKEL az Aulosphaera dendrophora és
az Aulonia hexagonia esetében nem kozli a racsrudak hosszanak hatarait.

Vizsgiljuk meg ezek utdn, mi az oka annak, hogy a raesban 5-, 6- és
7-éld csiesok, ill. 5-, 6- és 7-szégek fordulnak el§. A valaszt az Aulosphaera
spathillata haromszoghalézati racsa esetén egyszeriien megadhatjuk.

Tekintsiik az allatka rdcsanak, ill. az 4ltala meghatarozott, gombbe irt
konvex poliédernek egy rogzitett csiicsat és ennek egy olyan kis gombi kor-
nyezetét, amely magiba foglalja a szomszédos csicsokat is. Ezt a kérnyezetet
merglegesen vetitsiik T4 a gombnek a rogzitett csiicsbeli érintdsikjara. gy a
csicsnak egy sikbeli kdrnyezetét kapjuk, amely az Aulosphaera spathillata
racsanak méreteibgl kovetkezfen igen j6l approximalja az emlitett gombi
kornyezetet. A vetitéskor ugyanis a rogzitett csicsba dsszefuté haromszog-
lapok éleinek hossza legfoljebb 0,5%;-ot valtozik.
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130 IFJ. MAKAI ENDRE-TARNAI TIBOR

Nézziik meg ezutén, hogy az érint8sikban, a rogzitett csics koriil, a szom-
szédos csiicsok és élek vetiiletének milyen szabalyos elrendezfdései johetnek
szé6ba. A 4. abran feltiintetett sikbeli szabalyos sokszdgekre kiszimitottuk
a sokszog oldalanak és a sokszdg koré irhaté koér sugarianak a hanyadosit,
illetve, ha ez 1-nél kisebb volt, akkor a reciprokat. Ezek a szamok megkozeli-
tSleg a rogzitett csies koriili szabalyos gombi alakzatok 7 értékei. Ha az ilyen
oldalszami sikbeli alakzatok szabalyossagat elrontjuk, az 7 hanyades né,
a 4. abratél eltéré oldalszamokra pedig mindenképpen n > 1,33 (s6tn > 1,462).

X || P BB B

moxtadll 416 | s | 000 | w153 | 1307 | 1462

4. ébra. Szabalyos sikbeli sokszigekhez tartozé alakzatok 7 hédlézat-egyenlStlenségi hanyadosai

A racsban (a gombon) a sikhoz képest a szabalyos négy- és 6tszog esetében
csbkken az 7, hat- vagy annal t6bb oldald szabilyos sokszig esetében viszont né.
A 4. 4bra adatai alapjan, figyelembe véve az itt elmondottakat, megallapit-
hatd, hogy a racsban négyéli csics esetében az 7 hanyados értéke nagyobb
a Hageckel altal talalt 1,33 szamértéknél, nyolcéli csics esetében pedig csak
kevéssel marad 1,33 alatt. Kilencéld esiics esetében 7 > 1,33 lesz.

Az eddigiekbdl kovetkezik, hogy az Aulosphaera spathillata racsaban
sem négy- vagy annal kevesebb €li, sem kilenc- vagy annal t6bb éli csiics nem
talalhaté. Nyolcéli csiics el6fordulasa is eléggé kérdéses. A racsban a nyoleélii
csiics kiornyezetének 7 hinyadosa ugyanis a sikban szdmitott 1/(2 sin 22,5°) ~
=~ 1,307 értéknél nagyobb lesz és esetenként tul is 1épheti az 1,33-at, egyrészt
a gombi és a sikbeli kérnyezet kiilonboz6sége miatt, masrészt a racsban mutat-
kozé torzulasok miatt. Igy nyolcéld csics eléfordulisa nem jellemzé. Ez a
megillapitds a 2a 4dbran lithaté racsra is fennall.

A tapasztalat szerint olyan, megkézelitden egyenletes halézatd mérnoki
racsszerkezeteknél, amelyeknél a csomépontokba 5,6 és 7 rid fut be, az 5
egyenlStlenségi hanyados 1,33-ndl nagyobb. Ez azért kovetkezik be, mert
gyértasi szempontok miatt a kiilonb6zd hosszisagd rudak szidmét kevésre
valasztjak. Példaul egy ScEONBACH [15] altal ismertetett, megépiilt szerkezet
esetében (2b abra) a teljes gdmbrics 860 db haromszoghdl all, a kiilonbozd
hosszisagi rudak szdma pedig 6. A halézat egyenlStlenségi héanyadosa:
n = 1,41. ScHONBACH egy méasik halézatan [14] a teljes gombracs 1700 db
haromszogbdl all, és a kiilonb6z8 hosszisagd rudak szdma 14. A héalézat egyen-
16tlenségi hanyadosa: = 1,82. Bizonyos megfontolasok alapjan az a sejté-
siink, hogy egy rogzitett topolégiai jellemzdkkel rendelkezd, haromszogekhdl
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all6 gémbracs esetében az 7 hanyados csSkkentése rendszerint a kiilonbozs
hosszisagi rudak sziménak novelésével jar egyiitt. Ez arra enged kovetkez-
tetni, hegy az Aulosphaera spathillata racsaban valészintileg sokféle hossziusagi
rid talalhaté.

Az Aulosphaera spathillata példajan keresztiil lattuk, hogy a természet-
ben megkézelitSen egyenletes hilézat 1ényegében 5-, 6- és 7-éli csicsok segit-
ségével all els. Ennek ismeretében a gyakorlati racskonstrukciékkal kapeso-
latosan felmeriil a kérdés, hogy szitkséges-e mind a harom csicsfajtit alkal-
mazni a megkézelitGen egyenletes hil6zat szerkesztésekor, vagy elegends ezek
koziill csak kettd, esetleg csupan egy fajta. A kérdést altalanosabban is meg-
fogalmazhatjuk: Milyen hiromszéghalézatd gémbracsok 1éteznek, és ezek koziil
mely tipusoknél biztosithat6 a megkozelitGen egyenletes halézat? Erre a kér-
désre a kovetkezdkben fogunk vélaszolni.

3. A haromszigekbdl ill6 gémbi halézat topolégiai jellemzése

Tekintsiink egy goémbharomszdgekbél all6 gémbi halét. Ha a halé
csomépontjait fokorivek helyett egyenesszakaszokkal kotjiik 6ssze, akkor egy
hiromszoglapokkal hatarolt poliédert kapunk, amelyet a gémbi hdléhoz tartozé
poliédernek neveziink, Vizsgiljuk meg, hogy az igy nyert poliédereknél ltalanos
esetben milyen Osszefiiggések szabalyozzak a kiilonb6z6 élszimi esdcsok sza-
mat. Vezessiik be az aldbbi jeloléseket:

e: a poliéder éleinek a szdma,

¢: a poliéder csicsainak a szima,

l: a poliéder lapjainak a szdma,

¢;: azon csucsoknak a szidma, amelyekben i darab él taldlkozik; 3 <i <{m. ahol m
jelenti az egy csticsba befutd élek szdménak a maximumaét.

Az Euler-féle poliéder-tétel szerint
c—e+1=2 (1)
Amiatt, hogy a poliéder valamennyi lapja hiromszég, fennill a koévetkezd

egyenlGség:

2¢ = 3l. @)

Az élek szama azonban nemcsak a lapok, hanem a csicsok szamaval is kifejez-
het6:

2e = Dic;. (3)

Végiil a kiillonb6z§ csicsok szdméanak 0Osszege a poliéder Osszes csicsainak
a szamat adja meg:

c= Ne. : (4)

vI-I-.
w
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Az (1--4) egyenletekbhdl az alabbi ismert 6sszefiiggéshez jutunk [3, 18):

m
26 —i); =12, (5)
i=3
Ha csak egyfajta csticstipus fordul el6, akkor (5) a
(6 — m)c,, =12 (6)

alakra egyszer{isodik. A (6) jeld egyenletb8l latszik, hogy m értéke csak 3, 4
és 5 lehet. Ezek a szamok a szabalyos tetraéderre, oktaéderre és ikazaéderre
az m értékei. Nem konstrualhaté tehat olyan poliéder, amelynek mindesn csii-
csiba ugyanannyi él fut be, és ezen éleknek a szama 6 vagy annil nagyobb.
Az 5-, 6- és T-élii csiicsok esetében (5) igy alakul:

c; —c¢, =12, (7)

Ha az el6z8 haromféle csicsbél csak kétfélét akarunk felhasznalni, akkor
kideriil, hogy nem konstrualhaté olyan poliéder, amelynek csiicsaiban 6, ill.
7 él talalkozik, de konstruilhaté egyrészt olyan, amelynek csicsaiban 5,
ill. 7 €l fut 6ssze, masrészt olyan, amelynek csticsai 5-, illetve 6-éliek. Az 5- és
6-élii csiicsokkal rendelkezé poliédereknél az otéléi csiicsok szdma mindig 12.
Ennek az allitadsnak a helyessége nyilvanvald, hiszen, ha a poliédernek nines
7-éli csiicsa, akkor ¢; = 0, és igy (7)-b8l ¢; = 12 adédik.

A kérdés ezek utan az, hogy mennyi lehet az utébb emlitett poliéderfajta-
nal a hatél{i csicsok szama. Az egyenletekbsl ugyanis ez nem deril ki. Erre
a kérdésre feleletet adni elég nehéz. Csak azt tudjuk, hogy a hatéli csicsok
szima nem lehet tetszdleges. Példaul 1 nem lehet. Hasonlé problémakkal
foglalkozik [3], igaz, hogy a duilis megfogalmazésban. A 49. oldalon ezt a
kérdést veti fel altalainosabban, és megmutatja tébbek kozott, hogy minden
k-ra létezik ilyen tipusi poliéder 12 darab 5-élii és 5k darab 6-éli cstccsal
(lasd az idézett mi 206. oldalan az A, poliédert).

A csicsok és a lapok kozétt dualitas all fenn. Cseréljiik fel a szévegben
értelemszeriien a csiicsokat és a lapokat. Ekkor ennek a szakasznak valamennyi
allitasa igaz lesz azokra a poliéderekre, amelyeknek minden csiicsiban harom
él talalkozik.

4. A haromszighalézata géombracsokra venatkozé
felosztasi feladat

A haromszogekbdl all6 gombi racsszerkezetek tervezésénél fontos szem-
pont a halézat helyes, célszerdi felvétele. A halézat szerkesztését (a gomb-
felilletnek gombharomszogekre torténd felosztasat) bizonyos kikotésekkel kell
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elvégezni. Ridszerkezet esetében ezek a kikotések példaul az alabbiak lehet-
nek [17]:

«) a leghosszabb gémbharomszig-oldal is rovidebb legyen egy elSre
megadott hosszisignal,

£) lehetleg minél kevesebb fajta gombharomszog-oldal forduljon eld,
ill. lehetleg minél tobb legyen az egyenlé gombharomszog-oldal,

y) a gombhiromszég-oldalak lehetéleg csak kevéssé térjenek el egymas-
t6l, azaz a felosztas megkozelitSen egyenletes legyen,

0) a felosztassal el§allé gombi haléalakzat konvex poliédert hataroz-
zon meg.

A feladat ebben a megfogalmazéisban eléggé 4ltalinos. A négy kovetel-
mény koziil ugyanis esak az o és § kovetelmény jelent egyértelmii feltételt.
Hogy magat a feladatot korrektté tegyiik, a § és y kovetelmények altalanos-
sagat meg kell sziintetniink. A feladat felallitasa korrekt lesz példaul akkor,
ha az « és 0 feltételek mellett y-ban rogzitjiik az n halézat-egyenlétlenségi
hanyados fels§ korlatjat, 8-ben pedig megkdveteljiik, hogy az «, y, d feltéte-
leknek eleget tevd felosztasokra legyen minimalis a kiilonb6z8 hosszisigi
oldalfajtaknak a szama.

Az igy el8allé feladatot a kovetkezdképpen prébalhatnank meg meg-
oldani. Elgre felvessziik a kiilonb6z8 hosszisiagi oldalak szdmat és az Osszes
oldal szadmit, majd keresiink olyan felosztasokat (feltéve, hogy ilyenek van-
nak), amelyekre az 7 hanyados az adott korlat alatt marad, és teljesiil a 6
feltétel. Az eredményként kiadédé halézatokra megnézziik, hogy van-e koztiik
olyan, amelyre a maximalis élhossz kisebb az « feltételben megjel6ltnél. Majd
a kiilonb6z38 hosszisagi élek szimat és az Osszes €l szamat (vagy legalabb
egyikiiket) tetszfleges médon megvaltoztatva djra és djra megismételjiik az
eljarast. (Természetesen, ha kaptunk egy megfelels felosztast, a kiilonb6z6 élek
szdmAat az ottaninal nagyobbra nem kell valasztani.) Végil a kapott, az «, 7,
0 feltételeknek eleget tev felosztasok koziil kivalasztjuk azokat, amelyekre
a kiillonbo6z8 hosszisagi oldalak szdma minimalis.

Ez az ut azonban jarhatatlan, mivel a szimitds nem véges hosszi.

A legegyszeriibb esetben, amikor a kiillonb6z6 hossziisdgu élek szama
csak kettd, igen nagy szamitasi nehézségek vannak (itt sem tudjuk, hogy
a szamitds véges hosszi lesz-e, mivel a lenti k' tetsz8leges nagy lehet, és minden
értékére el kellene végezni a lenti szamitast).

Induljunk ki az (5) egyenletbdl. Ebb&l kivetkezik, hogy 1étezik legalabb
egy i’ < 5 természetes szdm, amelyre ¢; pozitiv, és ha ¢; = X' ¢; > 12, akkor
létezik legaldbb egy k' > 6 természetes szam, amelyre ¢,. pozitiv. Tegyiik fel
az egyszeriiség kedvéért, hogy ¢ > 12. Legyen mondjuk ¢; és ¢, pozitiv (i’ és
k' mas értékeire hasonléképpen okoskodhatunk).

Gombiink sugarat valasszuk egységnyinek. A gombnek gémbhéirom-
szogekre valé felosztasanal tehat most kétféle gémbhairomszég-oldalhossz
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szerepel, u és v. Ezekbdl alkothatunk u, ill. v oldahi egyenl§oldald gémbhéirom-
szoget, és olyan egyenl§szari gombharomszoget, amelynek alapja u, szara v,
ill. alapja v, szara u. Ennek a négyfajta gombharomszognek kiszimithatok
a szdgei u és v fiiggvényében. Ezek kozott a szogek kozott hat (altaldban)
kiilsnb6z8 van, jeloljiik ezeket «y, ..., az-tal. Mivel van 5-, ill. 6-éli csics,
ezek koziil a szogek koziil otnek, ill. hatnak az 6sszege 360° (az 6sszegben egy
szog tobbszor is szerepelhet). Azaz:

mo + .. mgag = 3600, noy ... 4 ngeg = 3600, (8)

ahol m;, n; nemnegativ egész,

m 4+ ...+ mg=>5, n+...+n,==6. 9
Most minden, a (9)-nek eleget tevs m, n; értékrendszerre meg kell oldani
a (8) egyenletrendszert, ahol ay, ..., o, az u,v fenti figgvényei. fgy meg-
kapjuk a lehetséges u, v értékparokat. Ezutdn kiilon nehézség, hogyan illesz-
szilk 6ssze a gombharomszogeket hélézattd. Mindenesetre a szogosszegnek
minden csiesnéal 360°-nak kell lennie. Tovabba sziikséges feltétel, hogy a négy-
fajta gombhéiromszog teriiletét alkalmas nemnegativ egészekkel megszorozva
és ezeket dsszeadva 4m-t kapjunk.

Bizonyos megszoritasokkal a feladat egyszeriibbé tehet8. Szoritkoz-
zunk pl. az 5- és 6-él{i csicsok esetére és tekintsilk u < v-re az u,u,v és
v, v, v oldald gombharomszégekbdl all6 héalézatokat. Ekkor a figyelembe
veendd (8) alaki egyenletrendszerek szima nem til sok, viszont koziiliik néhény
bonyolult egyenletekre vezet. Ennek a specidlisabb feladatnak egy megoldasa
a [17]-ben kézslt, 140 lapd (3, 3, 3, 3, 5),, test.

A fenti gondolatmenet hirom vagy tobb kiilonb6zd élhossziisag esetén
nem alkalmazhaté, ugyanis ekkor is csak két egyenletbdl allé6 egyenletrend-
szeriink van (mint fent (8)).

Jeloljiik e,-val a kiilonbozd hosszisigi élek szidméat. Ami nagy lapszam
esetén az 7) hanyados és e, egymastél valé fiiggését illeti (azaz milyen érték-
parok lehetségesek az 7-ra és e,-ra, az egyikiiket rogzitve a masik milyen érté-
keket vehet fel), err6l semmit sem tudunk. Azt gondoljuk, hogy ha a lapszim
a végtelenhez tart, nem maradhat mindkett§ korlatos. [17]-ben szerepelnek
bizonyos gémbhiromsziéghalézatok, amelyek tetszdlegesen nagy lapszam ese-
tében is megkonstrualhaték és amelyek maximélis élhossza tetszélegesen kicsi.
Ezekre a halézatokra az n hdnyados korlétos, és e, a lapszam négyzetgyokével
azonos nagysagrendii. Masrészt a gombbe irt szabalyos (legalabb 6tszog alapi)
kettdsgiilakra e, = 2, viszont az 7 hanyados a lapszdmmal azonos nagysag-
rendd.

Az eléz6kben részletezett nehézségek miatt a gyakorlatban a feladatot
mindig csak az eredeti, hatarozatlan alakjaban vizsgaljk.
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A radiolariik esetében lattuk, hogy megkéozelitGen egyenletes hilézatot
5-, 6- és 7-€élfi csticsokkal lehet biztositani. A mérnoki szerkezetek tervezdi,
nem tudni, hogy ennek ismeretében-e, de mindenesetre ezzel sszhangban
alakitottak ki a kiilonb6z8 felosztastipusokat.

A 3. szakaszban bebizonyitottuk, hogy 5-, 6- és 7-éli csicsok segitsé-
gével — leszamitva azokat a 12-csicsi testeket, amelyeknek minden csicsa
5-éli — csak az alabbi tipusd poliéderek (felosztasok) képezhetdk:

1. 5-, 6- és 7-éld csiicsokkal,

2. 5- és 7-él{i csicsokkal,

3. 5- és 6-éli csicsokkal rendelkez§ poliéderek (felosztasok).

A 2. felosztastipus a mérnoki gyakorlatban nem hasznalatos. Nem is
tudjuk, hogy sok haromszogre létezik-e egyaltalan ilyen felosztas. Egy poli-
éderrdl tudunk. Ennek 14 6téli valamint 2 hétéld csiicsa van, és tgy allithaté
els, hogy a (3, 3, 3, 7) szimbélummal jelolt archimedesi poliéder [17] hétszogl
lapjaira, mint alaplapokra, giildkat emeliink. Az 1. felosztastipusra SCHONBACH
[14, 15] mutat példakat. A 3. tipusra néhany egyszeri,ill. eredményes felosztas-
médot [17]-ben részletesen ismertettiink. Az el6z8 szakaszban kimutattuk,
hogy a 3. tipusnal az 6téli csicsok szdma mindig 12. Mive! a szimmetria els-
segiti az egyenletes elrendez§dést, érthetd, hogy a [2,13,17]-ben targyalt
felosztasmédoknal az 5télil esicsok miért éppen a szabalyos ikozaéder csicsai-
val esnek egybe.

Most egyelére tekintsiink el a y kovetelménytédl, és vegyiik eltérbe a 8
kovetelményt, amely megkivanja, hogy rogzitett haromszégszamnal a kiilon-
b6z§ élek szama minél kisebb legyen, ill. megforditva, hogy ha a kiilonb6zd
élek szamanak egy adott értékét tekintjiik, akkor a haromszégek szima minél
nagyobb legyen.

Az 5. dbra azt szemlélteti, hogy egyes dltalunk ismert 1. és 3. tipusii fel-
osztisok esetén ez az igény mennyire van teljesitve, az ! hogyan viltozik e,
fiiggvényében (I a lapok szdmat, e, a kiilonb6z6 élek szimit jelenti). Az egyes
felosztasmédokhoz tartozé pontokat a szemléletesség kedvéért egyenesszaka-
szokkal kotottiik ossze. A diagrambél leolvashaté, hogy egy adott e, esetén
melyik felosztisméd adja a legtobb hiromszéget az ott szereplS felosztas-
médok kozott, azaz melyik az a felosztis, amelyik legjobban kielégiti a 8
kovetelményt. Az adott e,-hoz tartozé legnagyobb ! lapszimot kettds kor
jeloli az abran. Ugy tiinik, hogy e, > 7-re az (1) jelii felosztas szolgiltatja a
maximalis lapszamot. Az « feltételt az a felosztas fogja teljesiteni, amelyikhez
tartozé leghosszabb él (éppen) az adott korlat alatt marad.

Az eddigiek soran csak azt vizsgiltuk, hogyan lehet viszonylag kevés
kiilonb628 oldalhosszal a gombét gombharomszégekre bontani, illetve hogyan
lehet gombbe irt, haromszéglapokkal hatarolt konvex poliédert eldallitani.
Nem vizsgaltuk azonban azt, hogy a felosztis sfiritésével a y kovetelmény
mennyire lesz kielégitve. A hilézat egyenletességét az 7 hinyados jellemzi.
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5. dbra. A kiilonb6z6 felosztasi médok

A gorbék melletti szimok jelentése: ) az ikozaéder [17]-ben javasolt felosztésa, @ a (3, 3, 3, 3, 5),
felosztasa, ® az (5, 5, 5), Fuller-féle egyenlszari hiromszoges felosztasa, @ az (5, 6, 6), fel-
osztésa, ® a Schonbach- iele felosztas [14, 15], ® az ikozaéder oldalfelezéses felosztasa, @ Fuller
ikozaéderes felosztasa (5.1.szakasz), ® az ikozaéder Fuller—Patzelt-féle felosztésa [13], ® az

7”2

ikozaéder halézaténak sfiritése a hdromsziogek koré irhaté korok kozéppontjainak segitségével.
Az irodalmi hivatkozas nélkiili felosztdsi médokat lasd pl. [17]-ben.

A tovabbiakban tehat elsgsorban az 7 halézat-egyenlGtlenségi hanyadosrdl kell
minél tobbet megtudnunk.

Nézziikk meg, hogy a [17] tanulméanyban targyalt néhany felosztas
esetében miként viselkedik ez a hanyados. Tekintsiik a Fuller-féle ikozaéderes
felosztassorozat néhany elsd tagjat egységsugari gomb esetében. Mint isme-
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retes, ilyen felosztishoz gy jutunk, hogy a szabalyos ikozaéder lapjait egyenes-
szakaszokkal egyenként n? darab egybevagé szabéilyos haromszigre osztjuk fel
(amelyek egymashoz teljes élek mentén csatlakoznak), majd az osztévonalakat
az ikozaéder centrumébdl az ikozaéder koré irhaté gémb feliletére vetitjiik.
A keletkezd gombharomszogek csicsai egy haromszéglapokkal hatarolt konvex
poliédert hataroznak meg. A sorozat els§ hat tagja esetén az 7 hanyadosokat
az L. tdblazatban tintettiik fel. Ezek az 7 szdmértékek monoton nének.

1. tablazat

Az 1 hilézat-egyenlétlenségi hanyados értéke a Fuller-féle ikozaéderes felosztdssorozat elsé tagjai esetében

maximélis minimélis

Lid ! €k élhossz élhossz n

1 20 1 1,0515 1,0515 1

2 80 2 0,6180 0,5465 1,1308
3 180 3 0,4124 0,3486 1,1830
4 320 6 0,3249 0,2532 1,2834
5 500 9 0,2616 0,1981 1,3202
6 720 9 0,2166 0,1626 1,3325

Itt jegyezziik meg, hogy a kiilonboz8 élek szdméra, e;-ra a kovetkezd becslés érvényes:

e < % (% -+ 1) » ha n pédros és nem oszthaté 3-mal,

ha n paratlan és nem oszthaté 3-mal, (10)

12
ekS(n—; ),

ha n oszthaté 3-mal.

ekS n(n:_ 3) ’

(10) bizonyitdsa a felosztis szimmetridinak figyelembevételével torténik (ill. ha n oszthaté
3-mal, tovibbi élek is egyenl6k lesznek, azt is figyelembe kell venni).

Az (5,5, 5), [17] Fuller-féle egyenlészari haromszéges felosztassoroza-
tara (5.2. szakasz) vonatkozik a II. tablazat. A felosztas sorszamat a felosztas-
sorozatban n-nel jeloltiik. A felosztissorozatnak a tabldzatban szerepld kezdd
tagjaira, mint el6bb, most is megéllapithaté, hogy az y monoton né. Az I. tab-
lizat részben, a II. tablazat egészében J. D. CLINTON szdmitdsai alapjan
késziilt [2].

Az 5. szakaszban vizsgélt felosztassorozatok kéziil egyesekre belattuk
a konvexitast és az 7 hinyados monoton voltit. Valésziniileg hasonlé teljesiil
mis felosztassorozatokra is (bar egyes esetekben a monotonitas csak a harom-
mal valé oszthatésag szerinti részsorozatokra all fenn), de ezeket nem vizsgal-
tuk. A konvexitas és az  hanyados monotonitasa teljesiil példaul az ikozaéder
oldalfelezéses felosztassorozatara (5.3. szakasz). Ennél a felosztasfajianal a
gombharomszogek oldalfelez8 pontjait 6sszekotd fokorivek (a kozépvonalak)
segitségével végezziitk ismételten a felosztast (I1]. tablazat).
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II. tablazat

Az n hélézat-egyenlbtlenségi hinyados értéke‘ az (5, ?, 5)g F ullfr-féle egyenlGszdrii hdromsziges
Sfelosztdssorozatinak elsd tagjai esetében

maximaélis minimaélis
n 4 ek élhossz élhossz m
1 60 2 0,7136 0,6409 | 1,1136 -
2 240 4 0,3895 0,3134 1,2429
3 540 6 0,2643 0,2060 1,2826
4 960 8 0,1994 0,1553 1,2835

III, tablazat

Az n hilézat-egyenlétlenségi hanyados értéke az ikozaéder oldalfelezéses felosstassorozatinak
elsé tagjai esetében

i . maximaélis minimalis

n ! : €k l €élhossz éthossz n

1 20 1 1,0515 1,0515 1

2 80 2 0,6180 0,5465 1,1308
3 320 5 0,3249 0,2758 1,175
4 1280 15 0,1646 0,1383 1,1906
5 5120 < 351 0,04130 0,03459 1,1940
6 20480 < 187 0,02067 0,01730 1,1948
7 81920 < 715 0,01034 0,008649 1,1950

A III. tabldzatban n > 5-re ¢;-t nem szdmoltuk ki, hanem az ennél a felosztdssorozatnal
minden n-re érvényes

gt paney A a1y
k=13 6

becslést alkalmaztuk, ahol n jeloli a felosztds sorszimét a felosztdssorozatban. (11) bizonyitasa
teljes indukciéval torténik, figyelembe véve a felosztds szimmetridit, és azt, hogy az (n — 1)-
edik felosztds egy éle felezésekor két azonos hossziisagu él keletkezik az n-edik felosztdsban.

Ha a halézatot siiritjiik, azaz a haromszogek szamaval a végtelen felé
tartunk, akkor a kévetkez8 kérdések meriilnek fel:

a) A kiilonbozd felosztassorozatok esetén korlatos-e az 7 hinyadosok
sorozata? (Itt csak a fels6 korlat a kérdéses, mivel az 1 nyilvanvaléan alsé
korlat.)

b) Ha korlédtos és ezenfeliil konvergens, akkor a kiilonb6z§ esetekben mi
a sorozat hatarértéke?

c) Tekintsitk az osszes lehetséges, minden hataron tdl s{irlis6ds (fino-
modé) felosztassorozatot és tekintsiikk a hozzijuk tartozé 7 hanyadossoroza-
tokat. Ezen utébbiak koziil a konvergensek hatarértékeinek mi lesz a leg-
nagyobb alsé korlatja, azaz mi lesz az 7 szamok rogzitett I lapszam melletti
infimumanak limes inferiorja, amikor a felosztas | lapszama a végtelen-
hez tart?
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S. Az 7-sorozatok hatarérték-vizsgalata

Most megvizsgaljuk néhany konkrét felosztissorozatra [17] az  hanyados
hatarértékét. Ha azt is tudjuk, hogy egy felosztassorozatra az n hdnyados
monoton né, akkor a hatdrérték egyben a legkisebb felso korldt. A gomb sugarat
egységnyinek valasztjuk. A hatirértékek meghatirozédsakor csak aszimpto-
tikus szamitasokat végziink.

Az egyes részszakaszokban n a megfeleld felosztassorozatban a felosztas
sorszimat (indexét) jeloli. Egyébként az egyes részszakaszok jelolései egy-
méastél fiiggetlenek.

Elészér is megnézziik, hogy egy gombharomszoghalézathoz tartozé
haromszéglapd poliéder (3. szakasz) mikor lesz konvex. Konnyen belathats,
hogy a konvexitds sziikséges és elegendd feltétele a kovetkezs: barmely két,
éllel csatlakozé poliéderlapra a kozds oldallal szemkozti szogek Gsszege leg-
feljebb 180° legyen. (Ugyanis két, éllel csatlakozé gombharomszog a kozos él
kiilonb6z6 partjan fekszik, és az emlitett két szo6g 6sszege pontosan akkor lesz
legfeljeblb 180°, ha a két haromsziglap lapszige legfeljebb 180°.) Tehat a poli-
éder konvex, ha pl. minden lapja hegyesszogii hiromszog. Ezt tobbféleképpen
tudjuk biztositani. Ha a felosztasban szereplé gémbharomszogek hegyes-
szogiliek, akkor a poliéder lapjai is hegyesszogiek. Ha egy felosztassorozatnal
az 77 hanyados hatarértéke kisebb |/2-nél, a poliéderlapok — elég nagy n ese-
tében — akkor is hegyesszogiiek. Ekkor viszont a felosztassorozat valahany
kezd§ tagjara nem tudjuk, hogy fennall-e a konvexitas. Valésziniinek tartjuk,
hogy az 5.2. és 5.4. szakaszokban vizsgalt felosztdssorozatok is konvex poliédert
szolgaltatnak minden n-re,

5.1. A Fuller-féle ikozaéderes felosztds

A gombbe irt szabalyos ikozaéder lapjait felosztjuk egyenként n? szami
egybevagé szabalyos haromszogre, majd ezt a halézatot a gbmbkozépponthél
a gombfelszinre vetitjilk. Az eredeti halézat élei egyenlSk voltak. Nézziik meg,
milyen arinyban valtoznak meg a kivetitéskor. Legyen az eredeti halézat
egy élének egyenese a gombkozépponttdl ¢ tivolsdgra, és az él egyenesére
merdleges, a gombkozépponton athaladé egyenes zarjon be ¥ szoget azzal
az egyenessel, amely a gombkézéppontot az él kozéppontjaval koti dssze.
Akkor ez a kérdéses arany aszimptotikusan (cos? #)/t. Jeloljik az ikozaéder
lapjanak, illetve élének a gombkozépponttdl valé tavelsagit ¢-gyel, illetve
t,-vel. Ekkor

cos2d

t

1
t

<lg e
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Legyen adott t-re ¥ maximuma: y(t), akkor?

cos?2d __ cos?y(t) - t (13
: : I ek )
v+ |+ Vtz—t%+73:

ahol d az ikozaéderél hossza (euklideszi értelemben). A gydk el8tt t; <t <1,
esetében plusz jel, &, <t <1 esetén minusz jel 4ll. A legutolsé kifejezés
t = ty-re éri el 2 minimumat, ennek értéke t,. Az 1 hanyados értéke aszimptoti-
kusan a (cos??)/t maximumanak és minimuménak aranya. {gy:

1
N~ ——~ 1,480 . (14)
t1t2

A poliéder minden n-re konvex lesz. Ugyanis barmely lapjinak mindegyik
silyvonala nagyobb a megfeleld oldal felénél (ez a (12)-hoz és (13)-hoz hasonlé
egyenldtlenségekbdl lathatd), igy minden lap hegyesszogii.

5.2. 4z (5,5, 5), Fuller-féle egyenldszdri hdromsziges felosztdsa [17]

A kiindulé héalézat az (5, 5, 5), poliédernek a koré irt gomb kozép-
pontjabél a koré irt gomb felszinére vetitett halézata. (Az (5, 5, 5), poliéder
[17] feliilete a gombbe irt szabalyos dodekaéder lapjaira kifelé allitott szabalyos
gilak palastjaibél all, midén a gulak csicsai a gdmbon vannak.) Ebben a hilé-
zatban egyenl§szard gombhiromszogek szerepelnek. Jeloljiik ezek alapjait
2a*-gal és a hozzajuk tartozé magassagokat b*-gal. Legyen

0 <b, < by <2b, b < b% (15)
tovabba
i* j*
by=—1>b* by="—b* 0Li*<n, 0<j*<2n (16)
n

n

(i*, j*, n egész szamok, n nagy).

A 6. abran a kiindulé halézat két egyenl&sziri haromszoge szerepel,
amelyek egyméashoz alappal csatlakoznak. A fels6nek a magassigara (ill.
lefelé valé meghosszabbitasira) a csicstdl kezdve felmériink b;, by, 2b, hosszi-
sdgu iveket. A b hosszisagi iv végpontjaban a magassagra merdleges fékorivet
allitunk és annak a szérral val6 metszéspontjat 6sszekotjitk fokoriv segit-
ségével a 2b, hosszidsagi iv végpontjaval. Tovabba megrajzoljuk a b, hosszi-
saga iv végpontjaban a magassagra allitott merdleges fkorivet is. Ha i* < n

3 A ~ jel aszimptotikus egyenl8séget jelent.
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és j* < 2n, ugyanezt i* és j* helyett (i* ++ 1)-re és (j* 4 1)-re is megesinaljuk
(azaz a magassagra, ill. meghosszabbitasara felmérjiik a megfeleld hosszi
iveket, és a fentihez hasonléan allitunk egy meréleges fokorivet, 6sszekotd
fékorivet és még egy merdleges fokorivet).

Mindkét esetben tekintsiik az utoljara emlitett két-két fokorivet (ezeket
a 6. abran folytonos vonal jeloli). Ezek egy négyszoget hatarolnak, amely koze-
litéen parallelogramma (az abran vastag vonal jeloli). Ennek a négyszégnek

6. abra. A hilézat egy elemi kiornyezetének adatai a Fuller-féle egyenlészara haromszog fel-
osztasban

a magassagra allitott merdlegesen fekvd oldalat jeldljiik p-vel, az egyik szom-
szédos oldalt ¢g-val (az abra szerint), a berajzolt atléjat pedig, amely a harom-
szogfelosztas egyik éle, r-rel. Legyen z = 2b, — b,, ekkor:

b* cos 36°

p~— cos z- 2 sin 36°,
n 1 — sin236° cos?z
b* cos 36°
o (17)
n 1 —sin®36° cos® %
b cos 36°
it

n 1 — sin?36° cos?z
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A haromszoglapok szarainal, ill. szimmetriatengelyénél fekvd felosztasélekre
ugyanezek a képletek értelemszeriien érvényesek.

Fennall 0 < z < b*. Konnyen lathaté, hogy adott z-re aszimptotikusan
q = r < p (azaz a kifejezésiikben az 1/n-es nagysagrendii tagokra ez fennall).
P és ¢ kifejezése z-ben monoton, igy:

Nwwiﬂ_wlvgu, (18)
min g 2 cos 36°

Nagy n-re a poliéder konvex, ugyanis a (18)-beli érték kisebb }/2-nél

5.3, Az ikozaéder oldalfelezéses felosztdsa

Most azt a felosztassorozatot vizsgaljuk, amelynek elsd tagja a szabalyos
gombi ikozaéderhalézat, az n-edik taghdl az (n + 1)-ediket pedig tigy kapjuk,
hogy az n-edik héilézat minden gombhiromszégének megrajzoljuk a kozép-
vonalait (azaz a gombharomszég oldalfelez8 pontjait 6sszekotd fékoriveket).
Az a,b,c¢ oldali gombharomszigre az a és b oldal felez§pontjait Gsszekotd
gombi kézépvonal koszinusza:

1+cosa+cosb+cosc. (19)

4 cos £ cos —
2 2

Hegyesszogli gombharomsziogek esetében a kozépvonalak hossza mindharom
oldalnak monoton nemesékkené fiiggvénye, a kozépvonalak a megfelel§ olda-
lak felénél nem kisebbek, és nagyobb oldalhoz nagyobb kozépvonal tartozik.
Ha egy hegyesszogli gombharomszoget kozépvonalaival felosztunk, hegyes-
szogli gombharomszégeket kapunk. Ezért ebben a felosztassorozatban bar-
melyik felosztashoz tartozé poliéder konvex.

A fentiek miatt a felosztasban a legnagyobb oldalhossz az ikozaéderlap
kézéppontjat tartalmazé szabalyos hiromszog oldalhossza, a legkisebb oldal-
hossz pedig a gémbi ikozaéderélen fekvs oldalak hossza. A két (euklideszi)
oldalhossz hanyadosa az n-edik felosstdsndl, 7, monoton né. 1,-et a kovetkezs
kifejezés adja meg:

1 sin w w

Hn = sin s
2n-—1 2n——l
Vl——i{l— ! )sinzw
3 4n—1

ahol 2w a gombi ikozaéderél hossza.

(20)

Miiszeki Tudomény 51, 1976



GOMBRACSOK MORFOLOGIAJA 143

Innent
sin w

im 7, = supfjs — ———— ~ 1,195 (21)

wl/l—isinzw
3

(a nevezében szorzéként 4llé6 w radianban mérve).

(Részletesebben lasd [10].)

5.4. A [17]-ben javasolt gombfelosztis

Ezen eljaras sordn a gombi ikozaéderélt n egyenl§ részre osztjuk. A 7.
abran ennek a gombfelosztasnak egy részlete szerepel. (Ez a részlet a szabalyos
ikozaéder gombi halézata egy lapjanak harmadrésze. Az ikozaéderlap szim-
metriatengelyei a hosszabb szakaszokkal rajzolt szaggatott vonalakkal vannak
jelolve.) Az abran vannak egyenl§szard haromszogek, amelyeknek a szimmet-
riatengelyei merdlegesek a teljes hosszdban megrajzolt ikozaéderélre. (Ezek
a szimmetriatengelyek az abran szaggatott vonallal vannak jelolve.)

>R

B e

7. d@bra. A halbzat egy elemi kirnyezetének adatai a [17]-ben javasolt felosztdsban

Tekintsiik ezek koziil a haromszogek koziil csak azokat, amelyek teljesen
az ikozaéderlap megrajzolt harmadrészébe esnek, alapjukkal (ill. csicsukkal)
a teljes hosszdban megrajzolt ikozaéderél felé. Ezek sorokba rendezheték (az
abran a sorok vizszintesek). Az egy sorba esék egybevigék. Az alapjukkal
az ikozaéderél felé esé haromszogek koziil azokat tekintsiik, amelyek sajat
sorukban a legszélsdk.

Egy ilyen hiromszog szimmetriatengelye metszi az abran teljes hossza-
ban megrajzolt ikozaéderélt az él végpontjatél a’ tavolsagra. Jelolje b’ ugyan-
ezen hiromszog szimmetriatengelyének az ikozaéderél és a haromszog csicsa
kozti szakasza hosszat. Legyen a’ < w, ahol 2w a gombi ikozaéderél hossza.

 Egy feliilr6l korldtos szdmsorozat (szimhalmaz) szuprémumén a szdmsorozat (szdm-
halmaz) legkisebb fels6 korlatjat értjiik. Az 7, sorozat szuprémumét sup 7, jeloli.
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(w, a’ és b’ az dbran nyilakkal be van jelolve.) Jeloljiik a tekintett haromszog
alapjat f-fel, szarat pedig h-val. Hozza csiicsban, ill. élben csatlakozik két
egyenl8szard haromszog, amelyek szara f, ill. h; kozos alapjukat pedig jeloljiuk
g-vel. (Az emlitett hdrom haromszég az abran vastag vonallal van jeldlve.)
Ekkor:

fNEﬂCOSb,,
n
2w ;. o ’
g~ —2cos b’ sin 36° cos a’, (22)
n
) o 2 7
B~ 2w —l—cosb' V8 sin% 36° cos2a’ 11
n 2 V1 — sin% 36° cos? a’

Adott a’-re f < g < h aszimptotikusan (azaz kifejezésitkben az 1/n-es
nagysagrendii tagokra ez fennill). b’ egyiitt ng a’-vel, és f és h kifejezése ezek-
nek monoton csokkend fiiggvénye. Igy

L VZ sin2 36° 1 %
po~ 222 cos 30° ~ 1,284. (23)

min f cos® 36°

Nagy n-re a poliéder konvex, mert a (23)-beli érték kisebb Vf-nél.

5.5. A hdromszigek kiré irhaté kirok kozéppontjainak segitségével térténs felosztds

Elképzelhetd egy gombhéiromszoghalézatnak a kovetkez§ siiritési médja
is: az i) halézat csicsai egyrészt a régi halézat csiicsai, masrészt a régi hiarom-
szogek koré irt korok kozéppontjai. Az ij halézat élei a régi haromszogek koré
irt korok kozéppontjait a megfeleld haromszogek csicsaival kétik 6ssze (ha
ezek az illet§ haromszogekben vannak), ill. két, éllel csatlakoz6 régi hdromszog
koré irt kor kozéppontjat kotik ossze. Ha a régi hilézatban van olyan harom-
szog, amely nem tartalmazza a belsejében a koré irt kor kozéppontjat, az 1ij
halézatot nem értelmezziik. .

Alkalmazzuk most ezt a siiritést sikbeli haromszoghalézatokra. Ha (egy-
mashoz teljes élek mentén csatlakozé) szabilyos haromszogekbdl allé racsra
alkalmazzuk, hasonlé racsot kapunk, kisebb élhosszal. El§szér megmutatjuk
egy példan, hogy ez a siirités sikbeli hdromszéghalézatokra nem mindig alkal-
mazhaté tetszésszerinti sokszor egymas utan (idgy, hogy a hiromszogek koré
irt korok kozéppontjai mindig a haromszogek belsejében legyenek). Tartal-
mazzon a rics két egyenl8szard hdromszoget, amelyek alapjukkal csatlakoznak
és szarszogiik 60° 4+ ¢. Kozos alapjukat lefedi az vj halézat két egyenlGszari
haromszoge. Ezek alapjukkal csatlakoznak, és szarszogiik 60°— 2¢. Hasonl6an
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lathaté, hogy a soron kovetkezd hial6zatokban lesznek egyenlszari harom-
szogek, melyeknek szarszogei 60° 4 4, 60° — 8p, stb., ami ¢ = 0-ra elég
nagy lépésszam mellett lehetetlen.

Hasonlé médon megmutatjuk, hogy ha egy sikbeli hiaromszoghalézat
tartalmaz nem szabalyos haromszoget, akkor ez a felosztassfirités nem alkal-
mazhaté tetszésszerinti sokszor egymas utan. Azaz: ha a felosztassfirités tetszés-
szerinti sokszor alkalmazhaté egymas utén, akkor a hal6zat minden harom-
szoge szabalyos. Legyen a halozat egy haromszoge A BC, szogei «, f8, y, a koré
irt kor kozéppontja O (8. abra). A szomszédos haromszogek legyenek A’BC,

A

8. dbra. Felosztis a haromszigek koré irt koroknek kézéppontjai segitségével

AB'C és ABC'. Ezeknek A’-nél, B'-nél és C'-nél levd szogiiket jeloljik o', B’
és y'-vel, a koréjiik irt korok kozéppontjait pedig 0,4, Op és Op-vel. Tegyiik fel,
hogy o 4 a' = 120°. Ekkor az OB0 4 és 0CO 4 haromszogek az 0,0 oldaluk
mentén csatlakoznak, O-nal, ill. 0 4-nal fekvé szogiik o, ill. o’. Ha a koréjiik irt
korok kozéppontjait Oj-vel és Op-vel jeloljiik, az 0,0,0 és 030:0 4 harom-
szogek alapjukkal csatlakozé egyenl8szari haromszogek, és szarszogik
2(x + ') — 180°, ami 60°-t6l kiilonboz6. gy a fentiek szerint a siirités nem
folytathaté tetszésszerinti sokszor egymés utan. Ugyanez igaz, ha g + f’
és y 4 p’ valamelyike 120°-t6l kiilonb6z6. Ha pedig

at+a' =B+ =y+y =120, (24)

akkor tekintsiik az OcBO és 0,B0 haromszigeket. Ezeknek Oc-nél, ill. O 4-nal
fekvé szogeik y’ ill. . Ha »’ + &' 54 120°, a fentihez hasonléan a sfirités nem
folytathaté tetszésszerinti sokszor egymas utan. Ugyanezt kapjuk, ha o’ 4 8’
és f' + 9y’ kozil valamelyik 120°-t6] kiilonbézé (a megfelelsé haromszogek
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figyelembevételével). Ha pedig:

Y +a' =a + 8 =8+ 9y =120, (25)
akkor:
' =" =y = 60°, (26)
és igy (24)-bél
x=f=19y=0600° 27

2”2

Alkalmazzuk most ezt a felosztassiiritést gombhiromszoghélézatra.
A halézat mindig tartalmaz legfeljebb 5-éli csicsot (3. szakasz, (5)), igy tar-
talmaz legalabb 72°o0s széggel rendelkezd gombhiromszéget. Ha a halézat
minden hiromszoge elegend@en kicsi, a sikbeli kozelités j6 kozelités lesz, és igy
korlatos sok 1épés utdn a siirités nem folytathaté. Ilyen halézatnal természe-
tesen értelmetlen az ezzel a stiritéssel kapott halézatok 5 hanyadosainak hatar-
értékérdl beszélni.

Ez a gombi felosztassiirités sok olyan élet szolgiltat, amelyek hossza
egyenld, ismételve pedig sok egyenlészari haromszoget.

5.6. Az n hdnyadosok rigzitett 1 melletti infimumdnak limes inferiorja

Most attériink az egységsugari gombbe irt, ! hdromszoglap altal hatéarolt
konvex poliéderek 5 hanyadosai infimumanak vizsgalatara (rogzitett I mellett),
ill. ennek limes inferiorjanak vizsgalatara, amikor ! a végtelenhez tart. Kiilén
vizsgaljuk majd azt a speciilis esetet, amikor olyan, fenti tulajdonsagi poli-
éderekre szoritkozunk (az infimum, és a limes inferior képzésekor), amelyeknek
csak 6t- és hatélii csiicsai vannak. (Természetesen abbél, hogy ha az eredeti
feladatot megoldanank, nem kévetkezik, hogy a speciilis poliéderekre a fel-
adatot meg tudjuk oldani, hiszen nem biztos, hogy az infimum egy specialis
poliédernél 1lép fel.) [10]-ben a kovetkezd van bebizonyitva: egy fenti
tulajdonségi poliéderre — itt nincs a csiicsok élszdmdra megkétés —, amelynek
lapszdma I, az 7 hianyados legalabb

sin 36°/sin (3o° 4 120 ]

Ennek hatirértéke [ — oo esetében 2 sin 36°. Igy a kérdéses limes inferior
értéke — itt a cstcsok élszamaéra nincs megkotés — legaldbb 2 sin 36° ~ 1,1756.
Ennek a bizonyitasa [4] szerz8jének egy otletén alapul és egy, a [4]-ben talal-
haté tételt hasznal fel.

Valészinfinek tartjuk, hogy a fenti tulajdonsagi poliéderekre — még
akkor is, ha kikétjiik, hogy esak 6t- és hatélii csticsok vannak — a limes inferior
értéke pontosan 2 sin 36°. Bebizonyitani azonban csak annyit tudunk, hogy
a limes inferior értéke — akkor is, ha kikétjiik, hogy csak ét- és hatélii csicsok
vannak — legfeljebb 1,1780. Most ismertetjiik a [10]-ben megadott konstruk-
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ciét, amellyel tetszdleges nagy lapszami fenti tulajdonsagi poliéderek konst-
ruilhaték — ezek csak 6t- és hatéli csicsokat tartalmaznak —, amelyekre 7
legfeljebb 1,1780.

Osszuk fel a szabilyos gombi ikozaéderhalézat minden hiromszogét
16 haromszogre. Rendelkezzen a felosztds a szabilyos ikozaéder szimmet-
ridival és az ikozaéderél ekozben négy egyenld részre legyen felosztva (a 9. abra
folytonos vonalai). Legyen az ikozaéderlap kozéppontjat tartalmazé gomb-
haromszog oldala ~ 18° 26,30’. A minimalis, ill. maximalis oldalak egyike az
ikozaéder csiicsanil elhelyezked6 egyenlészari hiromszog szara, ill. alapja.

<D
S

9. abra. A konstrukecié vazlata

Az abran a rovidebb szakaszokbél allé szaggatott vonalakkal jelolt két kozép-

vonal pontosan egyenld. Az 6sszes gombharomszog hegyesszogii. Most rajzol-

juk meg az Gsszes gombharomszog kozépvonalait, igy kapunk egy felosztast.
Legyen az igy kapott felosztas a felosztassorozat elsé tagja, és az

(n + 1)-edik felosztast az n-edikbdl a gombi kozépvonalak berajzolasaval

nyerjiik. A felosztassorozatban barmelyik felosztéshoz tartozé poliéder konvex.

A maximalis és minimalis (euklideszi) élhossz hanyadosa az n-edik felosztasra,

N,» monoton nd. Az 5.3. szakaszban alkalmazott szdmitasokhoz hasonléan

1,-re most is kaphaté egy képlet, amelybél

. V18,59

sin

lim 5, = sup 7, ~ : ~ 1,1780 (28)

0,069197 V1 i« % sin? %
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(9° 18,59’ a fent emlitett két egyenls kozépvonal hossza, mig 0,069197 a gémbi
ikozaéderél 16-od része, radidnban mérve, kozelitileg). Innen birmely n-re

n, < L1780 ... . (29)

Ezért a fenti tulajdonsdgd poliéderekre — még akkor is, ha kikotjiik, hogy
csak 6t- és hatélii csicsaik vannak — az 7 hanyados adott I-re valé infimuma-
nak limes inferiorja is legfeljebb 1,1780.

6. A duilis probléma

A gombi hélék esetében dualitds a halék csomdpontjai és celldi kozott
all fenn. Az eredeti hal6zat csomépontjai és a dualis halézat celldi, valamint
az eredeti halézat cellai és a duilis halézat csomépontjai kélcsdnésen egy-
értelmiien megfeleltethet6k egymasnak.

Egy gombi haromszoghalé dudlisanal a halé minden csomépontjaban
harom halévonal talalkozik.

A 2. szakaszban mutattunk példat a gombi hdromszoghilé duilisira.
A bemutatott radiolaria-fajnal (3a abra) a haléban 5-, 6- és T-szogii cellik
fordulnak eld. A mérnoki gyakorlathan csak az 5- és 6-szogii cellikbél allé
halézat terjedt el.

Az 5- és 6-sz6gii lapokkal hatérolt poliéderek kozott 1étezik végtelen sok
olyan, amelynek lapjai érintenek egy adott gombét. Bizonyos esetekben olyan
5- és 6-sz6g{i lapokkal hatarolt poliéder is konstrualhats, amelynek élei érintik
a gbmbot [16] (3b abra), vagy amelynek csicsai a gombon vannak.

Nagy lapszam esetén azonban nem tudjuk, hogy az utébbi két tipusi
poliéder létezik-e.

Legyen egy 5- és 6-sz6gii lapokkal hatarolt olyan poliéderiink, amelynek
minden csicsaban hirom él talalkozik és amelynek élei érintenek egy egység-
sugari gombot. A csicsok szama legyen ¢. Ekkor az 6tszdglapok szama 12,
a hatszoglapoké (¢/2) — 10, az éleké pedig 3¢/2 (3. szakasz). A estcspontok
6sszesen 3¢ adattal jellemezhetdk. Ot, ill. hat csdes egy sikba esése két, ill.
harom egyenletet ad, mig az, hogy az élek tavolsaga a gémbkozépponttél 1,
3¢/2 egyenletet. Ez 6sszesen 3¢ — 6 egyenlet a 3¢ adatra. Emiatt azt gondol-
hatjuk, hogy ilyen poliéder — adott ¢ csicsszam mellett — talin létezik,
Az, hogy az egyenletek szama kisebb az adatok szaméanal, ezt természetesen
nem bizonyitja. (Ez biztosan nem igaz az egyetlen hatszéglappal rendelkezd
poliéder esetére, mert, mint a 3. szakaszban emlitettiik, ilyen poliéder nincs is.
Mint emlitettiik, bizonyos c-kre viszont igaz. Pl. az (5, 6, 6) szimbélummal jelolt
archimedesi test is ilyen.)

Egy gombbe irt, 5- és 6-szogii cellakbdl allé racs egyes cellait altalaban
térbeli sokszdgek hataroljak. Ezeknél a racsoknal, mint a kés8bbiek soran latni
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fogjuk, valésziniileg mindig megkévetelhetjiik, hogy a sokszégek élei azonos
hossziisdgiak legyenek. Ilyenkor azon til, hogy a racs csomépontjai a gémbon
lesznek, a racs rddjai érinteni fognak egy, az adott gombnél kisebb sugard
gombat is.

A tovabbiakban két dolgot fogunk megvizsgalni: elszor azt, hogy az
5. szakaszban targyalt felosztasok révén elgallé, gombbe irt, haromszéglapok-
kal hatarolt poliéderek dualis (polaris) poliédereinél hogyan valtozik az nhalézat-
egyenldtlenségi hinyados; masodszor azt, hogyan allithaték elé gombbe irt
egyenld ridhossziisagi racsok.

6.1. A dudlis poliéderek n hdnyadosai

Itt a kovetkezd matematikai kérdést lehet felvetni. Tekintjiik a gomb
koré irt, csupa haroméld csiccsal rendelkez§ konvex poliédereket. Kiilon
vizsgiljuk majd azt a specialis esetet, amikor olyan, fenti tulajdonsagi poli-
éderekre szoritkozunk, amelyeknek csak 6t- és hatszogli lapjaik vannak.
Kérdezhetjiik, mi az 9 hdnyados rogzitett lapszam melletti infimumaénak limes
inferiorja, amikor a lapszam a végtelenhez tart. Erre a limes inferiorra nem
tudunk olyan jé becsléscket adni, mint a gombbe irt haromszoglapi poliéderek
esetében. Ertéke mindenesetre legalabb 1 — itt nincs a lapok oldalszamara
megkotés —; ennél jobb alsé becslést nem is tudunk.

Célunk most olyan fenti tulajdonsaga poliéderek konstrualasa, amelyek
7 hanyadosa lehetéleg kicsi, mikozben a lapszam tetszfleges nagy lehet.
A megkonstrualt poliédereknek csak ot- és hatszoglapjaik lesznek.

Legyen megadva egy egységsugari gombbe beirt és egy, ugyanazon
gomb koré irt konvex poliéder. Ezeket egymas poldrisdnak hivjuk, ha a beirt
poliéder csiicsai megegyeznek a koréirt poliéder lapjainak és a gombnek érintési
pontjaival.

Legyen n egy elég nagy természetes szam és tekintsiik a [17]-ben javasolt
gombfelosztast, ahol a gombi ikozaéderélt n egyenld részre osztjuk, és a gémb
sugara egységnyi. Vizsgalni fogjuk az ehhez tartozé beirt poliéder polarisat.
Ez az egységsugari gomb koré irt konvex poliéder. Megmutatjuk, hogy erre
aszimptotikusan:

cos 36° ) 3
V8sin236° + 1) 2 cos 36°

7 ~ ctg |2 arcsin ~ 1,595. (30)
Ezért a fenti tulajdonsdgi poliéderekre — akkor is, ha kikétjiik, hogy csak ot-
és hatszoglapjaik vannak — az n hdnyados rigzitett lapszdm melletti infimumdnak
limes inferiorja (amikor a lapszam a végtelenhez tart), nem nagyobb a (30 }-beli
értéknél.

Minden szamitast csak n nagy értékeire, aszimptotikusan végziink.
Tudjuk, hogy a tekintett beirt poliéderre az n hanyados aszimptotikusan
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~21,284. Eszerint a lapok hegyesszog{i haromszogek, s6t a legnagyobb szigiik
sem halad meg egy bizonyos, 90°-nal kisebb rigzitett széget. Nagy n esetében
a poliéderfeliilet egy kis darabja jé kozelitéssel sikbelinek tekinthetd. Sikbeli,
hegyesszogii hairomszogekbdl 4ll6 halézat esetében a polaris élhalézat a harom-
szogek oldalfelez6 merdlegeseib6l all, minden oldalfelez6 merdlegesnek azt a
szakaszat véve, amely az illet§ oldalhoz csatlakozé két hiromszog koré irt
korok kézéppontjai kbzé esik.

Tekintsiink egy sikbeli egyenlfszari haromszoget, amelynek alapja x,
szara y. Az alaphoz — ill. szdrhoz — tartozé oldalfelez8 merdlegesnek az alap

— ill. szar — és a haromszog koré irt kor kozéppontja kozotti szakaszanak
hossza:
2 __ 2
—2:)’_-——_-_“2— o illetve —_x'y: (31)
2)4y? — &2 2V 4y? — a2

(méasképpen: a koré irt kor 4tmérSjének és a szemkozti szog koszinuszanak
a szorzata).

Megtartjuk az 5.4. szakasz jel6léseit. A felosztasban szerepld haromszogek
oldalai f, h, h; f,f, g és g, h, h. Adott a'-re tekintsiik ezen haromszigekre az
oldalfelezd merdlegeseknek a megfeleld oldal és a koré irt kér kozéppontja
kozti szakaszait (szintén 1/n-es tagokig szamolva). Ez az f, h, h oldali harom-
szog alapjara lesz maximalis. Ez az oldalfelezdszakasz maximumat (aszimpto-
tikusan) a’ = 0O-ra éri el. Yan két (aszimptotikusan) ilyen hosszi ecsatlakozé
oldalfelez§ szakasz, amelyek egyiitt a polaris halézat egy élét alkotjak. Igy ez
a polaris halézat (aszimptotikusan) maximalis éle.

A polaris halézat minimalis élét nehezebb meghatarozni. Tekintsiik az
éllel csatlakozé haromszogpéarokat, adott a’-nél, és kiszamitjuk a koréjiik irt
korsk kozéppontjai tavolsagat. (Azaz a két haromszog koziil az egyik az adott
a’-héz tartozé, a 7. Abran vastag vonallal jellt haromszégek valamelyike, ill.
az f, h, h oldali vastag vonallal jelolt haromszoggel egy sorban van.) Az oldalak
nagysagviszonyai miatt lathatd, hogy ezen tivolsagok kozott egyesek nagyob-
bak masoknal. Amelyekrél ez nem lathatd, azoknak megkeressiik a hosszara
vonatkozé kifejezés minimumait, ezek a’ = w-ben lesznek felvéve. Ha a kozos
él egyik végpontja ikozaédercsiics, a haromszogek koré irt korsk koézéppont-
jainak tévolsiga nagyobb az el6bbi minimumoknal. Ha a’ kézel van w-hez,
azaz az ikozaéderlap kozéppontjahoz kozeli haromsziogeket tekintjiik, azok
kozelitGen szabalyosak, igy a polaris halézat élei ott lesznek (aszimptotikusan)
minimalisak. A maximalis és minimalis élhossz hinyadosa (aszimptotikusan)
a (30)-beli érték.

A polaris halézatra is teljesiil, hogy a kilonb6z6 élek szama, s&t a kiilon-
b6z8 lapok szidma is az ésszes lapszdm négyzetgyokének egy konstansszorosa
alatt marad. (Ugyanez igaz az 5.2. szakaszban targyalt felosztas polarisara is,
szintén nagy n esetében.)
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Az 7 hdnyados valészintileg tovabb csokkenthetd, ha a kiindulasul hasz-
nalt felosztast az ikozaéderlap kozepén levé haromszogek novelésével és a
széls6k csokkentésével médositjuk. A médositott felosztashan az egy sorban
lev6 haromszogek csidcsai tovabbra is koncentrikus koriveken vannak és az
azokhoz csatlakozé oldalaik (,,alapjaik™) egyenlfk, viszont a hiromszigek nem
lesznek t6bbé egyenldszaruak.

Tekintsiik a t6bbi, az 5. szakaszban vizsgalt hiromszéghalézatnak meg-
felel§ beirt poliéder polarisat (kivéve az 5.5. szakaszbeli polarisat). Ezekre
aszimptotikusan nagyobb lesz az n hinyados, mint a [17]-ben javasolt gomb-
felosztasra.

Tekintsiink ugyanis egy sikbeli, 72°-o0s szarszogli egyenl§szard harom-
szoget, és kozépvonalaival bontsuk fel négy kisebb haromszogre. Tekintsiik
az éllel csatlakoz6, most kapott kisebb haromszogekre a kéréjik irt korok
kozéppontjainak a tavolsagat. Ezek koziil a maximalis és a minimalis ardnya:

cos 54°

e~ 1,902, (32)
€os

Ha a 72° helyett nagyobb hegyesszogii szarszbget vesziink, ez az arany még
nagyobb lesz.

Tekintsiik a Fuller-féle ikozaéderes felosztast vagy az (5, 5, 5), Fuller-féle
egyenl&szari haromszoges felosztasat, nagy n esetében. Ezekben a felosztasok-
ban az ikozaédercsiics kozelében eldfordul a fenti helyzetben lev§ négy, 72°-0s
egyenldszari haromszog (kozelitéleg). Igy a polaris halézatra az 7 hanyados
egy, a (32)-hoz kozeli értéknél nem kisebb.

Tekintsiink az egységsugari gombén egy gombharomszoghalézatot, és ezt
gombi kézépvonalakkal esszuk fel. A kapott halézathoz tartozé poliéder lapjai
legyenek elég kicsi, (euklideszi értelemben) hegyessziogii haromszogek. Az ere-
deti hilézatban egy legfeljebb 5-élii csiicsnal volt egy legalabb 72°-0s gémb-
haromszég-szég. Igy a fentihez hasonléan lathaté, hogy a felosztott halézat
polarisara az 1 hinyados egy, a (32)-hoz kozeli értéknél nem kisebh.

Nem is ismeriink olyan gémbhéiromszoghalézat-siiritési eljarast, amely
tetszbleges halézathoz egy siiriibb halézatot rendel, és amelyre a sdirdbb halé-
zathoz tartozé poliéder polarisara az n hanyados elég kicsi lenne (mondjuk
aszimptotikusan kisebb, mint valamely, a (32)-beli értéknél kisebb szam).
Egy ilyen halézatsiiritési eljaras esetében az uj csiicsokat valésziniileg tébb
haromszog figyelembevételével kell elhelyezni.

6.2. Egyforma élhossziisdgi dudlis gombrdcsok

A gombbe irt, 5- és 6-élii cellikbdl 4ll6, haromél{ csicsokkal rendelkezd
racs egyes cellait altaldban térbeli sokszégek hataroljak. Az, hogy ezek a sok-
szogek mind sikbeliek legyenek, elég sok megkotést jelent. Ha a csiicsok szama ¢,
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azok 2c adattal jellemezhetGk, és a megfelels csiicsok egy sikba esése (3¢/2) — 6
egyenletet ad. Ebbdl azt gondolhatjuk, hogy létezik ilyen poliéder. Kis lapszam
esetén valéban nem nehéz konstrualni 6t- és hatszogid lapokkal hatarolt,
haromélii csicsokkal rendelkezs, gombbe irt poliédereket. Példaként emlitjiik
az (5, 6, 6) szimbélummal jelolt archimedesi testet. Nagy lapszdm esetén azon-
ban nem tudjuk, hogy létezik-e a fenti tulajdonsagokkal rendelkez6 poliéder.

10. dbra. Ot- és hatszogfi cellakbél 4116 gombi halé modellje

A tovabbiakban eltekintiink a cellak sikbeli voltatél, és azt a kérdést
vizsgaljuk, lehetnek-e a sokszogek élei egyforma hossziak.

Ha létezik ilyen racs, akkor azt a gomb kozéppontjabél a feliiletre vetitve
a gombnek egy felbontasat kapjuk gombi 6t- és hatszogekre, mikozben az
osszes €l egyforma hosszi. Ezentil ilyen gombi hélézatokat tekintiink, és
kikotjiik még az 6t- és hatszégek konvexitasat is (10. abra).

Kiindulunk az ikozaéder gombi halézatabol. Olyan gémbi halézatokat
keresiink, amelyekben a tizenkét 6tszog szabalyos, kozéppontjaik az ikozaéder
csdcspontjai és csicsaik az ikozaéder élein vannak. Tovabba a halézat ugyan-
olyan szimmetridkkal rendelkezik, mint az ikozaéder, és a hatsziogek olyan
médon csatlakoznak, mint a 11. abrén. Az egyik hatszoglap (amelyiket kozép-
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s6nek hivhatunk) szabalyos, kozéppontja egybeesik az ikozaéderlap kozép-
pontjaval, oldalai pedig merdlegesek az ikozaéderlap magassidgvonalaira (az
abran vastag vonal jeldli).

Az ikozaéderoldalnak az otszogeken kiviil esd szakaszan felvaltva hat-
szogoldalak,ill, hatszogatlok fekszenek, a hatszogoldalak szaman', n’=1,2, .. ..
Az abran az ikozaéderoldal altal félbevagott hatszogek masik fele nincs
lerajzolva.

Gombi trigonometriai szamitasokkal n’ =1, ill. n’ = 2-esetén a hatszog-
oldal ~~23° 17’,ill. 11° 35’ (n’ = 1-re az (5, 6, 6) szimbélumi archimedesi test
gombi halézatarél van szd).

11. dbra. Egyenlt élhosszisagi halozat elrendezési sémdja a gombi
ikozaéder egy lapjan

n’ = 3 esetén valészinii, hogy a feladatunknak egyetlen megoldasa van.
(Itt a felosztast jellemzd adatok szama megegyezik az egyenletek szamaval.)
n' > 4 esetében a felosztast jellemzé adatok szama nagyobb az egyenletek
szamanal. Emiatt valészini, hogy a keresett tipusi hélézat létezik, sét bizo-
nyos szami paraméter szabadon megvalaszthaté. Ezeket bizonyitani viszont
nem tudjuk.

7. Osszefoglalas és értékelés
Bizonyos tengeri egysejtii allatok, a radiolaridk vazanak tulajdonsagaibél
kiindulva magyarazatat adtuk annak, hogy megkozelitGen egyenletes halézati
racs esetében miért az 6tos, hatos és a hetes szam dominal a racsban. Neveze-
tesen, haromszoghalézati, megkozelitéen egyenletes rdacshban az egy csomé-
pontba befuté rudak szama miért 5, vagy 6, vagy 7.
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A tovabbiakban a haromszéghalézati gémbréacsok koziil csak az ot- és
hatéli csomépontokkal rendelkezdkkel foglalkoztunk. Megallapitottuk, hogy
az ismert felosztastipusok esetében a racsban levd leghosszabb és legrévidebb
rid hosszanak arinya, azaz az 7 halézat-egyenlétlenségi hinyados a rics
hilézatanak s@iritésével novekszik, vagyis a halézat egyenletessége romlik.

Egyes felosztassorozatokra — melyekre a felosztis mindig séiriibb és siiriibb
halézattal tetszdlegesen sokszor megismételhet§ volt — kimutattuk, hogy

a hozzajuk tartozé 7-sorozatok korlatosak és létezik hatarértékiik. Sét igen
j6l megbecsiiltiik ezeknek a hatarértékeknek az infimumait is.

A kiilsnb6z6 felosztasmédoknal a hatarértékek az aldbbiak voltak:

az ikozaéder Fuller-féle felosztasa: 1,480,

az (5, 5, S)g poliéder Fuller-féle felosztasa: 1,347,

az ikozaéder [17]-ben javasolt felosztasa: 1,284,

az ikozaéder oldalfelezéses felosztasa: 1,195,

az 5.6. szakaszban ismertetett konstrukeidé: 1,178.

Az ikozaéder oldalfelezéses felosztasara és az 5.6. szakaszban ismertetett
konstrukciéra 7,, monoton névé, igy az elébbi felosztésra 1,195, mig az utéb-
bira 1,178 az 7, sorozat fels§ korlatja.

Ha tekintettiik az Gsszes elképzelhet§ haromszogfelosztast, akkor az
adott lapszdmi felosztasokhoz tartozé 7 szdmok infimuménak limes inferiorja
(amikor a lapszam a végtelenhez tartott), 1,1756 és 1,1780 kézott volt. Amikor
eleve kikotottiikk, hogy a haromszéghalézatban csak 6t- és hatéld csomé-
pontok szerepelhetnek, a limes inferior akkor is a fenti két érték kozé esett.

A haromszdges halézatok duilisira is végeztiink hatarérték-vizsgalatot.
A [17]-ben javasolt felosztas poliédereinek polarisai segitségével megallapi-
tottuk, hogy a gomb koré irt, 6t- és hatszogii lapokkal hatarolt poliédereknél
az 7 halézat-egyenldtlenségi hinyados adott lapszami poliéderekre vett infi-
mumanak limes inferiorja 1 és 1,595 kozott van.

Végezetiil nem nagyszami cella esetén kimutattuk, hogy létezik olyan
ot- és hatszogil cellakbdl all6 gombi halé, amelyben minden cellat azonos
hosszisagui oldalak hatarolnak. Ez a szemlélet alapjan virhaté volt.

Dolgozatunk legfontosabb eredményei a hdromszioghdlozatii gombrdcsokkal
kapcsolatosak. Gyakorlati szempontbél két dolog érdemel kiilon is figyelmet.

1. A [17] jeld tanulminyban végzett vizsgilatok megallapitottik és
dolgozatunkban az 5. abran is lithaté, hogy barmely értékét rogzitjik is
a kiilonb6z6 hosszisigi élek szaménak, a [17)-ben javasolt felosztas mindig
tobb haromszoget, azaz siiribb halézatot eredményez mint a mérnski gyakor-
latban legelterjedtebb két Fuller-féle felosztas. Mostani vizsgalataink soran
pedig még azt is sikeriilt kimutatni, hogy a [17]-ben javasolt felosztas aszimp-
totikusan egyenletesebb halézatot biztosit mint Fuller két halézata, hiszen
az 7) hanyadosanak hatarértéke kisebb, mint a Fuller-féle halézatok 5 hanya-
dosainak hatarértékei. Mindent egybevetve az adédik, hogy egy haromszog-
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halézati gémbi ridszerkezet — elég nagy haromszogszam mellett — a [17]}-ben
javasolt felosztas segitségével kevesebb kiilonb6z§ hosszisagi riddal épithetd
meg mint a Fuller-féle felosztdsok esetében, és a rudak hossza is kevesebbet
fog egymastél eltérni, mint a Fuller-féle felosztasok esetében.

2. Ha a minél egyenletesebb halézat biztositisa a f6cél, akkor nem
tilzottan lényeges, hogy a kiilonb6z6 hosszisigi rudak szima mennyi lesz
a racsban. Az 5.6. szakaszban ismertetett felosztasi konstrukciénil a kiilonb6zé
hosszisagi rudak szima arinylag nagy, mégis valamennyi rudat egyforma
hosszira lehet gyirtani. A konstrukeié ugyanis olyan felosztéssorozat,amelyhez
tartozé 7-sorozat minden tagjara 1,1780 felsd korlat (ez az érték az elméleti
aszimptotikus alsé korlatnal, 1,1756-n4l alig nagyobb). Kovetkezésképp — a
felosztassorozat barmelyik tagjat tekintve — a récsban a leghosszabb rud
hossza a legrévidebb rid hosszatél 17,8%,-nal kevesebbet tér el. Az ilyen mér-
tékil hossz-differencidkat pedig a csoméponti illesztéseknél is biztositani lehet,
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Az la, 2a és 3a dbrikat E. HAECKEL Report on the radiolaria [5] cimii munkéjabél
vettitk at.

Morphology of Spherical Grids. Some problems of construction of grid networks fitted
onto spherical surfaces are dealt with. First of all, the uniformity of the grid networks is
investigated and in this connection the problem how a polyhedron inscribed into, or circum-
scribed about a sphere having a great number of faces can be constructed, for which the
quotient of the longest and shortest edges is the minimum. The most important result of the
paper is that under different, from the practical point of view interesting conditions, esti-
mates are given for the value of this quotient.

Morphologie der Kugelgitterwerke. Es werden einige Probleme der Konstruktion von
Gitterwerknetzen, die sich einer Kugelfliiche anschmiegen, behandelt. Vor allem wird die Gleich-
miBigkeit der Gitterwerknetze und in diesem Zusammenhang auch das untersucht, ob und
wie man ein in eine Kugel eingeschriebenes oder einer Kugel umgeschriebenes derartiges
Polyeder mit groBler Seitenflichenzahl konstruieren kann, bei welchem der Quotient der
lingsten und kiirzesten Kanten minimal ist. Das wichtigste Resultat der Abhandlung ist, daBl
bei verschiedenen, vom praktischem Standpunkt aus interessanten Nebenbedingungen, fiir
diesen Quotienten Schitzungen gegeben werden konnen.

Miiszaki Tudomdny 51, 1976
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