G MBR CSOK MORFOL GI" JA

IFJ. MAKAI ENDRE* @& TARNAI TIBOR**

[Bedrkezett 1973. mArus 15-@h]

A dolgozat a g mbfel lethez illekeszked! rAesos szerkezetek hA zat-szerkeszt@E@
nek nghApy probl@mAAval foglalkozik. Mindenekelitt a rAes-hAE zatok egyenletess@Zg@t
vizsgAtja, & ezzel sszef gg@sben azt, hogy hogyan szerkesztheti olyan, g mbbe vagy
g mb k r@ rt nagy lapszAmce poli@er, amelyre alegnagyobb @& legkisebb @ hosszApak
hAnyadosa a leheti legkisebb. A dolgozat legfontosabb eredm@hye, hogy k | nfde,
gyakorlati szempontb | @dekes mell@kfelt@telek mellett becslZseket ad erre a hAnya-
dosra.

1. Bevezet@®

EliregyAtott elemekbi| sszeszerelt, f@dnvAzas, rA€sos g mbkupol A&
szerkezeti kialak tASuk szerint egy- vagy t bbr@egR rAecsal k@bsz Ihetnek.

Egy adott g mbh z illeszkedi egyrdeglR g mbrAgsr | akkor besz@ nk,
ha a rAes az alAbbi hAom tulajdonsAg valamelyik@el rendelkezik:

a) a rAes csom pontjai a g mbfel leten helyezkednek el,

b) a rAesrudak Z&intik a g mb t,

c) amennyiben a rAesrudak Attal hat/Zolt cellA& s kidomok, a cellA
skjai @&intik a g mb t.

Egy g mbrAes k@d- vagy t bbrdeg3, ha k@ vagy t bb, koncentrikus g mb-
h z egyr@eglR rAesok illeszkednek, @& az egyes rdegeket rAEsozAs k ti  ssze.
A gyakorlatban elifordul g mbrAesok t bbnyire egy- @& k@dr@degRek.

A g mbi rAesszerkezetek konstruAtAsakor |@hyeges k@& dds, hogy geomet-
riailag milyen legyen a r/A€s hAE zata. Minthogy egy k@r@egl g mbrAes kad
egyr@degl g mbrAesb | & a k@ r¢teget sszek ti rAesozAsb | AH, a hAE zat
geometriai kialak tAsAnak leheti s@geit elsisorban az egyr@deglR g mbrAgsok
eset@en kell tisztAni. Ez@t jelen dolgozat csak az egyrdegl g mbrAesokkal
@& h/E zatukkal foglalkozik.

A leggyakrabban olyan hA zatokkal talAkozunk, amelyeknek vagy
minden cellAa hAomsz g, vagy minden csom pontjAban hZom hA vonal
fut ssze. Az ut bbi t pusce hA zat az elibbinek dudisa.

A hAomsz gekbil AH g mbi hA zatokkal szAnos publikAi foglal-
kozik. Geometriai vizsgAatuk n¢hAny ogabb eredm@hy@d PATZELT [13] @&
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124 IFJ. MAKAI ENDRE - TARNAI TIBOR

SCH NBACH [14, 15], valamint ajelen tanulmAny egyik szerzij@hek egy korAbbi
dolgozata [17] ismerteti. A duAtis hAE zatokat viszonylag kevesebben tanul-
mAnyoztAk. Kevesebb szerkezet is @ It ilyen hA zattal. Egy @ dekesebb
pddA [16]-ban [Ahatunk.

Valamely g mbi hAt zathoz tartoz polidder dhA zatAhak egyenletes-
sy az r?-val jel It & az alAbbi sszef gg@ksel telmezett szAmmal jelle-
mezz k:

a polidier leghosszab @d@hek a hossza
AVAR TV ) — T*
a polidier legr videbb @d@hek a hossza

Az rjszAmot a h/&E zat egyenlitlens@i  hAdyadosABak  fogjuk nevezni. Azt mond-
juk, hogy a polidder dhA zata megk zel tien egyenletes, ha a hA zat egyenli t-
lens@i hAnyadosa |-hez k zeli @tek.

A g mbfel lethnek g mbhAemsz gekre t rtéhi felosztAsakor fontos
szempont, hogy a felosztAs r@v@h el Al polidder @AhAE zata megk zel tien
egyenletes legyen. A tapasztalat azt mutatja, hogy egy adott felosztAsfajta
eset@en a hAE zat sBr t@&s@vel az r] hAayados ni. Viselked@s@hek rdszletesebb
vizsgAtatA&ral azonban a jelen dolgozat mASik szerzij@hek egy tanulmAnyAR
[10] k v | tudomASunk szerint eddig m@Zy nem foglalkoztak.

Dolgozatunk k | nb zI felt@elek mellett becsl@eket fog adni rj-ra. Elsid-
leges cd, hogy hAEomsz gekbi| AH hAE zat eset@h megAtlap tass@k

a) ak | nb zI fajta, hA zatsBr t@ssel el Al tott felosztASsorozatokhoz
tartoz ?-sorozatok lehetnek-e fel Iril korlAosak, & lehetnek-e konvergensek;

b) ha igen, akkor mi az a legkisebb szAm, amely m@y hatZEdtke lehet
valamely minden hatZon till finomod felosztAsSsorozathoz tartoz 7)-sorozat-
nak, vagyis mi az rj szAnok adott lapszAnce feloszt/ASra vett infimumAaak®
limes inferiorja®, amikor a lapsz&n a v@ytelenhez tart;

c) a[17] jel munkAban ismertetett legfontosabb felosztAst pusokn4& mi
az j-sorozatok hatAZEdtke.

Cdunk tovAbbA hogy a dudis hAE zatok esetéh is megk s@elj nk
vAtaszt adni az eli zi ekben feltett k@ d@sekre.

A b) pont alatti k& d@ megvAtaszol ASa gyakorlati szempontb | nagyon
Ihyeges. Ha ugyanis tudunk konstruAini olyan felosztAssorozatot, amelyhez
tartoz “~-sorozat monoton n vekedien tart a limes inferior szAn@tZkhez,
akkor alimes inferior az 77-sorozat valamennyi tagjAta nve felsi korl/Z lesz.
Ez azt jelenti, hogy a felosztAssorozat bAmely tagj/&E vAtasztva is, a leg-

1 Egy alulr | korlAos szAmhalmaz infimumAs a szAnhalmaz legnagyobb als korl &j &
@tj k. Jel Igse: inf.

2Egy a, (n = 1,2,...) szAnsorozat limes inferiorja az a legkisebb @&tk (az @t@kbe
A 00-t & + 00-t is bele&rtve), amelyhez az a, sorozat valamely r@szsorozata tart. Jel -
Igse: lim inf a,, HatA&@rtZke (limese) nem minden szAmsorozatnak |@&ezik, limes inferiorja
azonban minden szAmsorozatnak van.
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hosszabb @ hossza a legr videbb @ hosszZ | relat ve kevesebbet fog elt@ni,

mint a limes inferior az 1-t1l. Ha ez az elt@ @& nem nagy mint k@61 bb | A&ni
fogjuk, kisebb mint 18% , akkor valamennyi rAesrudat egyforma hosszora
lehet legyAttani, @& a hosszdifferenciAkat a csom ponti illeszt@&eknd lehet
megadni.

HAECKEL [5, 6] munkASsAga nyomAn tudjuk, hogy a term@bszetben is
eli fordulnak g mbrAesok, m@pedig egyes mdytengeri egysejtlRek, a Sugke-
MatkA& (Radiolaria) vAzak@ht. Ezeknek a vAzaknak a matematikai, elsi sorban
topol giai @& szimmetria tulajdonsAgait t bbek k z tt MORDUHAJ-BOL-
TOVSZKOJ [11], THOMPSON [18] @ WEYL [19] kutatta. A m@&n k szemsz g@bi |
eliszr R. LE RICOLAIS [8, 9] tanulmAbhyozta a sug/ZtAlatkAkat. A v/Azak
statikai mBk d@s@el kapcsolatban t bb IZhyeges megAtlap tAst tett. A vAzak
m etviszonyaival, nevezetesen a v/Azak rj dhAnyadosAwal azonban egyik k
sem foglalkozott.

Caul tRzt k ki vy |, hogy aradiolaria-vAakkal foglalkoz szerzik ered-
mhyeit a vAak mdetei alapjAs nhAny megjegyz@bsel kiegdsz ts k, @& ezek
seg ts@h@vel tAmpontot adjunk azokhoz az elm@eti fejteget@ekhez, amelyek
a dolgozat ficdjAnak eld &hez sz ksdgesek.

2. A radiolaria-vAak tulajdonsAgai. Anal giam@&n ki szerkezetekkel

Az @ t@Bzek az @ tbzeti alapformAkat igyekeznek a termbszetbi |
levezetni. T@&beli rAesos szerkezetek eset@ben sz vesen hivatkoznak a kristA
lyok rAesAEa, vagy a k | nb z1 @ szervezeteket, pddAul az egysejt? kova-
moszatokat szilZ&dt vAzakra [7]. G mbalak eset@en szoros anal gia mutat-
hat ki egyes m@n ki szerkezetek @& bizonyos radiolaria-fajok vAza k z tt
(1. Abra). RAesos g mbformAkra a hasonl sAgot a 2. & 3. ArAK szemld-
tetik.

A radiolariAk vAAnak rdzletes vizsgAtata nem feladatunk, de tal A nem
lesz &rdektelen r viden utalnunk azokra a k r Im@hyekre, amelyek a r/AEsos
vAzak morfol giai sajAEsAgait magyar ZzAK.

A radiolariA [1, 5, 6, 12] kovav/Azce tengerben lebegi, egysejtl AHati
szervezetek. Egyes fajokn/ a vA egy- vagy t bbrdeg3 g mbrAes formAAban
alakul ki. A rAesrudak hengeres cs vek, melyek acsom pontokban vagy csuk-
| san vagy merev kapcsolattal csatlakoznak. Ha a rAes egyr@degl & mi
a tovAbbiakban csak ilyenekkel foglalkozunk , akkor vagy val di rAgsos
szerkezettel" van dolgunk, vagy t@beli keretszerkezettel". Az elibbi szer-
kezett pus legjellegzetesebb fajtAta az olyan rAes, amelynek a hAE zata csupa
hAomsz gbil AH (2a Abra), az ut bbi t pusn/ viszont a legjellegzetesebb az
el bbi du/tisa, vagyis az olyan r/s, amelynek minden csom pontjAban hAom
rogl talAtkozik (3a Abra).
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1. @bra. a) Ethmosphaera conosiphonia Hkl., b) FULLER tigynevezett ,,pavaszemes” (Fly’s Eye)

kupola modellje
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2. dbra. a) Aulosphaera dendrophora Hkl., b) 49 m dtmér&jfi racsos gomblkupola radiéantenna
szdmara
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128 IFJ. MAKAI ENDRE —TARNAI TIBOR

3. dbra. a) Aulonia hexagonia Hkl., b) Egy tokiéi fiird6épiilet megkozelitden 15 m atmérsji
récsos gombkupolaja
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A r/€s csom pontjaib | rendszerint radiAkis, t bbnyire Agbogas rudacsk A&
Atlnak ki (2a Abra), amelyekre az Atlatka test@d hatAtol hAttya fesz |. A v z-
nyomAs k zvetlen | a hAEtyA terheli. A hAtya a nyomAst a radiAkis elemekre
tovAbb tja. gy a r/s elsisorban csak csom ponti terhel@t kap. Itt je-
gyezz k meg, hogy FuLLER ¢ mbsAtrai |Zhyeg@ben ugyanezen az elven
alapulnak.

A g mb alakce radiolariknak t bb faja a tengerben igen mdyen @
(4000 -+ 5000 m). Minthogy Am@&1j k ehhez a mdysdi methez kdpest
kicsi (<5 mm), a v znyomAs nagysAgAE a g mb felsz n@h azonosnak Ilehet
tekinteni. Ez&t nincs kit ntetett irAay, amely a rAesforma kialakulAAAa
fizikailag d nt1 befolyAssal lenne. Energetikai megfontolAokb | pedig az
ad dik, hogy a rAesrudakban megk zel tien azonos rosleri knek kell @bred-
ni k. K vetkez&sk@pp a rudaknak a g mb n megk zel tien egyenletes elren-
dezi d@&ben kell elhelyezkedni k, azaz ha a rAes hA&omsz gekbi| AH, akkor
az egyes rudak hossza nem t@&het el nagy m@&tdkben egymAst |. Hasonl t
mondhatunk a duAtis esetben is.

Felmer | mAE most a k& d@s, hogy a radiolariAk eset@ben a rudak meg-
k zel ti en egyenletes elrendezi ddse milyen hAE zati formAkban jut kifejez@re.

Az Aulosphaera dendrophora (2a Abra) v/AE2AE szem gyre v@ve, megAtla-
p thatjuk, hogy a csom pontokban a radiis rudacsk/Akat leszAn tva vagy 5,
vagy 6, vagy 7 roa talAkozik. Van ugyan az AbrAB egy csom pont, ahov/ZE
8 raa fut be, de ez mint a k@i bbiekbi | is kider | nem jellemzi a rAesra.

Az Aulonia hexagonia (3a Abra) eset@ben pedig azt tal &juk, hogy a rAEs
egyes cellA& vagy 5-, vagy 6-, vagy 7-sz gRek.

HAECKEL [5] monogr AZiAtAban az Aulosphaera  spathillata-n/AE melynek
rAesa lhyeg@en csak aradiAlis elemek alakjAban k | nb zik az Aulosphaera
dendrophora-@ |, lerja, hogy a g mb Am@&ije 3,2 mm, a rAesrudak hossza
pedig 0,12 mm & 0,16 mm k z tt vAttozik. Ez azt jelenti, hogy a rAes meg-
k zel tren 3800 darab hAEomsz gbi|l AH, @& hA zatAhak egyenlitlens@i
hAayadosa: r]= 0,16/0,12 ~ 1,33. HAEckEL az Aulosphaera dendrophora @&
az Aulonia hexagonia eset@en nem k zli a rAesrudak hosszAnak hatAEait.

VizsgAfuk meg ezek utAn, mi az oka annak, hogy a rA€sban 5-, 6- &
7-AR csoesok, ill. 5-, 6- & 7-sz gek fordulnak eli. A vAtaszt az Aulosphaera
spathillata hAEomsz ghAt zatoe r AEsa eset@h egyszer3en megadhatjuk.

Tekints k az Atlatka rAesAnak, ill. az Attala meghat A ozott, g mbbe rt
konvex polidernek egy r gz tett csozsAE @& ennek egy olyan kis g mbi k r-
nyezet@, amely magAba foglalja a szomsz@os csozsokat is. Ezt a k rnyezetet
merilegesen vet ts k rAEa g mbnek ar gztett csozsbeli &intiskjAa. gy a
csoxsnak egy skbeli k rnyezet@d kapjuk, amely az Aulosphaera spathillata
rAesAhak m@eteibil k vetkezien igen j | approximAta az eml tett g mbi
k rnyezetet. A vet t@kor ugyanis a r gz tett csozsba sszefut hAEomsz g-
lapok @deinek hossza legf ljebb 0,5%-ot vAtozik.
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130 IFJ. MAKAI ENDRE- TARN Al TIBOR

N@&rz k meg ezutAn, hogy az &inti s kban, ar gz tett csoesk r |, a szom-
sz@dos csoxsok & dek vet letdhek milyen szabAkyos elrendezi d@sei j hetnek
sz ba. A 4. AbrAn felt ntetett skbeli szabAtyos soksz gekre kiszAm tottuk
a soksz g oldalApak @& a soksz g k r@ rhat k r sugarAnak a hAnyadosAt,
illetve, ha ez 1-nd kisebb volt, akkor areciprokZ. Ezek a szAmok megk zel -
tileg ar gz tett csoxs k r |li szabAyos g mbi alakzatok j@&t@kei. Ha az ilyen
oldalszAmce s kbeli alakzatok szabAtyossAgAE elrontjuk, az rj hAayados ni,
ad4. AbrA | eltd oldalszAmokra pedig mindenk@ppen j 1,33 (sitrj)> 1,462).

4. MABra. Szab/yos s kbeli soksz gekhez tartoz alakzatok rj h& zat-egyenli tlens@gi hAnyadosai

A rAesban (a g mb n) a skhoz k@pest a szabAyos ndgy- & tsz g esetdben
cs kken azrj,hat- vagy annZt bb oldalceszabAtyos soksz g eset@ben viszont ni.
A 4. Abra adatai alapjAp, figyelembe v@ve az itt elmondottakat, megAtlap t-
hat , hogy a rAesban n@ydR csoxs esetben az jhAdyados dtke nagyobb
a HAECKEL Attal talAtt 1,33 szAn@tknd, nyolcd3 csoxs eset@ben pedig csak
kevZssel marad 1,33 alatt. Kilencd csoes eset@ben rj f> 1,33 lesz.

Az eddigiekbi| k vetkezik, hogy az Aulosphaera spathillata rAsAban
sem ndgy- vagy annAt kevesebb @R, sem kilenc- vagy annA t bb @R csoes nem
talAhat . NyolcdR csoes eli fordulAsa is el@gd kdddses. A rAesban a nyolcdR
csoxs k rnyezethek jhAnyadosa ugyanis a s kban szAn tott 1/(2 sin 22,5 ) ~

1,307 @t&knd nagyobb lesz & esetenk@ht tod is I@pheti az 1,33-at, egyr bzt
a g mbi &askbeli k rnyezet k | nb zI s@he miatt, mAsr &zt arAesban mutat-
koz torzulAsok miatt. gy nyolcdR csoes elifordulAa nem jellemzi. Ez a
megAtlap tAS a 2a AbrAp | Ahat r/Aesra is fennAl.

A tapasztalat szerint olyan, megk zel tien egyenletes hA zatce m@n Ki
r Agesszerkezetekn@d, amelyekn@ a csom pontokba 5,6 & 7 rid fut be, az |j
egyenlitlens@i hAbyados 1,33-nAt nagyobb. Ez az@t k vetkezik be, mert
gyAEtAsi szempontok miatt a k | nb zI hosszosAgce rudak szAmAE kevre
vAtasztj AK. PAdAEl egy SCH NBACH [15] Attal ismertetett, megdp It szerkezet
eset@en (2b Abra) a teljes g mbrAes 860 db hAEomsz gbi|l AH, a k | nb zI
hosszosAgce rudak szAma pedig 6. A hA zat egyenlitlensdgi hAdyadosa:
rj = 1,41. SCH NBACH egy mAsik hAE zatAn [14] a teljes g mbrAes 1700 db
hAEomsz gbil AH, @& ak | nb z1 hosszosAgoerudak szAma 14. A h/& zat egyen-
litlens@i hAnyadosa: | 1,82, Bizonyos megfontolASok alapjAs az a sejt@
s nk, hogy egy r gz tett topol giai jellemzi kkel rendelkezi, hAomsz gekbil
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A g mbrAes esetben az rjhAdyados cs kkent@be rendszerint a k | nb z
hosszosAgii rudak szAmAhak n vel@@vel jAE egy tt. Ez arra enged k vetkez-
tetni, hs>gy az Aulosphaera spathillata r AsAban val sz nf3leg sokfde hosszosAgoe
rogl talAhat .

Az Aulosphaera spathillata pddAAn kereszt | |Atuk, hogy a termszet-
ben megk zel tien egyenletes h/& zat |Zhyeg@ben 5-, 6- & 7-@f3 csoxsok seg t-
syvel A eli. Ennek ismeret@ben a gyakorlati rAeskonstrukci kkal kapcso-
latosan felmer | a k@ d@s, hogy sz ks@hes-e mind a hAom csoesfajtA& alkal-
mazni a megk zel tien egyenletes hAE zat szerkeszt@ekor, vagy elegendi ezek
k z | csak ketti, esetleg csupAn egy fajta. A k@&d@st AttalAosabban is meg-
fogalmazhatjuk: Milyen hAEomsz ghAt zatceg mbrAesok |@eznek, & ezek k z |
mely t pusoknZt biztos that a megk zel tien egyenletes h/& zat? Erre a k@& -
d@&re a k vetkezi kben fogunk vAtaszolni.

3. A bAomsz gekbil Al g mbi hAE zat topol giai jellemz@se

Tekints nk egy g mbhAomsz gekbil A g mbi hAt. Ha a hA&
csom pontjait fik r vek helyett egyenesszakaszokkal k tj k ssze, akkor egy
hAtomsz glapokkal hatAolt polidiert kapunk, amelyet ag mbi hZ hoz tartoz
polidlernek nevez nk. VizsgAjuk meg, hogy az gy nyert polidereknd Attal Ahos
esetben milyen sszef gg@sek szabAtyozzAk a k | nb z1 @szAmnce csoxzsok sz/A
mZA. Vezess k be az alAbbi jel |Zbeket:

e: a polider deinek a szAmna,

& a polidier csozsainak a szAmna,

a polidder lapjainak a szAma,

2. azon csoesoknak a szAma, amelyekben i darab @ tal Akozik; 3 i m. ahol m
jelenti az egy csoesha befut @ek szAmAnak a maximumAE.

Az Euler-fde polidier-tdel szerint

e- e+ | = 2. (1)

Amiatt, hogy a polidler valamennyi lapja hAomsz g, fennAtl a k vetkezi

egyenli s@y:
2e = 3/. (2)

Az @ek szAma azonban nemcsak alapok, hanem a csozsok szAmAwal is kifejez-
heti :

se= Zicf )

1=3

V| ak | nb zi' csozsok szAmAhak  sszege a polider sszes csoxsainak
a szAn/AE adja meg:

c= 2 4 @

1=3
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Az (1 4) egyenletekbi| az alAbbi ismert sszef gg@shez jutunk [3, 18]:

m
( 6 - i)Ci = 12. (5)

i=3

Ha csak egyfajta csoxst pus fordul eli, akkor (5) a
(6 - m)c, = 12 (6)

alakra egyszer3s dik. A (6) jell3 egyenletbi| |AEszik, hogy m @&teke csak 3, 4
@& 5 lehet. Ezek a szAmok a szabAtyos tetra@dlerre, oktallerre & ikozadlerre
az m gtkei. Nem konstruAthat tehZ olyan polider, amelynek minden csi -
csAba ugyanannyi @ fut be, @& ezen deknek a szAma 6 vagy annZ nagyobb.
Az 5-, 6- & 7-AR csoesok eset@ben (5) gy alakul:

Cs - C7 = 12 . (7)

Ha az elizi hAomfde csozsb | csak k@fd@ akarunk felhasznAtni, akkor
kider |, hogy nem konstruAthat olyan polidler, amelynek csoxsaiban 6, ill.
7 @ talAtkozik, de konstruAhat egyr@zt olyan, amelynek csozsaiban 5,
ill. 7 @ fut ssze, mAsr &zt olyan, amelynek csoxsai 5-, illetve 6-@Rek. Az 5- &
6-@ csoesokkal rendelkez polidiereknd az t@R csoesok szAa  mindig  12.
Ennek az Al tASnak a helyess@dje nyilvAaval , hiszen, ha a polidernek nincs
7-AR csoxsa, akkor ¢, = 0, @& gy (7)-bil cs = 12 ad dik.

A k@& d@s ezek utAp az, hogy mennyi lehet az ut bb eml tett poli@erfajtA
nAt a hatdR csoesok szAma. Az egyenletekbi| ugyanis ez nem der | ki. Erre
a k@ddre feleletet adni eldy neh@. Csak azt tudjuk, hogy a hat@dR csoxsok
szAmna nem lehet tetszileges. P@AdAnl 1 nem lehet. Hasonl probl@nAkkal
foglalkozik [3], igaz, hogy a duAtis megfogalmazAsban. A 49. oldalon ezt a
kadast veti fel AttalAhosabban, @& megmutatja t bbek k z tt, hogy minden
k-ra Idezik ilyen t pusce polidler 12 darab 5-dR & 5fc darab 6-@R csoxcsal
(1A8d az idzett mB 206. oldalAn az A,, polidert).

A csozsok @& a lapok k z tt dualitAs AH fenn. Cserdj k fel a sz vegben
@ telemszer Ben a csoesokat & alapokat. Ekkor ennek aszakasznak valamennyi
A tASa igaz lesz azokra a polidierekre, amelyeknek minden csozsAban hAEom
@ talAkozik.

4. A hAomsz ghAt zatce g mbr/Aesokra vonatkoz
felosztAsi feladat

A hAEomsz gekbi| A g mbi rAesszerkezetek tervez@&@hd fontos szem-
pont a hAE zat helyes, cdszer3 felvddele. A hAE zat szerkeszt&@d (a g mb-
fel letnek g mbhAtomsz gekre t rt@hi felosztASAE) bizonyos kik t@sekkel kell
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elvidgezni. Roalszerkezet eset@ben ezek a kik t@sek pddAnl az alAbbiak lehet-
nek [17]:

txj a leghosszabb g mbhAEomsz g-oldal is r videbb legyen egy elire
megadott hosszosAgn A,

) lehetileg min@d kevesebb fajta g mbhAtomsz g-oldal forduljon eli,
ill. lehetileg min@d t bb legyen az egyenli g mbhAtomsz g-oldal,

y) ag mbhAomsz g-oldalak lehetileg csak kevss@t&jenek el egymAs-
t 1, azaz a feloszt A5 megk zel tien egyenletes legyen,

) a felosztAssal el A g mbi hAE alakzat konvex polidert hatAoz-
zon meg.

A feladat ebben a megfogalmazAsban el@gd AttalAnos. A ndgy k vetel-
méhy k z | ugyanis csak az a @& k vetelm@hy jelent egy@telmfB felt@elt.
Hogy mag/ a feladatot korrekttdtegy k, a @&y k vetelméhyek AttalApos-
sAgAE meg kell sz ntetn nk. A feladat felAHl tASa korrekt lesz p@ddAul akkor,
ha az x & felt@elek mellett y-ban r gztj k az rj hAE zat-egyenli tlensdyi
hAnyados felsi korlAEj A, /S-ben pedig megk vetelj k, hogy az x, y, feltde-
leknek eleget tevi felosztASokra legyen minimAkis a k | nb zI hosszosAgce
oldalfajtA&nak a szAma.

Az gy el A feladatot a k vetkezi k@ppen pr bAthatnAk meg meg-
oldani. Elire felvessz k a k | nb zI hosszosAgce oldalak szAnAE & az sszes
oldal szAmAE, majd keres nk olyan felosztAsokat (felt@e, hogy ilyenek van-
nak), amelyekre az rj hAayados az adott korlZ alatt marad, @& teljes | a 1|
feltdel. Az eredm@hyk@ht kiad d hAE zatokra megn@z k, hogy van-e k zt k
olyan, amelyre a maximAis @hossz kisebb az x felt@elben megjel Itnd. Majd
a k | nb z1 hosszosAgoe dek szANAE & az sszes @ szAnmAE (vagy legalAbb
egyik ket) tetszileges m don megvAtoztatva cgra @& ogra megismddelj k az
elj AEASt. (Term@bzetesen, ha kaptunk egy megfelell felosztAst, ak | nb z1 @ek
szAn A& az ottanin/ nagyobbra nem kell vAasztani.) V@y | a kapott, az a, v,

feltdeleknek eleget tevi felosztASok k z | kivAtasztjuk azokat, amelyekre
a k | nb zi hosszosAgoe oldalak szAma minimAis.

Ez az o¢ azonban jAEhatatlan, mivel a szAmn tAS nem vdges hosszoe

A legegyszerBbb esetben, amikor a k | nb zI hosszosAgoe dek szAma
csak kettr, igen nagy szAmitAsi neh@s@gek vannak (itt sem tudjuk, hogy
a szAm tAS vges hosszoelesz-e, mivel alenti k' tetszi leges nagy lehet, @& minden
Gtk&e el kellene vdgezni a lenti szAm tAst).

Induljunk ki az (5) egyenletbi|. Ebbil k vetkezik, hogy |&ezik legalAbb
8 i'"5 termbzetes szAm, amelyre c-, pozitv, @& ha ¢ = 2Z/¢ 12, akkor
Idezik legalAbb egy k’ 6 term@bzetes szAm, amelyre ¢, pozit v. Tegy k fel
az egyszerR3s@y kedvdZt, hogy ee 12. Legyen mondjuk cs & cs pozit v (i’ &
k’ mAS &tkeire hasonl k@ppen okoskodhatunk).

G mb nk sugar/Z vAasszuk egys@gnyinek. A g mbnek g mbhAEom-
sz gekre val felosztASABAE tehZ& most kdfde g mbhAomsz g-oldalhossz
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szerepel, £ & v. Ezekbi | alkothatunk u,ill. v oldalceegyenli oldaloee g mbhAEom-
sz get, & olyan egyenli szAEoce g mbhAomsz get, amelynek alapja u, sz/&a v,
ill. alapja v, szAa u. Ennek a n@gyfajta g mbhAomsz gnek kiszAn that k
aszgei £t &vif ggvdhydben. Ezek k z tt a sz gek k z tt hat (AttalAban)
k I nb z1 van, jel |Ij k ezeket x, ... a-tal. Mivel van 5-, ill. 6-@R} csoxs,
ezek k z | asz gek k z | tnek, ill. hatnak az sszege 360 (az sszegben egy
sz gt bbsz r is szerepelhet). Azaz:

Jdy + ...+ me«g = 360, Xy + ...+ nNeag = 360 , (8)
ahol rrj, rj nemnegat v egz,

me+ ...+ meg= b5, Nng+ ...+ ne= 6. (9)

Most minden, a (9)-nek eleget tevi m., n. &t@krendszerre meg kell oldani
a (8) egyenletrendszert, ahol x, .. X az u,v fenti f ggvhyei. gy meg-
kapjuk a lehets@es u, v @tkpAokat. EzutAn k | n neh@@sdy, hogyan illesz-
sz k ssze a g mbhAomsz geket h/A zatt/£ Mindenesetre a sz g sszegnek
minden csoesnAt 360 -nak kell lennie. TovAbb/Asz ks@yes feltdel, hogy a n@yy-
fajta g mbhAomsz g ter let@d alkalmas nemnegat v eg@zekkel megszorozva
@& ezeket sszeadva 47?r-t kapjunk.

Bizonyos megszor tAsokkal a feladat egyszerBbb@ teheti. Szor tkoz-
zunk pl. az 5- @& 6-@R csoesok esetFe & tekints k £ -<f-re az u,u, v &
f, f, v oldalee g mbhA&omsz gekbil A hA zatokat. Ekkor a figyelembe
veend! (8) alakceegyenletrendszerek szAma nem tod sok,viszont k z | k néhAny
bonyolult egyenletekre vezet. Ennek a speci&isabb feladatnak egy megoldAsa
a [17]-ben k z It, 140 lapoe(3, 3, 3, 3, 5)4 test.

A fenti gondolatmenet hAEom vagy t bb k | nb zI @dhosszosAg esetéh
nem alkalmazhat , ugyanis ekkor is csak k@ egyenletbi| AH egyenletrend-
szer nk van (mint fent (8)).

Jel 1j k ec-val a k | nb z1 hosszosAgoe dek szAnA. Ami nagy lapszAn
eseth az j hAayados @& e egymAst | val f gg@s@ illeti (azaz milyen @& tek-
pAEok lehetsdgesek az i?-ra & ec-ra, az egyik ket r gz tve a mAsik milyen @t@
keket vehet fel), erril semmit sem tudunk. Azt gondoljuk, hogy ha a lapszAmn
a vgtelenhez tart, nem maradhat mindketti korlAos. [17]-ben szerepelnek
bizonyos g mbhAomsz ghAt zatok, amelyek tetszilegesen nagy lapszAm ese-
t@en is megkonstruAthatok @& amelyek maximAtis @dhossza tetszi legesen kicsi.
Ezekre a hA zatokra az r]hAhyados korlZos, & e a lapszAmn ndgyzetgy k@vel
azonos nagysAgrendR. MASr&zt a g mbbe rt szabAtyos (legalAbb tsz g alapcg
ketti sgodAkra e = 2, viszont az r) hAbyados a lapszAmmal azonos nagysAg-
rendR3.

Az elizikben r@szletezett neh@s@dgek miatt a gyakorlatban a feladatot
mindig csak az eredeti, hatAozatlan alakjAban vizsgAtj AK.
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A radiolariAk eset@en |Atuk, hogy megk zel tien egyenletes hAE zatot
5-, 6- @& 7-AR csoxsokkal lehet biztostani. A m@&n ki szerkezetek tervezii,
nem tudni, hogy ennek ismeret@ben-e, de mindenesetre ezzel sszhangban
alak tottAk ki ak | nb z1 felosztAst pusokat.

A 3. szakaszban bebizony tottuk, hogy 5-, 6- @& 7-@R csoxsok seg ts@
gvel leszAm tva azokat a 12-csoxsce testeket, amelyeknek minden csoesa
5-anR csak az alAbbi t puscepolidierek (felosztAsok) kdpezheti k:

5-, 6- @& 7-AR csozsokkal,

5- & 7-@R csoxsokkal,

5- & 6-@R csoxsokkal rendelkezi polidierek (felosztAsok).

2. felosztAst pus a m@&n ki gyakorlatban nem hasznAtatos. Nem is
tudjuk, hogy sok hAomsz gre |dezik-e egyAttalAn ilyen felosztAs. Egy poli-
@erri| tudunk. Ennek 14 tdR valamint 2 hA@R csozsa van, & ogy Al that
eli, hogy a (3, 3, 3, 7) szimb lummal jel It archimedesi polider [17] h@dsz gR
lapjaira, mint alaplapokra, godAkat emel nk. Az 1. felosztASt pusra SCH NBACH
[14, 15] mutat pddAkat. A 3.t pusra nhAny egyszer3,ill. eredm@hyes feloszt As-
m dot [17]-ben rkzletesen ismertett nk. Az eliz1 szakaszban kimutattuk,
hogy a 3. t pusnA az tdR csoxsok szAma mindig 12. Mivel a szimmetria el -
seg ti az egyenletes elrendezi d@st, @theti, hogy a [2, 13, 17]-ben tAEgyalt
feloszt/ASm doknAt az tdR csoxsok midt ppen a szabAyos ikozadler csozsai-
val esnek egybe.

Most egyelire tekints nk el ay k vetelm@hyti |, @& vegy k elitdbe a
k vetelm@hyt, amely megk vAnja, hogy r gz tett hAEomsz gszAnnAE a k | n-
b z1 dek szAma mind kisebb legyen, ill. megford tva, hogy ha a k | nb z
ek szAmAnak egy adott gtkd tekintj k, akkor a hAomsz gek szAma mind
nagyobb legyen.

Az 5. Abra azt szemldteti, hogy egyes Attalunk ismert 1. & 3. t puscefel-
osztASok eset@h ez az igghy mennyire van teljes tve, az | hogyan vAtozik e
f ggvéhy@ben (I alapok szAmAE, ec ak | nb z1 dek szAn/ jelenti). Az egyes
felosztAm dokhoz tartoz pontokat a szemldetessdy kedvddt egyenesszaka-
szokkal k t tt k ssze. A diagramb | leolvashat , hogy egy adott e eset@h
melyik felosztAm d adja a legt bb h/Aomsz get az ott szerepli felosztAs-
m dok k z tt, azaz melyik az a felosztAs, amelyik legjobban kieldti a
k vetelm@hyt. Az adott e*-hoz tartoz legnagyobb | lapszAmot kettis k r
jel li az AbrAn. gy tRnik, hogy & 7-re az (7) jelB felosztAS szolgAttatja a
maximAtis lapszAmot. Az a feltdelt az a felosztAs fogja teljes teni, amelyikhez
tartoz leghosszabb @ (Zppen) az adott korlA alatt marad.

Az eddigiek sorAh csak azt vizsgAtuk, hogyan lehet viszonylag kevds
k | nb z1 oldalhosszal a g mb t g mbhAomsz gekre bontani, illetve hogyan
lenet g mbbe rt, hAomsz glapokkal hatZolt konvex polidert eli A tani.
Nem vizsgAtuk azonban azt, hogy a felosztAs sBr t&@vel ay k vetelm@hy
mennyire lesz kiel@ tve. A hAE zat egyenletessdg@ az r) hAhyados jellemzi.

> wnN R
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5. dbra. A kiilonb6z6 felosztasi médok

A gorbék melletti szimok jelentése: ) az ikozaéder [17]-ben javasolt felosztésa, @ a (3, 3, 3, 3, 5),
felosztasa, ® az (5, 5, 5), Fuller-féle egyenlszari hiromszoges felosztasa, @ az (5, 6, 6), fel-
osztésa, ® a Schonbach- iele felosztas [14, 15], ® az ikozaéder oldalfelezéses felosztasa, @ Fuller
ikozaéderes felosztasa (5.1.szakasz), ® az ikozaéder Fuller—Patzelt-féle felosztésa [13], ® az

7”2

ikozaéder halézaténak sfiritése a hdromsziogek koré irhaté korok kozéppontjainak segitségével.
Az irodalmi hivatkozas nélkiili felosztdsi médokat lasd pl. [17]-ben.

A tovabbiakban tehat elsgsorban az 7 halézat-egyenlGtlenségi hanyadosrdl kell
minél tobbet megtudnunk.

Nézziikk meg, hogy a [17] tanulméanyban targyalt néhany felosztas
esetében miként viselkedik ez a hanyados. Tekintsiik a Fuller-féle ikozaéderes
felosztassorozat néhany elsd tagjat egységsugari gomb esetében. Mint isme-
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retes, ilyen feloszt AShoz ogy jutunk, hogy a szabAtyos ikoza@er lapjait egyenes-
szakaszokkal egyenk@ht n? darab egybevAg szab/Eyos hZ&omsz gre osztjuk fel
(amelyek egymAshoz teljes dek ment@h csatlakoznak), majd az oszt vonalakat
az ikozader centrumAb | az ikoza@er k r@ rhat g mb fel letde vet tj k.
A keletkezi g mbhAEomsz gek csozsai egy hAEomsz glapokkal hatAolt konvex
polidiert hatAoznak meg. A sorozat elsi hat tagja esetéh az I¥ hAayadosokat
az |. tAblAZatban t ntett k fel. Ezek az rjszAn@tdkek monoton ninek.

. tAbl AZzat
Az 1j hAE zat-egyenl tlens@i hAyados @tdke a Fuller-fde ikozadlerei feloszt/Bsorozat elsi tagjai  eset@ben

n maximAks minimAs
@hossz @hossz \%

1 20 1 1,0515 1,0515 1

2 80 2 0,6180 0,5465 1,1308
3 180 3 0,4124 0,3486 1,1830
4 320 6 0,3249 0,2532 1,2834
5 500 9 0,2616 0,1981 1,3202
6 720 9 0,2166 0,1626 1,3325

Itt jegyezz k meg, hogy a k | nb zI dek szAnAa, e’-ra a k vetkezi becsl@ @rvényes:

n n |

4 <. -shr + 'h ha n pAEos @& nem oszthat 3-mal,

%k S~ A~ ] ha n p/atlan @& nem oszthat 3-mal, (10)
nin + 3)
dc <, 7 s ha n oszthato 3-mal.

(10) bizony tAsa a felosztA szimmetriAnak figyelembev@el@el t rténik (ill. ha n oszthat
3-mal, tovAbbi dek is egyenli k lesznek, azt is figyelembe kell venni).

Az (5, 5, 5)g [17] Fuller-fde egyenli szA& e hAomsz ges felosztAsSsoroza-
tAEa (5.2. szakasz) vonatkozik all. tAblAzat. A felosztAs sorszAm A a feloszt As-
sorozatban ra-nel jel It k. A felosztASsorozatnak a tAblAzatban szerepli kezdi
tagjaira, mint eli bb, most is megAtlap that , hogy az rj monoton ni. Az |. tAb-
|AZat r&zben, a Il. tAblAzat eg@bz@en J. D. CLINTON szAM tASai alapjAn
k@sz 1t [2].

Az 5. szakaszban vizsgAtt felosztAssorozatok k z | egyesekre belAtuk
a konvexitAst @& az rj hAhyados monoton voltA. Val sz nBleg hasonl teljes |
m/As feloszt ASsor ozatokra is (b4 egyes esetekben a monotonitAsS csak a hAEom-
mal val oszthat sAf szerinti r@zsorozatokra AH fenn), de ezeket nem vizsgA-
tuk. A konvexitAs & az rj hAayados monotonitAsa teljes | pddAl az ikozader
oldalfelezbes felosztAssorozatAa (5.3. szakasz). Ennd a felosztAsfajtAnAE a
g mbhAEomsz gek oldalfelezi pontjait sszek t1 fik r vek (a k z@pvonalak)
seg tsvel vidhezz k ismdelten a felosztAst (I11. tAblAzat).
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Il. tAblAZzat

Az 1) hAE zat-egyenli tlens@i hAgyados @tdke az (5, 5, 5) g Fuller-fde egyenli szAEce  hAEomsz ges
feloszt/BsorozatARak  €lsi tagjai  eset@en

maximAks minimAis
n 1 «E @hossz @hossz \%
1 60 2 0,7136 0,6409 1,1136
2 240 4 0,3895 0,3134 1,2429
3 540 6 0,2643 0,2060 1,2826
4 960 8 0,1994 0,1553 1,2835
1. tAblAat

Az r] h/E zat-egyenlitlens@i  hAByados @tdke az ikozadler oldalfelez@es fel oszt Assor ozatABak
elsi tagjai esetdhen

maximAts minimAs

n 1 1 n @hossz @hossz \%

1 20 1 1,0515 1,0515 1

2 80 2 0.6180 0,5465 1,1308

3 320 0,3249 0,2758 1,1775

4 1280 15 0,1646 0,1383 1,1906

5 5120 51 0.04130 0,03459 1,1940

6 20480 A 187 0,02067 0,01730 1,1948

7 81920 A 715 0,01034 0,008649 1,1950
A lll. tAbl &Zatban n > 5-re e’-t nem szAmoltuk ki, hanem az ennd@d a felosztASsorozatn/At

minden n-re @v@éhyes
1 4v -1
+ ()

becsl@t alkalmaztuk, ahol njel |i a felosztAs sorszAn/A a felosztASsorozatban. (11) bizony tAsa
teljes indukci val t rt@hik, figyelembe v@ve a felosztAs szimmetriAtt, @& azt, hogy az (re 1)-
edik feloszt/B egy @e felezsekor k@ azonos hosszosAgoe @ keletkezik az n-edik felosztASban.

Ha a hAE zatot sBr tj k, azaz a hAEomsz gek szAmnAval a vgtelen feld
tartunk, akkor a k vetkezi k@ d@kek mer Inek fel:

a) A k | nb zI felosztAssorozatok eset¢h korlAos-e az r] hAayadosok
sorozata? (Itt csak a felsi korl& a k@&d@ses, mivel az 1 nyilvAaval an als
korl A.)

b) Ha korlAtos & ezenfel | konvergens, akkor ak | nb z1 esetekben mi
a sorozat hatAdtzke?

c) Tekints k az sszes lehets@hes, minden hatAon tod sBrRs di (fino-
mod ) felosztASsorozatot @& tekints k a hozzAtuk tartoz rj hAayadossoroza-
tokat. Ezen ut bbiak k z | a konvergensek hatA@t@keinek mi lesz a leg-
nagyobb als korlAEja, azaz mi lesz az j szAmok r gz tett | lapszAn melletti
infimumAnak limes inferiorja, amikor a felosztAs | lapszAma a v@telen-
hez tart?

.MRBszaki TudomAgy 51, 1976



G MBR CSOK MORFOL GI' JA 139
5. Az "~-sorozatok hatA@tk-vizsgAtata

Most megvizsgAtjuk nZhAny konkr @ felosztASsorozatra [17] az rj hAayados
hatE&tk@d. Ha azt is tudjuk, hogy egy felosztASsorozatra az rj hAdyados
monoton ni, akkor a hatAEditdk egyben a legkisebb felsi korl&£ A g mb sugar A
egysdgnyinek vAtasztjuk. A hatAZA&tkek meghatAtozAsakor csak aszimpto-
tikus szAm tAsokat vdyz nk.

Az egyes r@bzszakaszokban n a megfelell felosztASsorozatban a felosztAs
sorszAmAE (index@d) jel li. Egydbk@ht az egyes r@bszszakaszok jel |Zsei egy-
mAst | f ggetlenek.

Elisz r is megn@&z k, hogy egy ¢ mbhAomsz gh/& zathoz tartoz
hAEomsz glapce polidier (3. szakasz) mikor lesz konvex. K nnyen belA&hat ,
bogy a konvexitAs sz ksdhes @& elegend! feltdele a k vetkezi: bAmely kd,
@lel csatlakoz polidderlapra a k z s oldallal szemk zti sz gek sszege leg-
feljebb 180 legyen. (Ugyanis k@, dlel csatlakoz g mbhAomsz g ak z s @
k | nb z1 partjAn fekszik, @& az eml| tett k@& sz g sszege pontosan akkor lesz
legfeljebb 180 , ha a k@ hAEomsz glap lapsz ge legfeljebb 180 .) TehZ& a poli-
der konvex, lia pl. minden lapja hegyessz g3 hAomsz g. Ezt t bbfdek@ppen
tudjuk biztostani. Ha a felosztAsban szerepli g mbhAomsz gek hegyes-
sz gRek, akkor a polider lapjai is hegyessz gRek. Ha egy felosztASsorozatn/
az rjhAnyados hatA&Adtke kisebb ]/2-nd, a poliderlapok eld@ nagy n ese
tdben akkor is hegyessz gRek. Ekkor viszont a felosztAssorozat valahAny
kezdi tagjZa nem tudjuk, hogy fennAtl-e a konvexitAs. Val sz nBnek tartjuk,
hogy az 5.2. & 5.4. szakaszokban vizsg/t felosztAssorozatok iskonvex poli@dert
szolgAtatnak minden n-re.

5.1. A Fuller-fde ikozadileres feloszt/B

A g mbbe rt szabZyos ikoza@ler lapjait felosztjuk egyenk@ht n? szAnce
egybevAg szabAkyos hAEomsz gre, majd ezt a hA& zatot a g mbk z@ppontb |
a g mbfelsz nrevet tj k. Az eredeti hAE zat @ei egyenli k voltak. N@&zz k meg,
milyen arAdyban vAttoznak meg a kivet tskor. Legyen az eredeti hAE zat
egy déhek egyenese a g mbk z@ppontt | t tAwvolsAgra, & az @ egyenesde
merileges, a g mbk z¢pponton Ahalad egyenes zAjon be & sz get azzal
az egyenessel, amely a g mbk z¢pontot az @ k z@ppontjAval k ti ssze.
Akkor ez a k@d@es arAny aszimptotikusan (cos?#)/ . Jel lj k az ikoza@ier
lapjAnak, illetve dhek a g mbk z@ppontt | val tAvolsAgAE j-gyel, illetve
t,-vel. Ekkor

(12)
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Legyen adott -re # maximuma: y>(t), akkor®

2 2;
cos“$ cos “ip(t) (13)

ahol d az ikozadder@ hossza (euklideszi @telemben). A gy k elitt tt < t<f tg
eset@ben plusz jel, ,<C 1 eseth mnusz jel AH. A legutols kifejezds
t= ,red@iel aminimumA, ennek @tket, Az r] hAayados &tke aszimptoti-
kusan a (cos?#)/t maximum/Ahak @ minimumAhak ar/Bya. gy:

" L ~ 1,480. (14)

i

A polidder minden n-rekonvex lesz. Ugyanis bAmely lapjAhak mindegyik
sadyvonala nagyobb a megfeleli oldal felgh@ (ez a (12)-h z & (13)-hoz hasonl
egyenli tlens@gekbi | |Ahat ), gy minden lap hegyessz gR.

5.2. Az (5, 5, 5)4 Fuller-fde egyenli szEce hAtomsz ges felosztdBa  [17]

A kiindul hA& zat az (5, 5, 5); poliddernek a k rd rt g mb k z&p-
pontji/ | ak r@ rt g mb felsz nde vet tett hA& zata. (Az (5, 5, 5)q polidier
[17] fel leteag mbbe rt szabAtyos dodekader lapjaira kifeldAl tott szabAtyos
gad A palAstjaib | A, midin agadAk csoesai a g mb n vannak.) Ebben a hAE -
zatban egyenliszA&Ece g mbhAomsz gek szerepelnek. Jel |j k ezek alapjait
20*-gal @& a hozzAruk tartoz magassAgokat fe*-gal. Legyen

b~b*, (15)
tovAbb A&

by= b*, b= Mb*Y,  0<i*<n, 0 <[ on (16)
n n

{i*j*, n eg@z szAmok, n nagy).

A 6. ArAn a kiindul hAE zat kd egyenliszA e hAomsz ge szerepel,
amelyek egymAshoz alappal csatlakoznak. A felsinek a magassAgAa (ill.
lefeldval meghosszabb tASAa) a csoest | kezdve felm@ nk b, b, 26 hosszoe
sAgoe veket. A 6] hosszosAgoe v vigpontj Aban a magassAgra merileges fik r vet
Al tunk @& annak a szZral val metsz@&pontjA sszek tj k fik r v segt-
sgvel a 2fgd hosszasAgoe v vid@ypontjAval. TovAbb A& megrajzoljuk a b, hosszoe
sAgce v vi@gpontj Aban a magassAgra At tott merileges fik r vet is. Ha i* n

3 A ~ jel aszimptotikus egyenli s@get jelent.
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ésj* < 2n, ugyanezt i* ésj* helyett (i* + I)-re és (j* + I)-re is megcsinaljuk
(azaz a magassagra,ill. meghosszabbitasara felmérjik a megfeleld hosszu
iveket, és a fentihez hasonléan allitunk egy merdleges fokdrivet, 0sszekotd
fokorivet és még egy merdleges fokorivet).

Mindkét esetben tekintsiik az utoljara emlitett két-két fokorivet (ezeket
a 6. dbran folytonos vonal jel6dli). Ezek egy négyszoget hatarolnak, amely koéze-
litben parallelogramma (az abran vastag vonal jeldli). Ennek a négyszdgnek

6. dbra. A hél6zat egy elemi kérnyezetének adatai a Fuller-féle egyenl6szard haromszog fel-
osztasban

a magassagra allitott merdlegesen fekvd oldalat jeldljik p-vel, az egyik szom-
szédos oldalt g-val (az abra szerint), a berajzolt atléjat pedig, amely a harom-
szogfelosztas egyik éle, r-rel. Legyes = 2b, — by, ekkor:

b* cos 36° .
P~ n 1— sir? 36° coszzcos #2sin 36,
b* cos 36°
N 1—sif 36 cosz (7
b* cos 36°

n 1 — sir® 36° cos? z
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A hAtomsz glapok szAEainAE, ill. szimmetriatengely?h@d fekvi felosztAsdekre
ugyanezek a k@pletek @rtelemszerBen @& vhyesek.

FennAl 0O 2 <[ b*. K nnyen |Ahat , hogy adott z-re aszimptotikusan
g= 2 p (azaz akifejezs kben az l/ra-es nagysAgrendfl3 tagokra ez fennAl).
p & qkifejezdse z-ben monoton, gy:

max p 3 tg 36 | au7 (18)

mm g 2 cos /A

Nagy n-re a polider konvex, ugyanis a (18)-beli @tz kisebb "[fjj-nd.

5.3. Az ikoza@ler oldalfelez@es feloszt/sa

Most azt a felosztASsorozatot vizsgAjuk, amelynek elsi tagja a szabAtyos
g mbi ikozadderhAE zat, az n-edik tagb | az (n -f- I)-ediket pedig oy kapjuk,
hogy az reedik hA zat minden g mbhAomsz g¢hek megrajzoljuk a k z@p-
vonalait (azaz a g mbhZomsz g oldalfelezi pontjait sszek t1 fik r veket).
Az a, b, eeoldalee g mbhAomsz gre az a & b oldal felezi pontjait sszek ti
g mbi k z&pvonal koszinusza:

1+ cosa cos b + cosa
b

4 cos a cos

2 2
Hegyessz g8 g mbhAEomsz gek esetben a k z@pvonalak hossza mindhAEom
oldalnak monoton nemcs kkeni f ggvéhye, a k z¢pvonalak a megfelel1 olda-
lak felegh@d nem kisebbek, & nagyobb oldalhoz nagyobb k z@pvonal tartozik.
Ha egy hegyessz gR g mbhAomsz get k z¢pvonalaival felosztunk, hegyes-
sz g3 g mbhAEomsz geket kapunk. Ez&t ebben a felosztAssorozatban bZAE-
melyik felosztAshoz tartoz polidier konvex.

A fentiek miatt a felosztASban a legnagyobb oldalhossz az ikoza@dlerlap
k z@ppontj &£ tartalmaz szabAtyos hAEomsz g oldalhossza, a legkisebb oldal-
hossz pedig a g mbi ikoza@erden fekvi oldalak hossza. A k@ (euklideszi)
oldalhossz hAayadosa az n-edik feloszt/BnA  r\,, monoton ni. rj-et a k vetkezi
kifejezs adja meg:

1 sin w | w

1
/1 4 1 sin? w
13 1

ahol 2w a g mbi ikozaderd hossza.
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Innen*
lim r}, = sup 1, sin to 1,195 (21)

1 sin? w
3

(a nevezdben szorzéként all6 w radianban mérve).
(Részletesebben lasd [10].)

5.4. A [17]-6ere javasolt gdmbfelosztas

Ezen eljaras soran a gombi ikozaéderélt n egyenld részre osztjuk. A 7.
abran ennek a gémbfelosztasnak egy részlete szerepel. (Ez a részlet a szabalyos
ikozaéder gdombi hal6zata egy lapjanak harmadrésze. Az ikozaéderlap szim-
metriatengelyei a hosszabb szakaszokkal rajzolt szaggatott vonalakkal vannak
jelélve.) Az abran vannak egyenlészari baromszégek, amelyeknek a szimmet-
riatengelyei merdlegesek a teljes hosszaban megrajzolt ikozaéderélre. (Ezek
a szimmetriatengelyek az abran szaggatott vonallal vannak jeldlve.)

Tekintsik ezek kozill a haromszdgek kozul csak azokat, amelyek teljesen

az ikozaéderlap megrajzolt harmadrészébe esnek, alapjukkafill. csucsukkal)
a teljes hosszaban megrajzolt ikozaéderéi felé. Ezek sorokba rendezhetdk (az
abran a sorok vizszintesek). Az egy sorba esdk egybevagoék. Az alapjukkal
az ikozaéderéi felé es6 haromszogek kozul azokat tekintsik, amelyek sajat
sorukban a legszélsdk.

Egy ilyen haromszdg szimmetriatengelye metszi az dbran teljes hossza-
ban megrajzolt ikozaéderélt az él végpontjatol a' tavolsagra. Jeldlje b' ugyan-
ezen haromszdg szimmetriatengelyének az ikozaéderéi és a haromszdg csucsa
kozti szakasza hosszat. Legyen a' w, ahol 2w a gombi ikozaéderéi hossza.

4 Egy felilrdl korlatos szdmsorozat (szdmhalmaz) szuprémuman a szamsorozat (szam-
halmaz) legkisebb fels6 korlatjat értjuk. Az,rforozat szuprémumasuprj, jeldli.
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(v, @ @& b az AbrAd nyilakkal be van jel lve.) Jel Ij k atekintett hAEomsz g
alapj /& /-fel, szAEAE pedig /i-val. Hozz/A csoxsban, ill. dben csatlakozik k&
egyenli szAEehAomsz g, amelyek szAa/, ill. h; k z s alapjukat pedig jel |j k
g-vel. (Az eml tett hA&om hAEomsz g az AbrAn vastag vonallal van jel lve.)
Ekkor:

f 2m
j~ cos b ,
n
2w .
g~ 2 cos b’ sin 36 cos &, (22)
n
w1 ., 8sin?36 cos?a + 1
.~ cos b , - 5
n 2 \l - sin® 36 cos® &

Adott a'-re/ <[ g h aszimptotikusan (azaz kifejez&s kben az 1/n-es
nagysAgrendf tagokra ez fennAt), b’ egy tt ni a'-vel, &/ s h kifejeze ezek-
nek monoton cs kkeni f ggv@éhye. gy

2sin?36 H
max h
) 5 cos 30 N 1,284. (23)
min/ cos” 36

Nagy n-re a polidder konvex, mert a (23)-beli &t@k kisebb /2-nd.

55.A hAomsz gek Kk r@ rhat Kk r k k zppontjainak  seg tsydel t rtdh  felosztAB

Elk@pzelheti egy g mbhAomsz ghA zatnak a k vetkezi sBr t@&i m dja
is: az o@ hAE zat csozsai egyr@bzt ardi hA zat csoezsai, mASr &zt ardyi hAEom-
sz gek kK rd rt k r k k z&pontjai. Az o hAE zat dei ar@i hAomsz gek k rd
rt k r k k z¢ppontjait a megfeleli hAomsz gek csoesaival k tik ssze (ha
ezek az illeti hAEomsz gekben vannak), ill. k&, dlel csatlakoz r@di hAEomsz g
k rdrt k r k zppontjA& k tik ssze. Ha a r@@i hA zatban van olyan hAEom-
sz g, amely nem tartalmazza a belsej@en a k r@d rt k r k z&ppontj A, az o
hAE zatot nem &telmezz k.

Alkalmazzuk most ezt a sBr t@t s kbeli hA£omsz gh/ zatokra. Ha (egy-
mAshoz teljes dek ment@h csatlakoz ) szab/yos hAtomsz gekbi| A rAgsra
alkalmazzuk, hasonl rAesot kapunk, kisebb @hosszal. Elisz r megmutatjuk
egy pddAn, hogy ez a sr t@& s kbeli hA#omsz ghAt zatokra nem mindig alkal-
mazhat tetsz@sszerinti sokszor egymAs utAph (omy, hogy a hAomsz gek k r@
rt k r k k zppontjai mindig a hAomsz gek belsej@en legyenek). Tartal-
mazzon arAes k@ egyenli szAEehAomsz get, amelyek alapjukkal csatlakoznak
@& szAEsz g k 60 -f-(p. K z s alapjukat lefedi az of hAE zat k@& egyenli szAE ce
hAomsz ge. Ezek alapjukkal csatlakoznak, @& szAEsz g k 60 2p. Hasonl an
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lathaté, hogy a soron koévetkez6 héalézatokban lesznek egyenlészari harom-
szdgek, melyeknek szarszégei 60° -f- 4rp, 60° — 899, stbh., ami ® 0-ra elég
nagy lépésszam mellett lehetetlen.

Hasonl6 moédon megmutatjuk, hogy ha egy sikbeli haromszéghal6zat
tartalmaz nem szabalyos haromszdget, akkor ez a felosztassdrités nem alkal-
mazhaté tetszésszerinti sokszor egymas utan. Azaz: ha a felosztassdrités tetszés-
szerinti sokszor alkalmazhaté egymas utan, akkor a halézat minden héarom-
szdge szabéalyos. Legyen a hal6zat egy haromszdge ABC, szogd, ¥, a koré
irt kor kézéppontja 0 (8. abra). A szomszédos haromszégek legyenek'AN,

8. abra. Felosztas a haromszodgek koré irt koroknek kdzéppontjai segitségével

AB C és ABC. Ezeknek ~'-nél, B'-nél és C'-nél levd szdguket jeldljuk a'}
ésd'-vei, a koréjuk irt korok kdzéppontjait pedig 05, Oz és Q-vel. Tegyuk fel,
hogy X + x' #=120°. Ekkor az 0BQ és OCQ haromszégek az 0 oldaluk
mentén csatlakoznak, 0-naljll. 0-ndl fekvd szogiika, ill. a'. [a a kéréjuk irt
kdorok kézéppontjait 0M-vel és o-\e 1jeldljuk, az 0500 €s 00 harom-
szdgek alapjukkal csatlakozé egyenldszari haromszégek, ég szarszdgik
2(a -(- x) — 180°, ami 60°-t6l kilénb6zd. igy a fentiek szerint a sOrités nem
folytathaté tetszésszerinti sokszor egymas utdn. Ugyanez igaz, ha + R
ésy -f- 6' valamelyike 120°-t6l kulénbdz86. Ha pedig

X + <x'=RB+B'=y+y' = 120°, (24)

akkor tekintsiik az O.BO és QB0 haromszégeket. Ezeknek @nél,ill. 14 -nal
fekvd szogeik y'ill. a'. fa 6' + a'”~ 120°, afentihez hasonléan a sQrités nem
folytathatd tetszésszerinti sokszor egymas utan. Ugyanezt kapjuk, ha x' -f&
és R' f-y' koézul valamelyik 120°-t6l kilonbdzd (a megfeleld haromszdgek
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figyelembevdel@el). Ha pedig:

"+« =a., = '+ '= 120, (25)
akkor:
= "= ' = 60, (26)
& gy (24)-bil
« = = = 60. (27)

Alkalmazzuk most ezt a felosztAssRr t&st g mbhAEomsz ghA zatra.
A hAE zat mindig tartalmaz legfeljebb 5-@dR csoesot (3. szakasz, (5)), gy tar-
talmaz legalAbb 72 -os sz ggel rendelkezi g mbhAomsz get. Ha a hA zat
minden hAomsz ge elegendi en kicsi, as kbeli k zel t& | k zel t&lesz, & gy
korlAos sok 1&p@s utAp a sBr tZs nem folytathat . Ilyen hAE zatnAE term@sze-
tesen &telmetlen az ezzel a sBr t@ksel kapott hAE zatok rj hAhyadosainak hat A -
Gtk 1| beszdni.

Ez a g mbi felosztAsslr t@&% sok olyan det szolgAttat, amelyek hossza
egyenli, ism@&elve pedig sok egyenli szAEce hAEomsz get.

5.6. Az rj hMyadosok r gztett | melletti infimumABak limes inferiorja

Most At nk az egysdgsugaroeg mbbe rt, | hA#omsz glap Atal hatZolt
konvex poliderek rjhAnyadosai infimumAnak vizsgAtatAa (r gz tett | mellett),
ill. ennek limes inferiorjAbak vizsgAtatAa, amikor | a vigtelenhez tart. K | n
vizsgAjuk majd azt a speciAtis esetet, amikor olyan, fenti tulajdonsAgce poli-
@lerekre szor tkozunk (az infimum, @& alimes inferior kpz@ekor), amelyeknek
csak t- @& hatdR csozsai vannak. (Term@kzetesen abb I, hogy ha az eredeti
feladatot megoldanAak, nem k vetkezik, hogy a speciAhs poliderekre a fel-
adatot meg tudjuk oldani, hiszen nem biztos, hogy az infimum egy speci/Zts
poliddern@d I¢p fel.) [10J-ben a k vetkezi van bebizony tva: egy fenti
tulajdonsAgoe polidierre itt nincs a csoesok @szZmAEa megk t& , amelynek
lapszAma /, az TJ hAhyados legal Abb

120
sin 36 /sin 30 +- -

Ennek hat&Edtke / 00 eset@Zhen 2sin 36 . “gy a k@& d@kes limes inferior
dtdke itt a csozsok AszAmAEa nincs megk tds legalABb 2 sin 36 ~ 1,1756.
Ennek abizony tASa [4] szerzijdhek egy tlet@h alapul & egy, a [4]-ben tal At-
hat t@delt hasznA fel.

Val sz nBnek tartjuk, hogy a fenti tulajdonsAgce polidierekre may
akkor is, ha kik tj k, hogy csak t- @hat@df csozsok vannak alimes inferior
Ztke pontosan 2 sin 36 . Bebizony tani azonban csak annyit tudunk, hogy
a limes inferior @tdke akkor is, ha kik tj k, hogy csak t- @& hatd  csoesok
vannak legfeljebb 1,1780. Most ismertetj k a [10]-ben megadott konstruk-
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ciot, amellyel tetszdleges nagy lapszamu fenti tulajdonsagu poliéderek konst-
rudlhatok — ezek csak 6t- és hatéld cslcsokat tartalmaznak —, amelyekre 1]
legfeljebb 1,1780.

Osszuk fel a szabalyos gombi ikozaéderhal6zat, minden haromszdgét
16 haromszogre. Rendelkezzen a felosztas a szabalyos ikozaéder szimmet-
ridival és az ikozaéderéi ekdzben négy egyenld részre legyen felosztva (a 9. abra
folytonos vonalai). Legyen az ikozaéderlap kdzéppontjat tartalmazé gomb-
haromszog oldala 74 18° 26,30'. A minimalisjll. maximalis oldalak egyike az
ikozaéder csicséanal elhelyezkedd egyenldszari haromszog szaith, alapja.

9. dbra. A konstrukcié vazlata

Az abran a révidebb szakaszokbdl all6 szaggatott vonalakkal jeldlt két kdzép-
vonal pontosan egyenld. Az 6sszes gémbbaromszdg hegyesszogd. Most rajzol-
juk meg az 0sszes gombharomszdg kozépvonalait, igy kapunk egy felosztast.

Legyen az igy kapott felosztas a felosztdssorozat elsd tagja, és az
(n -f I)-edik felosztast az n-edikb8l a gdémbi kdzépvonalak berajzolasaval
nyerjik. A felosztassorozatban barmelyik felosztashoz tartozé poliéder konvex.
A maximalis és minimalis (euklideszi) élhossz hanyadosa az ra-edik felosztasra,
7jn, monoton né. Az 5.3. szakaszban alkalmazott szamitasokhoz hasonléan
rl»-re most is kaphaté egy képlet, amelybdl

9° 18,59'

. 2
lim 1], = sup iy, 74 1,1780 (28)

sin
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(9 18,59 afent eml tett k@& egyenli k z&pvonal hossza, m g 0,069197 a g mbi
ikozadlerd 16-od r@&ze, radiAhban m@ve, k zel tileg). Innen bAmely n-re

va < 1,1780 .. .. (29)

Ez&t a fenti tulajdonsAgoe poli@erekre m@y akkor is, ha kik tj k, hogy
csak t- @& hatdR csoesaik vannak az rj hAayados adott I-reval infimumA
nak limes inferiorja is legfeljebb 1,1780.

6. A dudbs probl@dna

A g mbi hAE k eset@ben dualitAS a hA& k csom pontjai & cellA& k z tt
A fenn. Az eredeti h/A zat csom pontjai @& a duds hA& zat cell& valamint
az eredeti hA zat cell&£ & a duAds hAE zat csom pontjai k Ics n sen egy-
ZtelmBRen megfeleltetheti k egymAsSnak.

Egy g mbi hA&omsz ghA duAisAa/A a hE minden csom pontjAban
hAZom hAt vonal talAkozik.

A 2. szakaszban mutattunk pddA& a g mbi hAomsz ghA&A duAisAa.
A bemutatott radiolaria-fajn/ (3a Abra) a hAE ban 5-, 6- & 7-sz gl cell A&
fordulnak eli. A m@n ki gyakorlatban csak az 5 @& 6-sz g3 cellA&b | A
hAE zat terjedt el.

Az 5- & 6-sz gRR lapokkal hatAolt poliderek k z tt |@ezik vdgtelen sok
olyan, amelynek lapjai @intenek egy adott g mb t. Bizonyos esetekben olyan
5- & 6-sz gR lapokkal hatZEolt polider is konstru/hat , amelynek @ei @&intik
ag mbt [16] (3b Abra), vagy amelynek csozsai a g mb n vannak.

Nagy lapszAin eset@h azonban nem tudjuk, hogy az ut bbi k@ t pusce
polidier |&ezik-e.

Legyen egy 5 @& 6-sz gR lapokkal hatZolt olyan polidder nk, amelynek
minden csoxsAban hAEom @ talAkozik @& amelynek @ei &intenek egy egysdy-
sugarceg mb t. A csoesok szAma legyen c. Ekkor az tsz glapok szAma 12,
a hatsz glapok@ (c/2) 10, az @ek@ pedig 3c/2 (3. szakasz). A csozspontok
sszesen 3c adattal jellemezheti k. t, ill. hat csoes egy s kba es@e k@&, ill.
hAom egyenletet ad, m g az, hogy az dek tAwolsAga a g mhk z&ppontt | 1,
3c/2 egyenletet. Ez sszesen 3c 6 egyenlet a 3c adatra. Emiatt azt gondol-
hatjuk, hogy ilyen polider adott & csoxsszAmn mellett talAn |ddezik.
Az, hogy az egyenletek szAma kisebb az adatok szAnmAnA, ezt termszetesen
nem bizony tja. (Ez biztosan nem igaz az egyetlen hatsz glappal rendelkezi
polidiler eset@e, mert, mint a 3. szakaszban eml tett k, ilyen polider nincs is.
Mint eml tett k, bizonyos c-kre viszont igaz. Pl. az (5, 6, 6) szimb lummal jel It
archimedesi test is ilyen.)

Egy g mbbe rt, 5- @& 6-sz gi3 cellA&b | A rAes egyes cellAt AttalAban
t& beli soksz gek hatZoljAk. Ezekn@d arAesoknA, mint a k@i bbiek sor A | Ani
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fogjuk, val sz nBleg mindig megk vetelhetj k, hogy a soksz gek @ei azonos
hosszosAgoak legyenek. Ilyenkor azon tod, hogy arAes csom pontjai a g mb n
lesznek, a rAes romljai @inteni fognak egy, az adott g mbn@d kisebb sugarce
g mb t is.

A tovAbbiakban k@ dolgot fogunk megvizsgAni: elisz r azt, hogy az
5. szakaszban tAEgyalt felosztAsok r@&véh eli AH , g mbbe rt, hAomsz glapok-
kal hatAtEolt polidierek duAks (pol &is) polidierein@d hogyan vAtozik az rj hAE zat-
egyenli tlens@gi hApyados; mAsodszor azt, hogyan At that k eli g mbbe rt
egyenli r dhosszi sAgce r AEsoK.

6.1. A duAs polidilerek rj hAayadosai

Itt a k vetkezi matematikai k@ dast lehet felvetni. Tekintj k a g mb
k r@d rt, csupa hAomdR csoxcsal rendelkezi konvex poliddereket. K | n
vizsg/AEjuk majd azt a speciAkis esetet, amikor olyan, fenti tulajdonsAgce poli-
@erekre szor tkozunk, amelyeknek csak t- @& hatsz gR lapjaik vannak.
K& dezhetj k, mi az rj hAayados r gz tett lapszAn melletti infimumAbak limes
inferiorja, amikor a lapszAn a v@@telenhez tart. Erre a limes inferiorra nem
tudunk olyanj becsl@eket adni, mint ag mbbe rt hAomsz glapce poli@derek
eset@en. rt@ke mindenesetre legalAbb 1 itt nincs a lapok oldalszAn/Aa
megk t& ; ennd jobb als becsl@t nem is tudunk.

C@unk most olyan fenti tulajdonsAgoe poliderek konstruZAsa, amelyek
71 hAhyadosa lehetileg kicsi, mik zben a lapszAmn tetszileges nagy lehet.
A megkonstruAtt polididereknek csak t- @& hatsz glapjaik lesznek.

Legyen megadva egy egysdgsugarce g mbbe bert & egy, ugyanazon
g mb k r@ rt konvex polider. Ezeket egymAs polA&isABak h vjuk, ha a bert
polidder csomsai megegyeznek ak rdrt polidier lapjainak @& ag mbnek @&int@i
pontjaival.

Legyen n egy eldy nagy term@bszetes szAn & tekints k a [17]-ben javasolt
g mbfelosztAst, ahol a g mbi ikozadlerdt n egyenli r@zre osztjuk, & a g mb
sugara egysdgnyi. VizsgAni fogjuk az ehhez tartoz bert polidier polAEisAE.
Ez az egysdgsugarceg mb k r@ rt konvex polidder. Megmutatjuk, hogy erre
aszimptotikusan:

. ~ ctg “2arcsin Cxo8  vI'"AATV ~ 1.595 (30)
1/8sin?36 + 11 2cos 36

Ez&t afenti tulajdonsAgoe polidierekre akkor is, ha kik tj k, hogy csak t-

@& hatsz glapjaik  vannak az rj hAByados r gztett lapszAn melletti infimumAgak

limes inferiorja (amikor alapszAm a vdjtelenhez tart), nem nagyobb a (30)-beli
a@t&nd.

Minden szAm tASt csak n nagy @tkeire, aszimptotikusan v@z nk.

Tudjuk, hogy a tekintett bert poliderre az rj hAayados aszimptotikusan.
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N1,284. Eszerint a lapok hegyessz gl hAomsz gek, sit alegnagyobb sz g k
sem halad meg egy bizonyos, 90 -nAt kisebb r gz tett sz get. Nagy n eset@ben
a polidierfel let egy kis darabjaj k zel t@ssel s kbelinek tekintheti. Skbeli,
hegyessz g3 hAEomsz gekbi| Al hAE zat eset@ben a pol Ais dhAE zat a hAEom-
sz gek oldalfelezi merilegeseibi| A, minden oldalfelezi merilegesnek azt a
szakasz/&E v@ve, amely az illeti oldalhoz csatlakoz k@ hAEomsz g k rd rt
k r k k zppontjai k zQ esik.
Tekints nk egy skbeli egyenli szAE e hAomsz get, amelynek alapja X,
sz/Eay. Az alaphoz ill. szA&Ehoz tartoz oldalfelezi merilegesnek az alap
ill. szAE @& a hAEomsz g k rd rt k r k z&ppontja k z tti szakaszAbak
hossza:

2y? 2 X
yv.oa illetve y (31)
2V4y?- a? 2Y4y? - 7

(mAskZppen: ak r@ rt k r AAmd&ijdhek @& a szemk zti sz g koszinuszAhak
a szorzata).

Megtartjuk az 5.4. szakasz jel I@eit. A felosztASban szerepli hAEomsz gek
oldalai /, h, h; f,f,g & g, h, h. Adott o’-re tekints k ezen hAomsz gekre az
oldalfelezi merilegeseknek a megfelell oldal & a k r@ rt k r k z&ppontja
k zti szakaszait (szint@h 1/n-es tagokig szAmolva). Ez az/, h, h oldaloe hAEom-
sz g alapj/AEa lesz maximAts. Ez az oldalfelezi szakasz maximumZ (aszimpto-
tikusan) a = O-ra @i el. Van k@& (aszimptotikusan) ilyen hosszce csatlakoz
oldalfelezi szakasz, amelyek egy tt a polZis hA zat egy 4@ alkotjAk. gy ez
a polAis hA zat (aszimptotikusan) maximAis de.

A polAis hAE zat minimAis d@ nehezebb meghatAozni. Tekints k az
@lel csatlakoz hAEomsz gpAtokat, adott a’-nd, & kiszAn tjuk a k rgd k rt
k r k k z&ppontjai tAvolsAgAE. (Azaz a kd hAEomsz g k z | az egyik az adott
a'-h z tartoz , a 7. AbrAn vastag vonallal jel It hAomsz gek valamelyike, ill.
az/, h, h oldalcevastag vonallal jel It hZ#omsz ggel egy sorban van.) Az oldalak
nagysAgviszonyai miatt |A&hat , hogy ezen tAwolsAgok k z tt egyesek nagyob-
bak mAsoknAt. Amelyekri|l ez nem |A&hat , azoknak megkeress k a hosszAa
vonatkoz kifejez@ minimumA, ezek a = w-ben lesznek felvdve. Ha a k z s
@ egyik vgpontja ikozadlercsoxs, a hA&omsz gek k r@ rt k r k k z&pont-
jainak tAwolsAga nagyobb az elibbi minimumoknA. Ha a k zel van ic-hez,
azaz az ikoza@erlap k z@ppontjAhoz k zeli hAEomsz geket tekintj k, azok
k zel t1en szabAyosak, gy a polZis hA zat dei ott lesznek (aszimptotikusan)
minimAtisak. A maximAtis & minim/A&is @hossz hAhyadosa (aszimptotikusan)
a (30)-beli gFte.

A polAEis hA zatra isteljes |, hogy ak | nb z1 @ek szAmna, sit ak | n-
b z1 lapok szAma is az sszes lapszAmn ndyyzetgy k@hek egy konstansszorosa
alatt marad. (Ugyanez igaz az 5.2. szakaszban tAgyalt felosztAS pol AEis/a is,
szint@h nagy n eset@ben.)
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Az j hAayados val sz nBleg tovAbb cs kkentheti, ha a kiindulAsul hasz-
nAtt felosztASt az ikoza@erlap k zep@h levi hAEomsz gek n vel@&@vel & a
szdsi k cs kkent@®@vel m dostjuk. A m dos tott felosztASban az egy sorban
levi hAtomsz gek csozsai tovAbbra is koncentrikus k r veken vannak @& az
azokhoz csatlakoz oldalaik ( alapjaik") egyenli k, viszont a hAEomsz gek nem
lesznek t bb@ egyenli szAE oak.

Tekints k at bbi, az 5. szakaszban vizsgAtt hAomsz gbA zatnak meg-
feleli bert polidder polAisA (kivdve az 5.5. szakaszbeli polAis/A). Ezekre
aszimptotikusan nagyobb lesz az jhAhyados, mint a [17]-ben javasolt g inb-
feloszt Asr a.

Tekints nk ugyanis egy skbeli, 72 -0os szAsz g3 egyenli szA& e hAom-
sz get, & k z@pvonalaival bontsuk fel ndgy kisebb hAEomsz gre. Tekints k
az dlel csatlakoz , most kapott kisebb hAtomsz gekre a k rg k rt k r k
k z@ppontjainak a tAvolsAgAE. Ezek k z | a maximA&is @& a minimAis ar Aaya:

1,902. (32)
cos 72

Ha a 72 helyett nagyobb hegyessz gR szAEsz get vesz nk, ez az ar/Aay mdy
nagyobb lesz.

Tekints k a Fuller-fde ikozaderes felosztAst vagy az (5, 5, 5)4 Fuller-fde
egyenli szAEcehAEomsz ges feloszt ASAE, nagy n eset@ben. Ezekben a feloszt ASok-
ban az ikozadercsozs k zel@en elifordul afenti helyzetben levi n@y, 72 -os
egyenli sz e hAomsz g (k zel tileg). gy a polZis h/A zatra az rj hAbyados
egy, a (32)-h z k zeli &t&knd nem Kkisebb.

Tekints nk az egysdgsugaroeg mb n egy g mbhAomsz ghA& zatot, @& ezt
g mbi k z¢pvonalakkal osszuk fel. A kapott hA zathoz tartoz polider lapjai
legyenek el@d kicsi, (euklideszi @&telemben) hegyessz g hAEomsz gek. Az ere-
deti hA zatban egy legfeljebb 5-@R csozsn/ volt egy legalAbb 72 -os g mb-
bAomsz g-sz g. gy a fentihez hasonl an |Ahat , hogy a felosztott hAE zat
pol AEis/AEa az rjhAhyados egy, a (32)-h z k zeli @t&knd nem Kkisebb.

Nem is ismer nk olyan g mbhAEomsz ghAt zat-sBr t&i elj AEASt, amely
tetszi leges hAE zathoz egy sBrf3bb hAE zatot rendel, @& amelyre a srB3bb hAE -
zathoz tartoz polider polAisAEa az rj hAhyados eld kicsi lenne (mondjuk
aszimptotikusan kisebb, mint valamely, a (32)-beli @&t@&knd kisebb szAm).
Egy ilyen hA zatslr t@si eljAEAS eset@ben az og csoxsokat val sz nf3leg t bb
bAEomsz g figyelembev@del@el kell elhelyezni.

6.2. Egyforma @hosszosAgoe dudis g mbrAeEsok

A g mbbe rt, 5- & 6-dR cell&b | AH , hAEomdR csoxsokkal rendelkezi
rAes egyes cell At AttalAban t@& beli soksz gek hatZoljAk. Az, hogy ezek a sok-
sz gek mind s kbeliek legyenek, eldy sok megk t@ht jelent. Ha a csoesok szAmna c,
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azok 2c adattal jellemezhetdk, és a megfeleld csucsok egy sikba esése (3c/2) — 6
egyenletet ad. Ebb6l azt gondolhatjuk, hogy létezik ilyen poliéder. Kis lapszam
esetén valéoban nem nehéz konstrualni 6t- és hatszégld lapokkal hatarolt,
haroméla csucsokkal rendelkezd, gombbe irt poliédereket. Példaként emlitjuk
az (5, 6, 6) szimbolummal jeldlt archimedesi testet. Nagy lapszam esetén azon-
ban nem tudjuk, hogy létezik-e a fenti tulajdonsagokkal rendelkezd poliéder.

10. abra. Ot- és hatszogd cellakbol all6 gombi halé modellje

A tovabbiakban eltekintink a celldak sikbeli voltatél, és azt a kérdést
vizsgaljuk, lehetnek-e a sokszdgek élei egyforma hosszuak.

Ha létezik ilyen racs, akkor azt a gomb kdzéppontjabol a feliletre vetitve
a gombnek egy felbontasat kapjuk gombi 6t- és hatszdogekre, mikézben az
0sszes él egyforma hosszU. Ezentul ilyen gombi halézatokat tekintink, és
kikotjuk még az 6t- és hatszéogek konvexitasat is (10. abra).

Kiindulunk az ikozaéder gombi hal6zatabdél. Olyan gémbi halézatokat
kereslink, amelyekben a tizenkét 6tszdég szabalyos, k6zéppontjaik az ikozaéder
csUcspontjai és cslcsaik az ikozaéder élein vannak. Tovabba a halézat ugyan-
olyan szimmetridakkal rendelkezik, mint az ikozaéder, és a hatszégek olyan
maédon csatlakoznak, mint all. abran. Az egyik hatszdglap (amelyiket kdzép-
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s6nek hivhatunk) szabalyos, ko6zéppontja egybeesik az ikozaéderlap kozép-
pontjaval, oldalai pedig merdlegesek az ikozaéderlap magassagvonalaira (az
abran vastag vonal jeldli).

Az ikozaéderoldalnak az 6tszégeken kivil esd szakaszan felvaltva hat-
szogoldalak,ill. hatszdgatlok fekszenek, a hatszdégoldalak szama n', n'—1,2,
Az abran az ikozaéderoldal altal félbevagott hatszégek masik fele nincs
lerajzolva.

Gombi trigonometriai szamitasokkal n' = 1,ill. n' = 2-esetén a hatszdg-
oldal ~23° 17 ill. 11° 35" (n' = I-re az (5, 6, 6) szimb6lumd archimedesi test
gbmbi halézatarél van szd).

11. &bra. Egyenld élhosszisagu haldzat elrendezési séméaja a gombi
ikozaéder egy lapjan

n' = 3 esetén valészin(, hogy a feladatunknak egyetlen megoldasa van.
(Itt a felosztast jellemzd adatok szama megegyezik az egyenletek szamaval.)
n' 1> 4 esetében a felosztast jellemzd adatok szama nagyobb az egyenletek
szamanal. Emiatt valészin(, hogy a keresett tipusu hal6zat létezik, sdt bizo-
nyos szamu paraméter szabadon megvalaszthatdé. Ezeket bizonyitani viszont
nem tudjuk.

7. 0sszefoglalas és értékelés

Bizonyos tengeri egysejtd allatok, a radiolariak vazanak tulajdonsagaibdl
kiindulva magyarazatat adtuk annak, hogy megkdzelitGen egyenletes halézatu
racs esetében miért az 6tos, hatos és a hetes szam dominal a rdcsban. Neveze-
tesen, haromszéghal6zatiu, megkdzelitben egyenletes racsban az egy csomo-
pontba befuté rudak szama miért 5, vagy 6, vagy 7.

10 Mdaszaki Tudomény 51, 1976



154 if . makai endre-tarnai tibor

A tovAbbiakban a hAEomsz ghAt zatce g mbrAesok k z | csak az t- &
hatdf3 csom pontokkal rendelkezi kkel foglalkoztunk. MegAlap tottuk, hogy
az ismert felosztAst pusok eset@en a r/A€sban levi leghosszabb @& legr videbb
roel hosszAnak arAnya, azaz az rj hAE zat-egyenlitlens@yi hAhyados a r/ZEs
hAE zatAnak sBr t@&@vel n vekszik, vagyis a hA zat egyenletessdge romlik.
Egyes feloszt ASsor ozatokra melyekre a felosztAS mindig sl3rBbb @& sBri3bb
hAE zattal tetszilegesen sokszor megism@elheti volt kimutattuk, hogy
a hozzAuk tartoz "-sorozatok korlAtosak @& |dezik hatAEtek k. Sit igen
j | megbecs It k ezeknek a hatAE@&tkeknek az infimumAE is.

A k | nb z1 felosztASm doknAt a hatAEdtkek az alAbbiak voltak:

az ikoza@der Fuller-fde felosztAsa: 1,480,

az (5, 5, 5)y polidler Fuller-fde felosztAsa: 1,347,

az ikozadder [17]-ben javasolt felosztAsa: 1,284,

az ikoza@er oldalfelez@bes felosztAsa: 1,195,

az 5.6. szakaszban ismertetett konstrukci : 1,178.

Az ikozadler oldalfelez@ses feloszt ASAEa & az 5.6. szakaszban ismertetett
konstrukci ra rj, monoton n vi, gy az elibbi felosztAsra 1,195, m g az ut b-
bira 1,178 az 7j, sorozat felsi korlAja.

Ha tekintett k az sszes elk@pzelheti hAomsz gfelosztAst, akkor az
adott lapszAncefeloszt ASokhoz tartoz rjszAmok infimumAnak limes inferiorja
(amikor alapszAnm av@telenhez tartott), 1,1756 & 1,1780 k z tt volt. Amikor
eleve kik t tt k, hogy a hAomsz ghA zatban csak t- @& hatdR csom -
pontok szerepelhetnek, a limes inferior akkor is a fenti k@ @tk k z@ esett.

A hAEomsz ges hA zatok duAkisAta is viggezt nk hatAE@ t@k-vizsgAtatot.
A [17]-ben javasolt felosztAs poliddereinek pol/isai seg tsdy@el megAtlap -
tottuk, hogy ag mb k r@ rt, t- @& hatsz gR lapokkal hatAtolt polidereknd
az r] hA zat-egyenlitlens@i hAhyados adott lapszAmce polidierekre vett infi-
mumAnak limes inferiorja 1 & 1,595 k z tt van.

Vezet | nem nagyszAmee cella esetéh kimutattuk, hogy |&dezik olyan

t- & hatsz g cell&b | Al g mbi hA , amelyben minden cell & azonos
hosszosAgce oldalak hatAEolnak. Ez a szemldet alapjAh vAEhat volt.

Dolgozatunk  legfontosabb eredm@hyei a hAtomsz ghA zatce g mbrAesokkal
kapcsolatosak.  Gyakorlati szempontb | k@& dolog @demel k | n is figyelmet.

1. A [17] jelB tanulmAayban v@yzett vizsgAtatok megAlap tottAk &
dolgozatunkban az 5. AbrAn is |A&hat , hogy bAmely dt&kd r gztj k is
a k | nb zi hosszosAgoe dek szAmApnak, a [17]-ben javasolt felosztAS mindig
t bb hAEomsz get, azaz sRrB3bb hA zatot eredm@hyez mint a m@&n ki gyakor-
latban legelterjedtebb k@& Fuller-fde felosztAS. Mostani vizsgAtataink sorAB
pedig m@ azt is siker It kimutatni, hogy a [17]-ben javasolt felosztAs aszimp-
totikusan egyenletesebb hA zatot biztost mint Fuller k@& hAE zata, hiszen
az rihAayadosAhak hatEdtke kisebb, mint a Fuller-fde hA zatok rj hAaya-
dosainak hatAZE&tkei. Mindent egybevetve az ad dik, hogy egy hAEomsz g-
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hAt zatoeg mbi rozszerkezet eldy nagy hAEomsz gszAmn mellett a [17]-ben
javasolt felosztAs seg ts@y@vel kevesebb k | nb z1 hosszosAgceraosldal @b theti
meg mint a Fuller-fde felosztASok eset@ben, @& a rudak hossza is kevesebbet
fog egymAst | elt@ni, mint a Fuller-fde felosztAsok eset@ben.

2. Ha a mind egyenletesebb hAt zat biztostAsa a ficd, akkor nem
todzottan IZhyeges, hogy a k | nb z1 hosszosAgoe rudak szAmma mennyi lesz
a rAesban. Az 5.6. szakaszban ismertetett felosztAsi konstrukci nA ak | nb zi
hosszosAgce rudak szAma arAbylag nagy, m@gis valamennyi rudat egyforma
hosszoz a lehet gyAEtani. A konstrukci ugyanis olyan feloszt ASsorozat, amelyhez
tartoz ?j-sorozat minden tagjAta 1,1780 felsi korlA& (ez az @tk az elmdeti
aszimptotikus als korlZn/, 1,1756-nA alig nagyobb). K vetkez@k@pp a
feloszt ASsorozat bAEmelyik tagjA tekintve a rAesban a leghosszabb roa
hossza a legr videbb ro®l hossz& | 17,8%-nAt kevesebbet t& el. Az ilyen m&-
t@k R hossz-differenciAkat pedig a csom ponti illeszt@eknd is biztos tani lehet.

IRODALOM

1. Canpbell, A. S. Moore, R. C.: Treatise on Invertebrate Paleontology, Part D, Protista
3, Protozoa (Chiefly Radiolarians and Tintinnines). Geological Society of America and
University of Kansas Press, 1954
Domebook 2. Second edition. Shelter Publications, Bolinas 1972, 106 112.
Eber hard, V.: Zur Morphologie der Polyeder, Verlag B. G Teubner, Leipzig 1891
Fejes T th, L.: Lagerungen in der Ebene, auf der Kugel und im Raum. Springer-Verlag,
Berlin G ttingen Heidelberg 1953
5. Haeckel , E.: Report on the Radiolaria. Report on the Scientific Results of the Voyage of
H. M. S. Challenger during the Years 1873 76. Zoology Vol. XV I1I. (Parti, 2 and Tables),
Edinburgh 1887

6. Haeckel , E.: Kunstformen der Natur. Verlag des Bibliographischen Instituts, 1904

7. Hel ncke, J. G O to, F.: Lebende und technische Konstruktionen. Bemerkungen zu
Schalen und Raumtragwerken in Natur und Technik. Deutsche Bauzeitung 67 (1962),

~wN

855-861.
8.Le Rcolais, R: Essai sur des systémes réticulés a 3 dimensions, Annales des Ponts et
Chaussées, 1940 - VII. No 4 (63-70. old.) és 1940 - VIII. No 11 (153-166. old.)
9. Le Ricolais, R.: 30 Ans de Recherches sur les Structures, L'Architecture d'Aujourd hui

No 108, Juin-Juillet 1963, 86-101.
10. Makai, E. Jr.: On polyhedra with approximately equal edges, Annales Univ. S,
Budapest. Eotvds, Sect. Math, (megjelenés alatt)

11. 13 ° sEg . t t° ta B~ tatE —a aeE?
” T e e a t a , B a€EVIII. 1936. 3 91

12. — & . . — — L ° Lt TO EE 3 £ ° kb Phaeodaria
& - g e 12 & .7 °ax® » E« &, , Lt -

a , 1966.

13. R hle, H: R umliche Dachtragwerke. Konstruktion und Ausf hrung, Band 2. Stahl
Plaste VEB Verlag f r Bauwesen Berlin 1970. (Abschnitt 2. O. Patzelt: Raumfach-
werke aus Metall)

14. Sch nbach, W.: Netzkuppeln als Radome. Der Sahlbau 38 (1969), 33-43.

15. Sch nbach, W : Als Netzkuppel ausgebildetes Radom mit 49 m Durchmesser. Der  Sahlbau
40 (1971), 45-55.

16. Suzuki, E. Kitamura, H. Yamada, M: Space trussed domes in Tokyo. Space Structu-
res. Edited by R. M. Davi es. A study of methods and developments in three-dimension-
al construction resulting from The International Conference on Space Structures
University of Surrey, September 1966. Blackwell Scientific Publications, Oxford and
Edinburgh 1967, Chapter 60.

17. Tarnai, T.: Spherical Grids of Triangular Network. Acta Techn. Hung. 76 (1974), 307 336

10 MRszaki TudomAy 51, 1976



156 ifj. makai endre-tarnai tibor

18. Thonpson, D' arcy W: On Growth and Form | |l. (2nd edition, reprinted), Cambridge
University Press, 1963
19. Weyl, H.: Symmetry. Princeton University Press, Princeton, New Jersey 1952

K sz netnyilvAd tAs

R. B. Fuller @& D. Mtchell uraknak az Ib Abra, W. Sch nbach cgnak a 2b Abra,
E. Suzuki, H. Kitamura @M Yamada uraknak a 3b Abra fot jABak rendelkez@s nkre bocs/A
tAsArt ill. k zigsre val Aenged@s@t.

Az la, 2a @& 3a AbrAkat E. Haeckel Report on the radiolaria [5] ¢ mB munkAAb |
vett k A

Morphology of Spherical Grids. Some problems of construction of grid networks fitted
onto spherical surfaces are dealt with. First of all, the uniformity of the grid networks is
investigated and in this connection the problem how a polyhedron inscribed into, or circum-
scribed about a sphere having a great number of faces can be constructed, for which the
quotient of the longest and shortest edges is the minimum. The most important result of the
paper isthat under different, from the practical point of view interesting conditions, esti-
mates are given for the value of this quotient.

Morphologie der Kugelgitterwerke. Es werden einige Probleme der Konstruktion von
Gitterwerknetzen, die sich einer Kugelfl che anschmiegen, behandelt. Vor allem wird die Gleich-
m igkeit der Gitterwerknetze und in diesem Zusammenhang auch das untersucht, ob und
wie man ein in eine Kugel eingeschriebenes oder einer Kugel umgeschriebenes derartiges
Polyeder mit gro er Seitenfl chenzahl konstruieren kann, bei welchem der Quotient der
| ngsten und k rzesten Kanten minimal ist. Das wichtigste Resultat der Abhandlung ist, da
bei verschiedenen, vom praktischem Standpunkt aus interessanten Nebenbedingungen, f r
diesen Quotienten Sch tzungen gegeben werden k nnen.

.MBszaki TudomAy 51, 1976
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