
GÖMBR`CSOK MORFOLÓGI`JA 

IFJ. M A K A I E N D R E * Øs T A R N A I T I B O R * * 

[BeØrkezet t 1973 . m Æ j u s 15-Øn] 

A dolgozat a gömbfe lü le thez i l l ekeszkedı rÆcsos s ze rkeze t ek hÆ lóza t - sze rkesz tØsØ -
n e k n Ø h Æ n y p r o b l Ø m Æ j Æ v a l foglalkozik. Mindenekelı t t a r Æcs -hÆ lóza tok egyen le tessØgØ t 
v i z s g Æ l j a , Øs ezzel összefüggØsben a z t , h o g y hogyan s ze rkesz the tı o lyan, g ö m b b e v a g y 
g ö m b körØ írt n a g y l a p s z Æ m œ pol iØder , a m e l y r e a l e g n a g y o b b Øs legkisebb Øl hosszÆnak 
h Æ n y a d o s a a lehe tı legkisebb. A d o l g o z a t l egfontosabb e redmØnye , h o g y különfØ le , 
g y a k o r l a t i s z e m p o n t b ó l Ørdekes me l l Øk fe l t Ø t e l ek mel le t t becslØseket ad e r r e a h Æ n y a -
d o s r a . 

1. BevezetØs 

ElıregyÆrtott elemekbıl összeszerelt, fØmvÆzas, rÆcsos gömbkupolÆk 
szerkezeti kialakítÆsuk szerint egy- v a g y többrØtegß rÆccsal kØszülhetnek. 

E g y adott gömbhöz illeszkedı egyrØtegß gömbrÆcsról akkor beszØlünk, 
ha a rÆcs az alÆbbi hÆrom tulajdonsÆg valamelyikØvel rendelkezik: 

a) a rÆcs csomópontjai a gömbfelületen helyezkednek el, 
b) a rÆcsrudak Ørintik a gömböt , 
c) amennyiben a rÆcsrudak Æltal hatÆrolt cellÆk síkidomok, a cellÆk 

síkjai Ørintik a gömböt. 
E g y gömbrÆcs kØt- vagy többrØtegß, ha kØt vagy több, koncentrikus gömb-

höz egyrØtegß rÆcsok illeszkednek, Øs az egyes rØtegeket rÆcsozÆs köti össze. 
A gyakorlatban elıforduló gömbrÆcsok többnyire egy- Øs kØtrØtegßek. 

A gömbi rÆcsszerkezetek konstruÆlÆsakor lØnyeges kØrdØs, hogy geomet-
riailag milyen legyen a rÆcs hÆlózata. Minthogy egy kØtrØtegß gömbrÆcs kØt 
egyrØtegß gömbrÆcsból Øs a kØt rØteget összekötı rÆcsozÆsból Æll, a hÆlózat 
geometriai kialakítÆsÆnak lehetısØgeit elsısorban az egyrØtegß gömbrÆcsok 
esetØben kell tisztÆzni. EzØrt jelen dolgozat csak az egyrØtegß gömbrÆcsokkal 
Øs hÆlózatukkal foglalkozik. 

A leggyakrabban olyan hÆlózatokkal talÆlkozunk, amelyeknek vagy 
minden cellÆja hÆromszög, vagy minden csomópontjÆban hÆrom hÆlóvonal 
fut össze. Az utóbbi t ípusœ hÆlózat az elıbbinek duÆlisa. 

A hÆromszögekbıl Ælló gömbi hÆlózatokkal szÆmos publikÆció foglal-
kozik. Geometriai vizsgÆlatuk nØhÆny œjabb eredmØnyØt P A T Z E L T [ 1 3 ] Øs 
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S C H Ö N B A C H [ 1 4 , 15], va lamint a jelen tanulmÆny egyik szerzıjØnek egy korÆbbi 
dolgozata [17] ismerteti . A duÆlis hÆlózatokat viszonylag kevesebben tanul-
mÆnyoztÆk. Kevesebb szerkezet is Øpült i lyen hÆlózattal. E g y Ørdekesebb 
pØldÆt [16]-ban lÆthatunk. 

Valamely gömbi hÆlózathoz tartozó poliØder ØlhÆlózatÆnak egyenletes-
sØgØt az r?-val jelölt Øs az alÆbbi összefüggØssel Ørtelmezett szÆmmal jelle-
mezzük: 

a poliØder leghosszab ØlØnek a hossza 
V ’ TV ï :—: 7ˆ* � 

a poliØder legrövidebb ØlØnek a hossza 

Az rj szÆmot a hÆlózat egyenlıtlensØgi hÆnyadosÆnak fogjuk nevezni . Azt mond-
juk, hogy a poliØder ØlhÆlózata megközelítıen egyenletes, ha a hÆlózat egyenlıt-
lensØgi hÆnyadosa l -hez közeli ØrtØk. 

A gömbfelületnek gömbhÆremszögekre törtØnı felosztÆsakor fontos 
szempont, hogy a felosztÆs rØvØn elıÆlló poliØder ØlhÆlózata megközelítıen 
egyenletes legyen. A tapasz ta la t azt mutatja, hogy egy adot t felosztÆsfajta 
esetØben a hÆlózat sßrítØsØvel az r] hÆnyados nı. ViselkedØsØnek rØszletesebb 
vizsgÆlatÆval azonban a jelen dolgozat mÆsik szerzıjØnek egy tanulmÆnyÆn 
[10] kívül tudomÆsunk szerint eddig mØg nem foglalkoztak. 

Dolgozatunk különbözı feltØtelek mellett becslØseket fog adni rj-ra. Elsıd-
leges cØl, hogy hÆromszögekbıl Ælló hÆlózat esetØn megÆllapítassØk 

a) a különbözı fajta, hÆlózatsßrítØssel elıÆll ított felosztÆssorozatokhoz 
tartozó í?-sorozatok lehetnek-e felülrıl korlÆtosak, Øs lehetnek-e konvergensek; 

b) ha igen, akkor mi az a legkisebb szÆm, amely mØg hatÆrØrtØke lehet 
valamely minden hatÆron till f inomodó felosztÆssorozathoz tartozó 7)-sorozat-
nak, vagyis mi az rj szÆmok adott lapszÆmœ felosztÆsra v e t t infimumÆnak1 

limes inferiorja2, amikor a lapszÆm a vØgtelenhez tart; 

c) a [17] jelß munkÆban ismertetett legfontosabb felosztÆstípusoknÆl mi 
az íj-sorozatok hatÆrØrtØke. 

CØlunk tovÆbbÆ, hogy a duÆlis hÆlózatok esetØn is megkísØreljünk 
vÆlaszt adni az elızıekben fe l tett kØrdØsekre. 

A b) pont alatti kØrdØs megvÆlaszolÆsa gyakorlati szempontból nagyon 
lØnyeges. Ha ugyanis tudunk konstruÆlni o lyan felosztÆssorozatot, amelyhez 
tartozó ^-sorozat monoton növekedıen tart a l imes inferior szÆmØrtØkØhez, 
akkor a limes inferior az 77-sorozat valamennyi tagjÆra nØzve felsı korlÆt lesz. 
Ez azt jelenti, hogy a felosztÆssorozat bÆrmely tagjÆt vÆ lasz tva is, a leg-

1 E g y alulról ko r l Æ to s s z Æ m h a l m a z i n f i m u m Æ n a s z Æ m h a l m a z l e g n a g y o b b alsó k o r l Æ t j Æ t 
Ø r t j ü k . Je lölØse: inf . 

2 E g y an (n = 1, 2, . . .) s z Æ m s o r o z a t l imes i n f e r i o r j a az a l egk i sebb Ø r t Ø k (az Ø r t Ø k b e 
A � 00-t Øs À + 00-t is be leØ r tve ) , a m e l y h e z az an s o r o z a t va lamely r Ø s z s o r o z a t a ta r t . J e l ö -
lØse: lim inf an. H a t Æ r Ø r t Ø k e ( l imese) n e m m i n d e n s z Æ m s o r o z a t n a k lØ tez ik , l imes i n f e r io r j a 
a z o n b a n m i n d e n s z Æ m s o r o z a t n a k v a n . 
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hosszabb Øl hossza a legrövidebb Øl hosszÆtól relatíve kevesebbet fog eltØrni, 
mint a l imes inferior az 1-tıl. Ha ez az eltØrØs nem nagy � mint kØsıbb lÆtni 
fogjuk, kisebb mint 18% �, akkor va lamennyi rÆcsrudat egyforma hosszœra 
lehet legyÆrtani, Øs a hosszdifferenciÆkat a csomóponti illesztØseknØl lehet 
megadni. 

H A E C K E L [ 5 , 6 ] munkÆssÆga n y o m Æ n tudjuk, h o g y a termØszetben is 
elıfordulnak gömbrÆcsok, mØgpedig egyes mØlytengeri egysejtßek, a sugÆr-
ÆllatkÆk (Radiolaria) vÆzakØnt . Ezeknek a vÆzaknak a matematikai, elsısorban 
topológiai Øs szimmetria tulajdonsÆgait többek közöt t M O R D U H A J - B O L -

TOVSZKOJ [ 1 1 ] , T H O M P S O N [ 1 8 ] Øs W E Y L [ 1 9 ] kutatta. A mØrnök szemszögØbıl 
elıször R . L E RICOLAIS [ 8 , 9 ] tanulmÆnyozta a sugÆrÆllatkÆkat. A vÆzak 
statikai mßködØsØvel kapcsolatban több lØnyeges megÆllapítÆst tett . A vÆzak 
mØretviszonyaival, nevezetesen a vÆzak rj ØlhÆnyadosÆval azonban egyikük 
sem foglalkozott . 

CØlul tßztük ki vØgül, hogy a radiolaria-vÆzakkal foglalkozó szerzık ered-
mØnyeit a vÆzak mØretei alapjÆn nØhÆny megjegyzØssel kiegØszítsük, Øs ezek 
segítsØgØvel tÆmpontot adjunk azokhoz az elmØleti fejtegetØsekhez, amelyek 
a dolgozat fıcØljÆnak elØrØsØhez szüksØgesek. 

2. A radiolaria-vÆzak tulajdonsÆgai. Analógia mØrnöki szerkezetekkel 

Az ØpítØszek az ØpítØszeti alapformÆkat igyekeznek a termØszetbıl 
levezetni. TØrbeli rÆcsos szerkezetek esetØben szívesen hivatkoznak a kristÆ-
lyok rÆcsÆra, vagy a különbözı Ølı szervezeteket, pØldÆul az egysejtß kova-
moszatokat szilÆrdító vÆzakra [7]. Gömbalak esetØben szoros analógia mutat-
ható ki egyes mØrnöki szerkezetek Øs bizonyos radiolaria-fajok vÆza között 
(1. Æbra). RÆcsos gömbformÆkra a hasonlósÆgot a 2. Øs 3. ÆbrÆk szemlØl-
tetik. 

A radiolariÆk vÆzÆnak rØszletes v izsgÆlata nem feladatunk, de t a l Æ n nem 
lesz Ørdektelen röviden utalnunk azokra a körülmØnyekre, amelyek a rÆcsos 
vÆzak morfológiai sajÆtsÆgait magyarÆzzÆk. 

A radiolariÆk [1, 5, 6, 12] kovavÆzœ, tengerben lebegı, egysejtß Ællati 
szervezetek. Egyes fajoknÆl a vÆz egy- v a g y többrØtegß gömbrÆcs formÆjÆban 
alakul ki. A rÆcsrudak hengeres csövek, melyek a csomópontokban v a g y csuk-
lósan vagy merev kapcsolattal csatlakoznak. Ha a rÆcs egyrØtegß � Øs mi 
a tovÆbbiakban csak i lyenekkel foglalkozunk �, akkor vagy valódi �rÆcsos 
szerkezettel" van dolgunk, vagy tØrbeli �keretszerkezettel". Az e lıbbi szer-
kezettípus legjellegzetesebb fajtÆja az o lyan rÆcs, amelynek a hÆlózata csupa 
hÆromszögbıl Æll (2a Æbra), az utóbbi t ípusnÆl viszont a legjellegzetesebb az 
elıbbi duÆlisa, vagyis az olyan rÆcs, amelynek minden csomópontjÆban hÆrom 
rœd talÆlkozik (3a Æbra). 

Mßszaki TudomÆny 51, 1976 



1 2 6 IFJ. MA KAI ENDRE - TARN AI TIBOR 

1. ábra. a) E t h m o s p h a e r a conosiphonia Hkl . , b) Fuller  úgynevezet t „ p á v a s z e m e s " (Fly's E y e ) 
kupola model l je 
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2. ábra. a) Aulosphaera dendrophora Hkl . , b) 49 m á t m é r õ j û rácsos gömbkupo la rád ióan tenna 
számára 
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ábra. a) Au lon ia hexagonia Hk l . , b) Egy tok ió i fü rdõépü le t megközel í tõen 15 m á t m é r õ j û 
rácsos g ö m b k u p o l á j a 
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A rÆcs csomópontjaiból rendszerint radiÆlis, többnyire Ægbogas rudacskÆk 
Æl lnak ki (2a Æbra), amelyekre az Ællatka testØt hatÆroló hÆrtya feszül. A víz-
n y o m Æ s közvetlenül a hÆrtyÆt terheli. A hÆrtya a nyomÆst a radiÆlis elemekre 
tovÆbbítja . í g y a rÆcs elsısorban csak csomóponti terhelØst kap. I t t je-
gyezzük meg, hogy F U L L E R gömbsÆtrai lØnyegØben ugyanezen az elven 
alapulnak. 

A gömb alakœ radiolariÆknak több faja a tengerben igen mØlyen Øl 
(4000 -+- 5000 m). Minthogy ÆtmØrıjük ehhez a mØlysØgi mØrethez kØpest 
kicsi ( < 5 mm), a víznyomÆs nagysÆgÆt a gömb felszínØn azonosnak lehet 
tekinteni . EzØrt nincs kitüntetett irÆny, amely a rÆcsforma kialakulÆsÆra 
f izikai lag döntı befolyÆssal lenne. Energetikai megfontolÆsokból pedig az 
adódik, hogy a rÆcsrudakban megközelítıen azonos rœderıknek kell Øbred-
niök. KövetkezØskØpp a rudaknak a gömbön megközelítıen egyenletes elren-
dezıdØsben kell elhelyezkedniük, azaz ha a rÆcs hÆromszögekbıl Æll, akkor 
az egyes rudak hossza nem tØrhet el nagy mØrtØkben egymÆstól . Hasonlót 
mondhatunk a duÆlis esetben is. 

Felmerül mÆr most a kØrdØs, hogy a radiolariÆk esetØben a rudak meg-
közelítıen egyenletes elrendezıdØse milyen hÆlózati formÆkban jut kifejezØsre. 

Az Aulosphaera dendrophora (2a Æbra) vÆzÆt szemügyre vØve, megÆlla-
píthatjuk, hogy a csomópontokban a radiÆlis rudacskÆkat leszÆmítva vagy 5, 
v a g y 6, vagy 7 rœd talÆlkozik. Van ugyan az ÆbrÆn egy csomópont, ahovÆ 
8 rœd fut be, de ez � mint a kØsıbbiekbıl is kiderül � nem jellemzı a rÆcsra. 

Az Aulonia hexagonia (3a Æbra) esetØben pedig azt talÆljuk, hogy a rÆcs 
egyes cellÆi vagy 5-, vagy 6-, v a g y 7-szögßek. 

H A E C K E L [5] monogrÆfiÆjÆban az Aulosphaera spathillata-nÆl, melynek 
rÆcsa lØnyegØben csak a radiÆlis elemek alakjÆban különbözik az Aulosphaera 
dendrophora-Øtól, leírja, hogy a gömb ÆtmØrıje 3,2 mm, a rÆcsrudak hossza 
pedig 0,12 mm Øs 0,16 mm között vÆltozik. Ez azt jelenti, hogy a rÆcs meg-
közelítıen 3800 darab hÆromszögbıl Æll, Øs hÆlózatÆnak egyenlıtlensØgi 
hÆnyadosa: r] = 0,16/0,12 ^ 1,33. H A E C K E L az Aulosphaera dendrophora Øs 
az Aulonia hexagonia esetØben nem közli a rÆcsrudak hosszÆnak hatÆrait. 

VizsgÆljuk meg ezek utÆn, mi az oka annak, hogy a rÆcsban 5-, 6- Øs 
7-Ølß csœcsok, ill. 5-, 6- Øs 7-szögek fordulnak elı. A vÆlaszt az Aulosphaera 
spathil lata hÆromszöghÆlózatœ rÆcsa esetØn egyszerßen megadhatjuk. 

Tekintsük az Ællatka rÆcsÆnak, ill. az Æltala meghatÆrozott, gömbbe írt 
k o n v e x poliØdernek egy rögzített csœcsÆt Øs ennek egy olyan kis gömbi kör-
nyezetØt , amely magÆba foglalja a szomszØdos csœcsokat is. Ezt a környezetet 
merılegesen vetítsük rÆ a gömbnek a rögzített csœcsbeli ØrintısíkjÆra. í g y a 
csœcsnak egy síkbeli környezetØt kapjuk, amely az Aulosphaera spathillata 
rÆcsÆnak mØreteibıl következıen igen jól approximÆlja az említett gömbi 
környezetet. A vetítØskor ugyanis a rögzített csœcsba összefutó hÆromszög-
lapok Øleinek hossza legföljebb 0 ,5%-ot vÆltozik. 
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NØzzük meg ezutÆn, hogy az Ørintısíkban, a rögzített csœcs körül, a szom-
szØdos csœcsok Øs Ølek vetületØnek milyen szabÆlyos elrendezıdØsei jöhetnek 
szóba. A 4. ÆbrÆn feltüntetett síkbeli szabÆlyos sokszögekre kiszÆmítottuk 
a sokszög oldalÆnak Øs a sokszög körØ írható kör sugarÆnak a hÆnyadosÆt, 
i l letve , ha ez 1-nØl kisebb volt , akkor a reciprokÆt. Ezek a szÆmok megközelí-
tı leg a rögzített csœcs körüli szabÆlyos gömbi alakzatok í j ØrtØkei. Ha az ilyen 
oldalszÆmœ síkbeli alakzatok szabÆlyossÆgÆt elrontjuk, az rj hÆnyados nı, 
a 4. ÆbrÆtól eltØrı oldalszÆmokra pedig mindenkØppen í j 1,33 (sıt r j )> 1,462). 

4. Æbra. SzabÆlyos s íkbel i sokszögekhez t a r t o z ó a l a k z a t o k r j hÆ lóza t -egyen lı t lensØg i h Æ n y a d o s a i 

A rÆcsban (a gömbön) a síkhoz kØpest a szabÆlyos nØgy- Øs ötszög esetØben 
csökken az r j , hat- v a g y annÆl több oldalœ szabÆlyos sokszög esetØben viszont nı. 
A 4. Æbra adatai alapjÆn, f igye lembe vØve az i t t elmondottakat, megÆllapít-
ható , hogy a rÆcsban nØgyØlß csœcs esetØben az í j hÆnyados ØrtØke nagyobb 
a H A E C K E L Æltal talÆlt 1,33 szÆmØrtØknØl, nyolcØlß csœcs esetØben pedig csak 
kevØssel marad 1,33 alatt. KilencØlß csœcs esetØben rj f> 1,33 lesz. 

Az eddigiekbıl következik, hogy az Aulosphaera spathillata rÆcsÆban 
sem nØgy- vagy annÆl kevesebb Ølß, sem kilenc- vagy annÆl több Ølß csœcs nem 
talÆlható. NyolcØlß csœcs elıfordulÆsa is elØggØ kØrdØses. A rÆcsban a nyolcØlß 
csœcs környezetØnek í j hÆnyadosa ugyanis a síkban szÆmított 1/(2 sin 22,5°) ^ 

1,307 ØrtØknØl nagyobb lesz Øs esetenkØnt tœl is lØpheti az 1,33-at, egyrØszt 
a gömbi Øs a síkbeli környezet különbözısØge miatt , mÆsrØszt a rÆcsban mutat-
kozó torzulÆsok miatt . í gy nyolcØlß csœcs elıfordulÆsa nem jellemzı. Ez a 
megÆllapítÆs a 2a ÆbrÆn lÆtható rÆcsra is fennÆll. 

A tapasztalat szerint olyan, megközelítıen egyenletes hÆlózatœ mØrnöki 
rÆcsszerkezeteknØl, amelyeknØl a csomópontokba 5, 6 Øs 7 riíd fut be, az í j 

egyenlıtlensØgi hÆnyados 1,33-nÆl nagyobb. Ez azØrt következik be, mert 
gyÆrtÆsi szempontok miatt a különbözı hosszœsÆgœ rudak szÆmÆt kevØsre 
vÆlasztjÆk. PØldÆul egy SCHÖNBACH [15] Æltal ismertetett , megØpült szerkezet 
esetØben (2b Æbra) a teljes gömbrÆcs 860 db hÆromszögbıl Æll, a különbözı 
hosszœsÆgœ rudak szÆma pedig 6. A hÆlózat egyenlıtlensØgi hÆnyadosa: 
r j = 1,41. SCHÖNBACH egy mÆsik hÆlózatÆn [14] a teljes gömbrÆcs 1700 db 
hÆromszögbıl Æll, Øs a különbözı hosszœsÆgœ rudak szÆma 14. A hÆlózat egyen-
lıtlensØgi hÆnyadosa: í j � 1,82. Bizonyos megfontolÆsok alapjÆn az a sejtØ-
sünk, hogy egy rögzített topológiai jellemzıkkel rendelkezı, hÆromszögekbıl 
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Ælló gömbrÆcs esetØben az r j hÆnyados csökkentØse rendszerint a különbözı 
hosszœsÆgii rudak szÆmÆnak növelØsØvel jÆr együtt. Ez arra enged következ-
tetni, hs>gy az Aulosphaera spathillata rÆcsÆban valószínßleg sokfØle hosszœsÆgœ 
rœd talÆlható . 

Az Aulosphaera spathillata pØldÆjÆn keresztül lÆt tuk, hogy a termØszet-
ben megközelítıen egyenletes hÆlózat lØnyegØben 5-, 6- Øs 7-Ølß csœcsok segít-
sØgØvel Æll elı. Ennek ismeretØben a gyakorlati rÆcskonstrukciókkal kapcso-
latosan felmerül a kØrdØs, hogy szüksØges-e mind a hÆrom csœcsfajtÆt alkal-
mazni a megközelítıen egyenletes hÆlózat szerkesztØsekor, vagy elegendı ezek 
közül csak kettı, esetleg csupÆn egy fajta. A kØrdØst ÆltalÆnosabban is meg-
fogalmazhatjuk: Milyen hÆromszöghÆlózatœ gömbrÆcsok lØteznek, Øs ezek közül 
mely t ípusoknÆl biztosítható a megközelítıen egyenletes hÆlózat? Erre a kØr-
dØsre a következıkben fogunk vÆlaszolni. 

3. A bÆromszögekbıl Ælló gömbi hÆlózat topológiai jellemzØse 

Tekintsünk egy gömbhÆromszögekbıl Ælló gömbi hÆlót. Ha a hÆló 
csomópontjait fıkörívek helyett egyenesszakaszokkal kötjük össze, akkor egy 
hÆromszöglapokkal hatÆrolt poliØdert kapunk, amelyet a gömbi hÆlóhoz tartozó 
poliØdernek nevezünk. VizsgÆljuk meg, hogy az így nyert poliØdereknØl ÆltalÆnos 
esetben milyen összefüggØsek szabÆlyozzÆk a különbözı ØlszÆmœ csœcsok szÆ-
mÆt. Vezessük be az alÆbbi jelölØseket: 

e: a poliØder Øleinek a szÆma, 
æ: a poliØder csœcsainak a szÆma, 
í: a poliØder l ap ja inak a szÆma, 
æð. a z o n csœcsoknak a s zÆma , ame lyekben i da rab Øl t a l Æ lkoz ik ; 3 i m. ahol m 

j e l e n t i az egy csœcsba be fu tó Ølek s z Æ m Æ n a k a m a x i m u m Æ t . 

Az Euler-fØle poliØder-tØtel szerint 

æ - e + l = 2 . ( 1 ) 

Amiatt, h o g y a poliØder valamennyi lapja hÆromszög, fennÆll a következı 
egyenlısØg: 

2e = 3/. (2) 

Az Ølek szÆma azonban nemcsak a lapok, hanem a csœcsok szÆmÆval is kifejez-
hetı: 

m 

2 e = 2 i c f (3) 
1=3 

VØgül a különbözı csœcsok szÆmÆnak összege a poliØder összes csœcsainak 
a szÆmÆt adja meg: 

m 
c = 2 ct � (4) 

1 = 3 
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Az (1�4) egyenletekbıl az alÆbbi ismert összefüggØshez jutunk [3, 18]: 

m 

2 ( 6 - i)Ci = 12 . (5) 
i=3 

Ha csak egyfajta csœcstípus fordul elı, akkor (5) a 

( 6 - m ) c m = 1 2 ( 6 ) 

alakra egyszerßsödik. A (6) jelß egyenletbıl lÆtszik, hogy m ØrtØke csak 3, 4 
Øs 5 lehet. Ezek a szÆmok a szabÆlyos tetraØderre, oktaØderre Øs ikozaØderre 
az m ØrtØkei. Nem konstruÆlható tehÆt olyan poliØder, amelynek minden csií-
csÆba ugyanannyi Øl fut be, Øs ezen Øleknek a szÆma 6 vagy annÆl nagyobb. 
Az 5-, 6- Øs 7-Ølß csœcsok esetØben (5) így alakul: 

c 5 - c7 = 12 . (7) 

Ha az elızı hÆromfØle csœcsból csak kØtfØlØt akarunk felhasznÆlni, akkor 
kiderül, hogy nem konstruÆlható olyan poliØder, amelynek csœcsaiban 6, ill. 
7 Øl talÆlkozik, de konstruÆlható egyrØszt olyan, amelynek csœcsaiban 5, 
ill. 7 Øl fut össze, mÆsrØszt olyan, amelynek csœcsai 5-, i l letve 6-Ølßek. Az 5- Øs 

6-Ølß csœcsokkal rendelkezı poliØdereknØl az ötØlß csœcsok szÆma mindig 12. 
Ennek az ÆllítÆsnak a helyessØge nyilvÆnvaló, hiszen, ha a poliØdernek nincs 
7-Ølß csœcsa, akkor c1 = 0, Øs így (7)-bıl c5 = 12 adódik. 

A kØrdØs ezek utÆn az, hogy mennyi lehet az utóbb említett poliØderfajtÆ-
nÆl a hatØlß csœcsok szÆma. Az egyenletekbıl ugyanis ez n e m derül ki. Erre 
a kØrdØsre feleletet adni elØg nehØz. Csak azt tudjuk, hogy a hatØlß csœcsok 
szÆma nem lehet tetszıleges. PØldÆul 1 nem lehet. Hasonló problØmÆkkal 
foglalkozik [3], igaz, hogy a duÆlis megfogalmazÆsban. A 49. oldalon ezt a 
kØrdØst vet i fel ÆltalÆnosabban, Øs megmutatja többek között , hogy minden 
k-ra lØtezik ilyen típusœ poliØder 12 darab 5-Ølß Øs 5fc darab 6-Ølß csœccsal 
(lÆsd az idØzett mß 206. oldalÆn az An, poliØdert). 

A csœcsok Øs a lapok között dualitÆs Æll fenn. CserØljük fel a szövegben 
Ørtelemszerßen a csœcsokat Øs a lapokat. Ekkor ennek a szakasznak valamennyi 
ÆllítÆsa igaz lesz azokra a poliØderekre, amelyeknek minden csœcsÆban hÆrom 
Øl talÆlkozik. 

4. A hÆromszöghÆlózatœ gömbrÆcsokra vonatkozó 
felosztÆsi feladat 

A hÆromszögekbıl Ælló gömbi rÆcsszerkezetek tervezØsØnØl fontos szem-
pont a hÆlózat helyes, cØlszerß felvØtele. A hÆlózat szerkesztØsØt (a gömb-
felületnek gömbhÆromszögekre törtØnı felosztÆsÆt) bizonyos kikötØsekkel kell 
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elvØgezni. Rœdszerkezet esetØben ezek a kikötØsek pØldÆul az alÆbbiak lehet-
nek [17]: 

txj a leghosszabb gömbhÆromszög-oldal is rövidebb legyen egy elıre 
megadott hosszœsÆgnÆl, 

ß) lehetıleg minØl kevesebb faj ta gömbhÆromszög-oldal forduljon elı, 
ill. lehetıleg minØl több legyen az egyenlı gömbhÆromszög-oldal, 

y ) a gömbhÆromszög-oldalak lehetıleg csak kevØssØ tØrjenek el egymÆs-
tól, azaz a felosztÆs megközelítıen egyenletes legyen, 

�) a felosztÆssal elıÆlló gömbi hÆlóalakzat konvex poliØdert hatÆroz-
zon meg. 

A feladat ebben a megfogalmazÆsban elØggØ ÆltalÆnos. A n Ø g y követel-
mØny közül ugyanis csak az a Øs ô követelmØny jelent egyØrtelmß feltØtelt. 
Hogy magÆt a feladatot korrekttØ t együk , a ß Øs y követe lmØnyek ÆltalÆnos-
sÆgÆt meg kell szüntetnünk. A fe ladat felÆllítÆsa korrekt lesz pØldÆul akkor, 
ha az x Øs ö feltØtelek mellett y-ban rögzítjük az rj hÆlózat-egyenlıtlensØgi 
hÆnyados felsı korlÆtjÆt, /S-ben pedig megköveteljük, hogy az x, y, ô feltØte-
leknek eleget tevı felosztÆsokra l e g y e n minimÆlis a különbözı hosszœsÆgœ 
oldalfajtÆknak a szÆma. 

Az így elıÆlló feladatot a következıkØppen próbÆlhatnÆnk meg meg-
oldani. Elıre felvesszük a különbözı hosszœsÆgœ oldalak szÆmÆt Øs az összes 
oldal szÆmÆt, majd keresünk olyan felosztÆsokat (feltØve, hogy i lyenek van-
nak), amelyekre az r j hÆnyados az adot t korlÆt alatt marad, Øs teljesül a ı 
feltØtel. Az eredmØnykØnt kiadódó hÆlózatokra megnØzzük, hogy van-e köztük 
olyan, amelyre a maximÆlis Ølhossz kisebb az x feltØtelben megjelöltnØl. Majd 
a különbözı hosszœsÆgœ Ølek szÆmÆt Øs az összes Øl szÆmÆt ( v a g y legalÆbb 
egyiküket) tetszıleges módon megvÆltoztatva œjra Øs œjra megismØteljük az 
eljÆrÆst. (TermØszetesen, ha kaptunk egy megfelelı felosztÆst, a különbözı Ølek 
szÆmÆt az ottaninÆl nagyobbra nem kell vÆlasztani.) VØgül a kapot t , az a, y, 
ô feltØteleknek eleget tevı felosztÆsok közül kivÆlasztjuk azokat, amelyekre 
a különbözı hosszœsÆgœ oldalak szÆma minimÆlis. 

Ez az œt azonban jÆrhatatlan, mive l a szÆmítÆs nem vØges hosszœ. 
A legegyszerßbb esetben, amikor a különbözı hosszœsÆgœ Ølek szÆma 

csak kettı , igen nagy szÆmitÆsi nehØzsØgek vannak (itt sem tudjuk, hogy 
a szÆmítÆs vØges hosszœ lesz-e, mivel a lenti k’ tetszıleges nagy lehet , Øs minden 
ØrtØkØre el kellene vØgezni a lenti szÆmítÆst) . 

Induljunk ki az (5) egyenletbıl. Ebbıl következik, hogy lØtezik legalÆbb 
å8Ó i ’ ^ 5 termØszetes szÆm, amelyre c,-, pozitív, Øs ha c( = 27 ct 12, akkor 
lØtezik legalÆbb egy k’ 6 termØszetes szÆm, amelyre ck, pozitív. Tegyük fel 
az egyszerßsØg kedvØØrt, hogy æ 12. Legyen mondjuk c5 Øs c6 pozi t ív (i’ Øs 
k’ mÆs ØrtØkeire hasonlókØppen okoskodhatunk). 

Gömbünk sugarÆt vÆlasszuk egysØgnyinek. A gömbnek gömbhÆrom-
szögekre való felosztÆsÆnÆl tehÆt most kØtfØle gömbhÆromszög-oldalhossz 
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szerepel, Ł Øs v. Ezekbıl alkothatunk u, ill. v oldalœ egyenlıoldalœ gömbhÆrom-
szöget, Øs olyan egyenlıszÆrœ gömbhÆromszöget, amelynek alapja u, szÆra v, 
ill. alapja v, szÆra u. Ennek a nØgyfajta gömbhÆromszögnek kiszÆmíthatók 
a szögei Ł Øs v függvØnyØben. Ezek között a szögek között hat (ÆltalÆban) 
különbözı van, jelöljük ezeket xv . . ., ae-tal. Mivel van 5-, ill. 6-Ølß csœcs, 
ezek közül a szögek közül ötnek, ill. hatnak az összege 360° (az összegben egy 
szög többször is szerepelhet). Azaz: 

òııı + . . . + me«6 = 360°, nxxx + . . . + nea6 = 360°, (8) 

ahol rríj, ríj nemnegatív egØsz, 

mx + . . . + me = 5, nx + . . . + ne = 6. (9) 

Most minden, a (9)-nek eleget t evı m;, n ; ØrtØkrendszerre meg kell oldani 
a (8) egyenletrendszert, ahol xv . . xe az u, v fent i függvØnyei. í g y meg-
kapjuk a lehetsØges u, v ØrtØkpÆrokat. EzutÆn külön nehØzsØg, hogyan illesz-
szük össze a gömbhÆromszögeket hÆlózattÆ. Mindenesetre a szögösszegnek 
minden csœcsnÆl 360°-nak kell lennie. TovÆbbÆ szüksØges feltØtel, hogy a nØgy-
fajta gömbhÆromszög területØt alkalmas nemnegatív egØszekkel megszorozva 
Øs ezeket összeadva 4?r-t kapjunk. 

Bizonyos megszorítÆsokkal a feladat egyszerßbbØ tehetı. Szorítkoz-
zunk pl. az 5- Øs 6-Ølß csœcsok esetØre Øs tekintsük Ł -< f -re az u, u, v Øs 
f , f , v oldalœ gömbhÆromszögekbıl Ælló hÆlózatokat. Ekkor a figyelembe 
veendı (8) alakœ egyenletrendszerek szÆma nem tœl sok, viszont közülük nØhÆny 
bonyolult egyenletekre vezet. Ennek a speciÆlisabb feladatnak egy megoldÆsa 
a [17]-ben közölt, 140 lapœ (3, 3, 3, 3, 5)g test. 

A fenti gondolatmenet hÆrom vagy több különbözı ØlhosszœsÆg esetØn 
nem alkalmazható, ugyanis ekkor is csak kØt egyenletbıl Ælló egyenletrend-
szerünk van (mint fent (8)). 

Jelöljük efc-val a különbözı hosszœsÆgœ Ølek szÆmÆt. Ami nagy lapszÆm 
esetØn az íj hÆnyados Øs ek egymÆstól való függØsØt illeti (azaz milyen ØrtØk-
pÆrok lehetsØgesek az i?-ra Øs ek-ra, az egyiküket rögzítve a mÆsik milyen ØrtØ-
keket vehet fel), errıl semmit sem tudunk. Azt gondoljuk, hogy ha a lapszÆm 
a vØgtelenhez tart, nem maradhat mindkettı korlÆtos. [17]-ben szerepelnek 
bizonyos gömbhÆromszöghÆlózatok, amelyek tetszılegesen nagy lapszÆm ese-
tØben is megkonstruÆlhatok Øs amelyek maximÆlis Ølhossza tetszılegesen kicsi. 
Ezekre a hÆlózatokra az r] hÆnyados korlÆtos, Øs ek a lapszÆm nØgyzetgyökØvel 
azonos nagysÆgrendß. MÆsrØszt a gömbbe írt szabÆlyos (legalÆbb ötszög alapœ) 
kettısgœlÆkra ek = 2, viszont az r) hÆnyados a lapszÆmmal azonos nagysÆg-
rendß. 

Az elızıkben rØszletezett nehØzsØgek miatt a gyakorlatban a feladatot 
mindig csak az eredeti, hatÆrozatlan alakjÆban vizsgÆljÆk. 
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A radiolariÆk esetØben lÆttuk, hogy megközelítıen egyenletes hÆlózatot 
5-, 6- Øs 7-Ølß csœcsokkal lehet biztosítani. A mØrnöki szerkezetek tervezıi, 
nem tudni, hogy ennek ismeretØben-e, de mindenesetre ezzel összhangban 
alakítottÆk ki a különbözı felosztÆstípusokat. 

A 3. szakaszban bebizonyítottuk, hogy 5-, 6- Øs 7-Ølß csœcsok segítsØ-
gØvel � leszÆmítva azokat a 12-csœcsœ testeket, amelyeknek minden csœcsa 
5-Ølß � csak az alÆbbi típusœ poliØderek (felosztÆsok) kØpezhetık: 

1. 5-, 6- Øs 7-Ølß csœcsokkal, 
2. 5- Øs 7-Ølß csœcsokkal, 
3. 5- Øs 6-Ølß csœcsokkal rendelkezı poliØderek (felosztÆsok). 
A 2. felosztÆstípus a mØrnöki gyakorlatban nem hasznÆlatos. Nem is 

tudjuk, hogy sok hÆromszögre lØtezik-e egyÆltalÆn ilyen felosztÆs. Egy poli-
Øderrıl tudunk. Ennek 14 ötØlß valamint 2 hØtØlß csœcsa van, Øs œgy Ællítható 
elı, hogy a (3, 3, 3, 7) szimbólummal jelölt archimedesi poliØder [17] hØtszögß 
lapjaira, mint alaplapokra, gœlÆkat emelünk. Az 1. felosztÆstípusra S C H Ö N B A C H 

[14, 15] mutat pØldÆkat. A 3. típusra nØhÆny egyszerß,i l l . eredmØnyes felosztÆs-
módot [17]-ben rØszletesen ismertettünk. Az elızı szakaszban kimutattuk, 
hogy a 3. típusnÆl az ötØlß csœcsok szÆma mindig 12. Mivel a szimmetria elı-
segíti az egyenletes elrendezıdØst, Ørthetı, hogy a [2, 13, 17]-ben tÆrgyalt 
felosztÆsmódoknÆl az ötØlß csœcsok miØrt Øppen a szabÆlyos ikozaØder csœcsai-
val esnek egybe. 

Most egyelıre tekintsünk el a y követelmØnytıl , Øs vegyük elıtØrbe a ß 
követelmØnyt, amely megkívÆnja, hogy rögzített hÆromszögszÆmnÆl a külön-
bözı Ølek szÆma minØl kisebb legyen, ill. megfordítva, hogy ha a különbözı 
Ølek szÆmÆnak egy adott ØrtØkØt tekintjük, akkor a hÆromszögek szÆma minØl 
nagyobb legyen. 

Az 5. Æbra azt szemlØlteti, hogy egyes Æltalunk ismert 1. Øs 3. típusœ fel-
osztÆsok esetØn ez az igØny mennyire van teljesítve, az l hogyan vÆltozik ek 

függvØnyØben (l a lapok szÆmÆt, ek a különbözı Ølek szÆmÆt jelenti) . Az egyes 
felosztÆsmódokhoz tartozó pontokat a szemlØletessØg kedvØØrt egyenesszaka-
szokkal kötöttük össze. A diagramból leolvasható, hogy egy adot t ek esetØn 
melyik felosztÆsmód adja a legtöbb hÆromszöget az ott szereplı felosztÆs-
módok között, azaz melyik az a felosztÆs, amelyik legjobban kielØgíti a ß 
követelmØnyt. Az adott e^-hoz tartozó legnagyobb l lapszÆmot kettıs kör 
jelöli az ÆbrÆn. Ûgy tßnik, hogy ek 7-re az (7) je lß felosztÆs szolgÆltatja a 
maximÆlis lapszÆmot. Az a feltØtelt az a felosztÆs fogja teljesíteni, amelyikhez 
tartozó leghosszabb Øl (Øppen) az adott korlÆt alatt marad. 

Az eddigiek sorÆn csak azt vizsgÆltuk, hogyan lehet viszonylag kevØs 
különbözı oldalhosszal a gömböt gömbhÆromszögekre bontani, i l letve hogyan 
lehet gömbbe írt, hÆromszöglapokkal hatÆrolt konvex poliØdert elıÆllítani. 
N e m vizsgÆltuk azonban azt, hogy a felosztÆs sßrítØsØvel a y követelmØny 
mennyire lesz kielØgítve. A hÆlózat egyenletessØgØt az r) hÆnyados jellemzi. 
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5. ábra. A kü lönbözõ felosztási m ó d o k 
A görbék mel le t t i számok je lentése: ® az i kozaéder [17]-ben j avaso l t felosztása, (D a (3, 3, 3, 3,5)g 
fe losztása, © az (5, 5, 5)g Ful ler- féle egyen lõszárú háromszöges felosztása, @ az (5, 6, 6)g fel-
osztása, © a Schönbach-i éle felosztás [ Î4 , 15 ] , © a z ikozaéder oldalfelezéses fe losz tása, @ Fuller 
ikozaéderes felosztása (5.1. szakasz), ® az i kozaéder Ful ler—Patzel t - fé le fe losztása [13], ® az 
ikozaéder há lózatának sûr í tése a háromszögek köré írható körök középpon t ja inak segítségével. 

Az irodalmi h iva tkozás nélkül i fe losztási módoka t lásd pl. [17]-ben. 

A továbbiakban tehát elsõsorban az r] hálózat-egyenlõtlenségi hányadosról kell 
minél többet megtudnunk. 

Nézzük meg, hogy a [17] tanulmányban tárgyal t néhány felosztás 
esetében miként viselkedik ez a hányados. Tekintsük a Fuller-féle ikozaéderes 
felosztássorozat néhány elsõ tagját egységsugarú gömb esetében. Mint isme-
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retes, i lyen felosztÆshoz œgy jutunk, hogy a szabÆlyos ikozaØder lapjait egyenes-
szakaszokkal egyenkØnt n2 darab egybevÆgó szabÆlyos hÆromszögre osztjuk fel 
(amelyek egymÆshoz teljes Ølek mentØn csatlakoznak), majd az osztóvonalakat 
az ikozaØder centrumÆból az ikozaØder körØ írható gömb felületØre vet í t jük. 
A keletkezı gömbhÆromszögek csœcsai egy hÆromszöglapokkal hatÆrolt konvex 
poliØdert hatÆroznak meg. A sorozat elsı hat tagja esetØn az 17 hÆnyadosokat 
az I. tÆblÆzatban tüntettük fel. Ezek az r j szÆmØrtØkek monoton nınek. 

I. tÆblÆzat 

Az rj hÆlózat-egyenlıtlensØgi hÆnyados ØrtØke a Fuller-fØle ikozaØderei felosztÆssorozat elsı tagjai esetØben 

n I ÷ 
maximÆlis 

Ølhossz 
minimÆlis 

Ølhossz V 

1 2 0 1 1 , 0 5 1 5 1 , 0 5 1 5 1 
2 80 2 0 , 6 1 8 0 0 , 5 4 6 5 1 , 1 3 0 8 
3 1 8 0 3 0 , 4 1 2 4 0 , 3 4 8 6 1 , 1 8 3 0 
4 3 2 0 6 0 , 3 2 4 9 0 , 2 5 3 2 1 , 2 8 3 4 
5 5 0 0 9 0 , 2 6 1 6 0 , 1 9 8 1 1 , 3 2 0 2 
6 7 2 0 9 0 , 2 1 6 6 0 , 1 6 2 6 1 , 3 3 2 5 

I t t j e g y e z z ü k meg, hogy a kü lönbözı Ølek s z Æ m Æ r a , e^-ra a k ö v e t k e z ı becslØs Ø r v Ø n y e s : 

n í n I 
4 <. -s- h r + 1 h h a n pÆros Øs n e m osz tha tó 3 - m a l , 

e k í S ^ � ^ � J ’ h a n p Æ r a t l a n Øs n e m osz tha tó 3 - m a l , 

n(n + 3) 
e/c < , 7 , ha n o s z t h a t o 3 - m a l . 

(10) 

(10) b i z o n y í t Æ s a a felosztÆs s z i m m e t r i Æ i n a k f i gye l embevØ t e l Øve l t ö r t Ø n i k (ill. ha n o s z t h a t ó 
3-mal, t o v Æ b b i Ø lek is egyenlık lesznek , azt is f i g y e l e m b e kell venni ) . 

Az (5, 5, 5)g [17] Fuller-fØle egyenlıszÆrœ hÆromszöges felosztÆssoroza-
tÆra (5.2. szakasz) vonatkozik a II. tÆblÆzat . A felosztÆs sorszÆmÆt a felosztÆs-
sorozatban ra-nel jelöltük. A felosztÆssorozatnak a tÆblÆzatban szereplı kezdı 
tagjaira, mint elıbb, most is megÆllapítható, hogy az r j monoton nı. Az I. tÆb-
lÆzat rØszben, a II. tÆblÆzat egØszØben J. D. C L I N T O N szÆmítÆsai alapjÆn 
kØszült [2]. 

Az 5. szakaszban vizsgÆlt felosztÆssorozatok közül egyesekre belÆttuk 
a konvexitÆst Øs az rj hÆnyados monoton voltÆt . Valószínßleg hasonló teljesül 
mÆs felosztÆssorozatokra is (bÆr egyes esetekben a monotonitÆs csak a hÆrom-
mal való oszthatósÆg szerinti rØszsorozatokra Æll fenn), de ezeket nem vizsgÆl-
tuk. A konvexi tÆs Øs az r j hÆnyados monotonitÆsa teljesül pØldÆul az ikozaØder 
oldalfelezØses felosztÆssorozatÆra (5.3. szakasz). EnnØl a felosztÆsfajtÆnÆl a 
gömbhÆromszögek oldalfelezı pontjait összekötı fıkörívek (a közØpvonalak) 
segítsØgØvel vØgezzük ismØtelten a felosztÆst (III. tÆblÆzat). 
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II. tÆblÆzat 

Az r) hÆlózat-egyenlıtlensØgi hÆnyados ØrtØke az (5, 5, 5) g Fuller-fØle egyenlıszÆrœ hÆromszöges 
felosztÆssorozatÆnak elsı tagjai esetØben 

n 1 «;Œ 
maximÆl is 

Ølhossz 
minimÆlis 

Ølhossz V 

1 6 0 2 0 , 7 1 3 6 0 , 6 4 0 9 1 , 1 1 3 6 

2 2 4 0 4 0 , 3 8 9 5 0 , 3 1 3 4 1 , 2 4 2 9 

3 5 4 0 6 0 , 2 6 4 3 0 , 2 0 6 0 1 , 2 8 2 6 

4 9 6 0 8 0 , 1 9 9 4 0 , 1 5 5 3 1 , 2 8 3 5 

III. tÆblÆzat 

Az r] hÆlózat-egyenlıtlensØgi hÆnyados ØrtØke az ikozaØder oldalfelezØses felosztÆssorozatÆnak 
elsı tagjai esetØben 

71 1 1 n 
maximÆl is 

Ølhossz 
minimÆlis 

Ølhossz V 

1 2 0 1 1 , 0 5 1 5 1 , 0 5 1 5 1 

2 8 0 2 0 . 6 1 8 0 0 , 5 4 6 5 1 , 1 3 0 8 

3 3 2 0 5 0 , 3 2 4 9 0 , 2 7 5 8 1 , 1 7 7 5 

4 1 2 8 0 1 5 0 , 1 6 4 6 0 , 1 3 8 3 1 , 1 9 0 6 

5 5 1 2 0 5 1 0 . 0 4 1 3 0 0 , 0 3 4 5 9 1 , 1 9 4 0 

6 2 0 4 8 0 ^ 1 8 7 0 , 0 2 0 6 7 0 , 0 1 7 3 0 1 , 1 9 4 8 

7 8 1 9 2 0 ^ 7 1 5 0 , 0 1 0 3 4 0 , 0 0 8 6 4 9 1 , 1 9 5 0 

A I I I . t Æ b l Æ z a t b a n n > 5-re e^-t nem szÆmol tuk ki , h a n e m az ennØl a fe losztÆssorozatnÆl 
minden n-re Ø rvØnyes 

1 4 " - 1 

+ (I I ) 

becslØst a l k a l m a z t u k , ahol n jelöli a felosztÆs sorszÆmÆt a fe losz tÆssorozatban. (11) b i zony í t Æ sa 
te l jes indukcióval tö r t Øn ik , f igye lembe vØve a fe losztÆs sz immetr iÆ i t , Øs az t , hogy az (re � 1)-
edik felosztÆs egy Øle felezØsekor k Ø t azonos hosszœsÆgœ Øl keletkezik az n-edik fe losz tÆsban. 

Ha a hÆlózatot sßrítjük, azaz a hÆromszögek szÆmÆval a vØgtelen felØ 
tartunk, akkor a következı kØrdØsek merülnek fel: 

a) A különbözı felosztÆssorozatok esetØn korlÆtos-e az r] hÆnyadosok 
sorozata? (Itt csak a felsı korlÆt a kØrdØses, mivel az 1 nyilvÆnvalóan alsó 
korlÆt.) 

b) Ha korlÆtos Øs ezenfelül konvergens, akkor a különbözı esetekben mi 
a sorozat hatÆrØrtØke? 

c) Tekintsük az összes lehetsØges, minden hatÆron tœl sßrßsödı (fino-
modó) felosztÆssorozatot Øs tekintsük a hozzÆjuk tartozó rj hÆnyadossoroza-
tokat. Ezen utóbbiak közül a konvergensek hatÆrØrtØkeinek mi lesz a leg-
nagyobb alsó korlÆtja, azaz mi lesz az íj szÆmok rögzített l lapszÆm melletti 
infimumÆnak l imes inferiorja, amikor a felosztÆs l lapszÆma a vØgtelen-
hez tart? 
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5. Az ^-sorozatok hatÆrØrtØk-vizsgÆlata 

Most megvizsgÆljuk nØhÆny konkrØt felosztÆssorozatra [17] az rj hÆnyados 
hatÆrØrtØkØt. Ha azt is tudjuk, hogy egy felosztÆssorozatra az rj hÆnyados 
monoton nı, akkor a hatÆrØrtØk egyben a legkisebb felsı korlÆt. A gömb sugarÆt 
egysØgnyinek vÆlasztjuk. A hatÆrØrtØkek meghatÆrozÆsakor csak aszimpto-
tikus szÆmítÆsokat vØgzünk. 

Az egyes rØszszakaszokban n a megfelelı felosztÆssorozatban a felosztÆs 
sorszÆmÆt (indexØt) jelöli. EgyØbkØnt az egyes rØszszakaszok jelölØsei egy-
mÆstól függetlenek. 

Elıször is megnØzzük, hogy e g y gömbhÆromszöghÆlózathoz tartozó 
hÆromszöglapœ poliØder (3. szakasz) mikor lesz konvex . Könnyen belÆtható, 
bogy a konvexitÆs szüksØges Øs elegendı feltØtele a következı: bÆrmely kØt, 
Øllel csatlakozó poliØderlapra a közös oldallal szemközti szögek összege leg-
feljebb 180° legyen. (Ugyanis kØt, Øllel csatlakozó gömbhÆromszög a közös Øl 
különbözı partjÆn fekszik, Øs az emlí tet t kØt szög összege pontosan akkor lesz 
legfeljebb 180°, ha a kØt hÆromszöglap lapszöge legfeljebb 180°.) T e h Æ t a poli-
Øder konvex , lia pl. minden lapja hegyesszögß hÆromszög. Ezt többfØlekØppen 
tudjuk biztosítani. H a a felosztÆsban szereplı gömbhÆromszögek hegyes-
szögßek, akkor a poliØder lapjai is hegyesszögßek. H a egy felosztÆssorozatnÆl 
az r j hÆnyados hatÆrØrtØke kisebb ] /2-nØl , a poliØderlapok � elØg n a g y n ese-
tØben � akkor is hegyesszögßek. Ekkor viszont a felosztÆssorozat valahÆny 
kezdı tagjÆra nem tudjuk, hogy fennÆll-e a konvexitÆs. Valószínßnek tartjuk, 
hogy az 5.2. Øs 5.4. szakaszokban vizsgÆlt felosztÆssorozatok is konvex poliØdert 
szolgÆltatnak minden n-re. 

5.1. A Fuller-fØle ikozaØderes felosztÆs 

A gömbbe írt szabÆlyos ikozaØder lapjait felosztjuk egyenkØnt n2 szÆmœ 
egybevÆgó szabÆlyos hÆromszögre, m a j d ezt a hÆlózatot a gömbközØppontból 
a gömbfelszínre vet í t jük. Az eredeti hÆlózat Ølei egyenlık voltak. N Ø z z ü k meg, 
milyen arÆnyban vÆltoznak meg a kivetítØskor. Legyen az eredeti hÆlózat 
egy ØlØnek egyenese a gömbközØpponttól t tÆvolsÆgra, Øs az Øl egyenesØre 
merıleges, a gömbközØpponton Æthaladó egyenes zÆrjon be & szöget azzal 
az egyenessel, amely a gömbközØppontot az Øl közØppontjÆval k ö t i össze. 
Akkor ez a kØrdØses arÆny aszimptotikusan (cos 2 #) / í . Jelöljük az ikozaØder 
lapjÆnak, illetve ØlØnek a gömbközØpponttól való tÆvolsÆgÆt íj-gyel, illetve 
t2-vel. Ekkor 

(12) 
t t t4 
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Legyen adott í-re # maximuma: y>(t), akkor3 

c o s 2 $ cos 2ip(t) 
(13) 

ahol d az ikozaØderØi hossza (euklideszi Ørtelemben). A gyök e lıtt tx <˙ t <j t9 

esetØben plusz je l , í2 <C í 1 esetØn mínusz je l Æll. A legutolsó kifejezØs 
t = í2-re Øri el a minimumÆt, ennek ØrtØke t2. Az r] hÆnyados ØrtØke aszimptoti-
kusan a (cos2#)/t maximumÆnak Øs minimumÆnak arÆnya. í g y : 

n L ^ 1 , 4 8 0 . (14) 
í j í 2 

A poliØder minden n-re k o n v e x lesz. Ugyanis bÆrmely lapjÆnak mindegyik 
sœlyvonala nagyobb a megfelelı oldal felØnØl (ez a (12)-höz Øs (13)-hoz hasonló 
egyenlıtlensØgekbıl lÆtható), így minden lap hegyesszögß. 

5.2. Az (5, 5, 5)g Fuller-fØle egyenlıszÆrœ hÆromszöges felosztÆsa [17] 

A kiinduló hÆlózat az (5, 5, 5)g poliØdernek a körØ írt gömb közØp-
pontjÆból a körØ írt gömb felszínØre vetített hÆlózata. (Az (5, 5, 5)g poliØder 
[17] felülete a g ö m b b e írt szabÆlyos dodekaØder lapjaira kifelØ Æl l í tott szabÆlyos 
gœlÆk palÆstjaiból Æll, midın a gœlÆk csœcsai a gömbön vannak.) Ebben a hÆló-
zatban egyenlıszÆrœ gömbhÆromszögek szerepelnek. Jelöljük ezek alapjait 
2o*-gal Øs a hozzÆjuk tartozó magassÆgokat fe*-gal. Legyen 

b ^ b * , (15) 

tovÆbbÆ 

b1 = �b*, b2 = �Mb*, 0 <,i*<,n, 0 < [ 2n (16) 
n n 

{i*,j*, n egØsz szÆmok, n nagy). 
A 6. ÆbrÆn a kiinduló hÆlózat kØt egyenlıszÆrœ hÆromszöge szerepel, 

amelyek egymÆshoz alappal csatlakoznak. A felsınek a magassÆgÆra (ill. 
lefelØ való meghosszabbítÆsÆra) a csœcstól kezdve felmØrünk b–, b2, 26j hosszœ-
sÆgœ íveket. A 6j hosszœsÆgœ ív vØgpontjÆban a magassÆgra merıleges fıkörívet 
Ællítunk Øs annak a szÆrral való metszØspontjÆt összekötjük fıkörív segít-
sØgØvel a 2fej hosszœsÆgœ ív vØgpontjÆval . T o v Æ b b Æ megrajzoljuk a b2 hosszœ-
sÆgœ ív vØgpontjÆban a magassÆgra Ællított merıleges fıkörívet is. Ha i* n 

3 A ~ jel a s z i m p t o t i k u s egyenlısØget jelent. 
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és j* < 2n, ugyanezt i* és j* helyett (i* + l)-re és (j* + l ) - re is megcsináljuk 
(azaz a magasságra, ill. meghosszabbítására felmérjük a megfelelõ hosszú 
íveket, és a fentihez hasonlóan állítunk egy merõleges fõkörívet, összekötõ 
fõkörívet és még egy merõleges fõkörívet). 

Mindkét esetben tekintsük az utoljára említett két-két fõkörívet (ezeket 
a 6. ábrán folytonos vonal jelöli). Ezek egy négyszöget határolnak, amely köze-
lítõen parallelogramma (az ábrán vastag vonal jelöli). Ennek a négyszögnek 

6. ábra. A há lóza t egy elemi környezetének ada ta i a Fuller-féle egyenlõszárú háromszög fel-
osz tásban 

a magasságra állított merõlegesen fekvõ oldalát jelöljük p-ve l , az egyik szom-
szédos oldalt q-val (az ábra szerint), a berajzolt átlóját pedig, amely a három-
szögfelosztás egyik éle, r-rel. Legyen s = 2bx — b2, ekkor: 

b* cos 36° . 
p ~ cos z • 2 sin 36 , 

n 1 — sin2 36° cos2 z 

b* cos 36° 
; 8 (17) 

n 1 — sin2 36 cos2 z 

r ~ 
b* cos 36° 

n 1 — sin2 36° cos2 z 
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A hÆromszöglapok szÆrainÆl, ill. szimmetriatengelyØnØl fekvı felosztÆsØlekre 
ugyanezek a kØpletek Ørtelemszerßen ØrvØnyesek. 

FennÆll 0 ª <[ b*. K�nnyen lÆtható, hogy adott z-re aszimptotikusan 
q = ª p (azaz a kifejezØsükben az 1/ra-es nagysÆgrendß tagokra ez fennÆll). 
p Øs q kifejezØse z-ben monoton , így: 

m a x p 3 tg 36° , � , _ 
1,347. (18) 

m m q 2 cos Æo 

Nagy n-re a poliØder konvex, ugyanis a (18)-beli ØrtØk kisebb "[fjj-nØl. 

5.3. Az ikozaØder oldalfelezØses felosztÆsa 

Most azt a felosztÆssorozatot vizsgÆljuk, amelynek elsı tagja a szabÆlyos 
gömbi ikozaØderhÆlózat, az n-edik tagból az (n -f- l ) -ediket pedig œgy kapjuk, 
hogy az re-edik hÆlózat minden gömbhÆromszögØnek megrajzoljuk a közØp-
vonalait (azaz a gömbhÆromszög oldalfelezı pontjait összekötı fıköríveket). 
Az a, b, æ o ldalœ gömbhÆromszögre az a Øs b oldal felezıpontjait összekötı 
gömbi közØpvonal koszinusza: 

1 + cos a cos b + cos æ 
a b 

4 cos � cos � 
2 2 

Hegyesszögß gömbhÆromszögek esetØben a közØpvonalak hossza mindhÆrom 
oldalnak monoton nemcsökkenı függvØnye, a közØpvonalak a megfelelı olda-
lak felØnØl n e m kisebbek, Øs nagyobb oldalhoz nagyobb közØpvonal tartozik. 
H a egy hegyesszögß gömbhÆromszöget közØpvonalaival felosztunk, hegyes-
szögß gömbhÆromszögeket kapunk. EzØrt ebben a felosztÆssorozatban bÆr-
melyik felosztÆshoz tartozó poliØder konvex . 

A fentiek miatt a felosztÆsban a legnagyobb oldalhossz az ikozaØderlap 
közØppontjÆt tartalmazó szabÆlyos hÆromszög oldalhossza, a legkisebb oldal-
hossz pedig a gömbi ikozaØderØlen fekvı oldalak hossza. A kØt (euklideszi) 
oldalhossz hÆnyadosa az n-edik felosztÆsnÆl, r\n, monoton nı. rjn-et a következı 
kifejezØs adja meg: 

1 sin w I w 
2n-i 

/ 4 1 ˆ1Ł 2" - 1 

/ 1 1 sin2 w 
’ 3 4"-1J 1 

ahol 2w a g�mbi ikozaØderØi hossza. 
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Innen4 

l im r}n = sup rj n 

(a nevezõben szorzóként álló w radiánban mérve). 
(Részletesebben lásd [10].) 

5.4. A [17]-6ere javasolt gömbfelosztás 

Ezen eljárás során a gömbi ikozaéderélt n egyenlõ részre osztjuk. A 7. 
ábrán ennek a gömbfelosztásnak egy részlete szerepel. (Ez a részlet a szabályos 
ikozaéder gömbi hálózata egy lapjának harmadrésze. Az ikozaéderlap szim-
metriatengelyei a hosszabb szakaszokkal rajzolt szaggatott vonalakkal vannak 
jelölve.) Az ábrán vannak egyenlõszárú báromszögek, amelyeknek a szimmet-
riatengelyei merõlegesek a tel jes hosszában megrajzolt ikozaéderélre. (Ezek 
a szimmetriatengelyek az ábrán szaggatott vonallal vannak jelölve.) 

Tekintsük ezek közül a háromszögek közül csak azokat, amelyek tel jesen 
az ikozaéderlap megrajzolt harmadrészébe esnek, alapjukkal (ill. csúcsukkal) 
a teljes hosszában megrajzolt ikozaéderéi felé. Ezek sorokba rendezhetõk (az 
ábrán a sorok vízszintesek). Az egy sorba esõk egybevágók. Az alapjukkal 
az ikozaéderéi felé esõ háromszögek közül azokat tekintsük, amelyek saját 
sorukban a legszélsõk. 

Egy i lyen háromszög szimmetriatengelye metszi az ábrán teljes hosszá-
ban megrajzolt ikozaéderélt az él végpont jától a' távolságra. Jelölje b' ugyan-
ezen háromszög szimmetriatengelyének az ikozaéderéi és a háromszög csúcsa 
közti szakasza hosszát. Legyen a' w, ahol 2w a gömbi ikozaéderéi hossza. 

4 Egy felülrõl kor látos számsorozat (számhalmaz) szuprémumán a számsorozat (szám-
halmaz) legkisebb felsõ ko r lá t já t é r t j ük . Az rjn sorozat szup rémumát sup r j n jelöli. 

sin to 

1 sin2 w 
3 

1,195 (21) 
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(iv, a’ Øs b’ az ÆbrÆn nyilakkal be van jelölve.) Jelöljük a tekintett hÆromszög 
alapjÆt / - f e l , szÆrÆt pedig /i-val. HozzÆ csœcsban, ill. Ølben csatlakozik kØt 
egyenlıszÆrœ hÆromszög, amelyek szÆra / , ill. h; közös alapjukat pedig jelöljük 
g-vel. (Az említett hÆrom hÆromszög az ÆbrÆn vastag vonallal van jelölve.) 
Ekkor: 

f 2 m 
j ~ cos b , 

n 

2 w 
g ~ 2 cos b’ sin 36° cos a’, (22) 

n 

2w 1 , , Ó8 sin2 36° cos2 a’ + 1 
¸ ~ cos b �, . 

n 2 \ l - sin2 36° cos2 a’ 

Adott a’-re / <[ g h aszimptotikusan (azaz kifejezØsükben az 1/n-es 
nagysÆgrendß tagokra ez fennÆll), b’ együt t nı a’-vel, Øs / Ø s h kifejezØse ezek-
nek monoton csökkenı függvØnye. í g y 

max h 
2 sin2 36° H  

� cos 30° ^ 1,284. (23) 
m i n / cos2 36° 

N a g y n-re a poliØder konvex, mert a (23)-beli ØrtØk kisebb / 2 - n Ø l . 

5.5 .A hÆromszögek körØ írható körök közØppontjainak segítsØgØvel törtØnı felosztÆs 

ElkØpzelhetı egy gömbhÆromszöghÆlózatnak a következı sßrítØsi módja 
is: az œj hÆlózat csœcsai egyrØszt a rØgi hÆlózat csœcsai, mÆsrØszt a rØgi hÆrom-
szögek körØ írt körök közØppontjai. Az œj hÆlózat Ølei a rØgi hÆromszögek körØ 
írt körök közØppontjait a megfelelı hÆromszögek csœcsaival kötik össze (ha 
ezek az illetı hÆromszögekben vannak), ill. kØt, Øllel csatlakozó rØgi hÆromszög 
körØ írt kör közØppontjÆt kötik össze. H a a rØgi hÆlózatban van olyan hÆrom-
szög, amely nem tartalmazza a belsejØben a körØ írt kör közØppontjÆt, az œj 
hÆlózatot nem Ørtelmezzük. 

Alkalmazzuk most ezt a sßrítØst síkbeli hÆromszöghÆlózatokra. H a (egy-
mÆshoz teljes Ølek mentØn csatlakozó) szabÆlyos hÆromszögekbıl Ælló rÆcsra 
alkalmazzuk, hasonló rÆcsot kapunk, kisebb Ølhosszal. Elıször megmutatjuk 
egy pØldÆn, hogy ez a sßrítØs síkbeli hÆromszöghÆlózatokra nem mindig alkal-
mazható tetszØsszerinti sokszor egymÆs utÆn (œgy, hogy a hÆromszögek körØ 
írt körök közØppontjai mindig a hÆromszögek belsejØben legyenek). Tartal-
mazzon a rÆcs kØt egyenlıszÆrœ hÆromszöget, amelyek alapjukkal csatlakoznak 
Øs szÆrszögük 60° -f- ( p . Közös alapjukat lefedi az œj hÆlózat kØt egyenlıszÆrœ 
hÆromszöge. Ezek alapjukkal csatlakoznak, Øs szÆrszögük 60°� 2cp. Hasonlóan 
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látható, hogy a soron köve tkezõ hálózatokban lesznek egyenlõszárú három-

szögek, melyeknek szárszögei 60° -f- 4rp, 60° — 899, s tb . , ami 99 0-ra elég 

nagy lépésszám mellett lehetet len. 

Hasonló módon megmuta t juk , h o g y ha egy síkbel i háromszöghálózat 

tartalmaz nem szabályos háromszöget, akkor ez a felosztássûrítés nem alkal-

mazható tetszésszerinti sokszor egymás u tán . Azaz: ha a felosztássûrítés tetszés-

szerinti sokszor a lkalmazható egymás u tán, akkor a há lózat minden három-

szöge szabályos. Legyen a hálózat egy háromszöge ABC, szögei x, ß, y, a köré 

írt kör középpont ja 0 (8. ábra). A szomszédos háromszögek legyenek À ' Â Ñ , 

8. ábra. Felosztás a h á r o m s z ö g e k köré í r t kö röknek k ö z é p p o n t j a i segítségével 

AB C és ABC. Ezeknek ^ ' - né l , B'-nél és C'-nél levõ szögüket jelöl jük a ' , ß' 

és ó'-vei, à köréjük írt körök középpont ja i t pedig 0 A, 0B és 0c - ve l . Tegyük fel , 

hogy X + x' =È= 120°. Ekkor az 0B0A és OCOA háromszögek az 0A0 oldaluk 

mentén csat lakoznak, 0 -ná l , ill.  0A-nál f ekvõ szögük a, i l l . a ' . Íà à köréjük írt 

körök középpont jai t 0^ -ve l és 0'c-\e 1 je löl jük, az 0'B0'C0 és 0'B0'C0A három-

szögek alapjukkal csat lakozó egyenlõszárú háromszögek, ég szárszögük 

2(a -(- x') — 180°, ami 60°- tó l különbözõ. í g y a fentiek szerint a sûrítés nem 

fo ly tatható tetszésszerinti sokszor egymás után. Ugyanez igaz, ha ß + ß' 

és y -f- ó ' valamelyike 120°-tó l különbözõ. Ha pedig 

x + < x ' = ß + ß ' = y + y ' = 1 2 0 ° , ( 2 4 ) 

akkor tek intsük az OcBO és OAB0 háromszögeket. Ezeknek Oc-nél, ill. Îä -nál 

fekvõ szögeik y ' ill. à'. Í à ó ' + a ' ^ 120°, à fentihez hasonlóan a sûrítés nem 

fo ly tatható tetszésszerinti sokszor egymás után. Ugyanez t kapjuk, ha x' -f- ß' 

és ß' -f- y' közül va lamely ik 120°-tól különbözõ (a megfe le lõ háromszögek 
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f igyelembevØtelØvel) . Ha pedig: 

ó’ + «’ = a’ + ß’ = ß’ + Ó’ = 120°, ( 2 5 ) 

akkor: 
à ’ = ß’ = ó’ = 60°, (26) 

Øs így (24)-bıl 
« = ß = ó = 60°. (27) 

Alkalmazzuk most ezt a felosztÆssßrítØst gömbhÆromszöghÆlózatra. 
A hÆlózat mindig tartalmaz legfeljebb 5-Ølß csœcsot (3. szakasz, (5)), így tar-
talmaz legalÆbb 72°-os szöggel rendelkezı gömbhÆromszöget. Ha a hÆlózat 
minden hÆromszöge elegendıen kicsi, a síkbeli közelítØs jó közelítØs lesz, Øs így 
korlÆtos sok lØpØs utÆn a sßrítØs nem folytatható . Ilyen hÆlózatnÆl termØsze-
tesen Ørtelmetlen az ezzel a sßrítØssel kapott hÆlózatok rj hÆnyadosainak hatÆr-
ØrtØkØrıl beszØlni. 

Ez a gömbi felosztÆssßrítØs sok olyan Ølet szolgÆltat, amelyek hossza 
egyenlı, i smØtelve pedig sok egyenlıszÆrœ hÆromszöget. 

5.6. Az rj hÆnyadosok rögzített l melletti infimumÆnak limes inferiorja 

Most ÆttØrünk az egysØgsugarœ gömbbe írt, l hÆromszöglap Æltal hatÆrolt 
konvex poliØderek rj hÆnyadosai infimumÆnak vizsgÆlatÆra (rögzített l mellett) , 
ill. ennek l imes inferiorjÆnak vizsgÆlatÆra, amikor l a vØgtelenhez tart. Külön 
vizsgÆljuk majd azt a speciÆlis esetet, amikor olyan, fenti tulajdonsÆgœ poli-
Øderekre szorítkozunk (az in f imum, Øs a limes inferior kØpzØsekor), amelyeknek 
csak öt- Øs hatØlß csœcsai vannak. (TermØszetesen abból, h o g y ha az eredeti 
feladatot megoldanÆnk, nem következik, hogy a speciÆlis poliØderekre a fel-
adatot meg tudjuk oldani, hiszen nem biztos, hogy az i n f i m u m egy speciÆlis 
poliØdernØl lØp fel.) [10J-ben a következı van bebizonyítva: egy fent i 
tulajdonsÆgœ poliØderre � itt nincs a csœcsok ØlszÆmÆra megkötØs �, amelynek 
lapszÆma /, az TJ hÆnyados legalÆbb 

Ennek hatÆrØrtØke / oo esetØben 2 sin 36°. ˝gy a kØrdØses limes inferior 
ØrtØke � itt a csœcsok ØlszÆmÆra nincs megkötØs � legalÆbb 2 sin 36° ^ 1,1756. 
Ennek a bizonyítÆsa [4] szerzıjØnek egy öt letØn alapul Øs egy , a [4]-ben talÆl-
ható tØtelt hasznÆl fel. 

Valószínßnek tartjuk, hogy a fenti tulajdonsÆgœ poliØderekre � mØg 
akkor is, ha kikötjük, hogy csak öt- Øs hatØlß csœcsok vannak � a limes inferior 
ØrtØke pontosan 2 sin 36°. Bebizonyítani azonban csak anny i t tudunk, hogy 
a limes inferior ØrtØke � akkor is, ha kikötjük, hogy csak öt- Øs hatØlíí csœcsok 
vannak � legfeljebb 1,1780. Most ismertetjük a [10]-ben megadot t konstruk-

1 2 0 ° 
sin 36°/sin 3 0 ° + - � -
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ciót, amellyel tetszõleges nagy lapszámú fent i tulajdonságú poliéderek konst -
ruálhatok — ezek csak öt- és hatélû csúcsokat tartalmaznak —, amelyekre r] 

Osszuk fel a szabályos gömbi ikozaéderhálózat, m inden háromszögét 
16 háromszögre. Rendelkezzen a felosztás a szabályos ikozaéder sz immet-
riáival és az ikozaéderéi eközben négy egyenlõ részre legyen felosztva (a 9. ábra 
folytonos vonalai). Legyen az ikozaéderlap középpontját tartalmazó gömb-
háromszög oldala 7*4 18° 26,30' . A minimális, ill. maximális oldalak egyike az 
ikozaéder csúcsánál elhelyezkedõ egyenlõszárú háromszög szára, ill. alapja. 

Az ábrán a rövidebb szakaszokból álló szaggatot t vonalakkal jelölt két közép-
vonal pontosan egyenlõ. Az összes gömbbáromszög hegyesszögû. Most rajzol-
juk meg az összes gömbháromszög középvonalait , így kapunk egy felosztást. 

Legyen az így kapott felosztás a felosztássorozat elsõ tagja, és az 
(n - f l )-edik felosztást az n-edikbõl a gömbi középvonalak berajzolásával 
nyerjük. A felosztássorozatban bármelyik felosztáshoz tar tozó poliéder konvex . 
A maximális és minimális (euklideszi) élhossz hányadosa az ra-edik felosztásra, 
7jn, monoton nõ. Az 5.3. szakaszban alkalmazott számításokhoz hasonlóan 
r]n-re most is kapható egy képlet , amelybõl 

legfeljebb 1,1780. 

9. ábra. A konst rukc ió vázlata 

. 9° 18,59' 
sin 

lim r] n = sup r\n 7*4 
2 

1,1780 (28) >n 
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(9° 18,59’ a f e n t említett kØt egyenlı közØpvonal hossza, m í g 0,069197 a gömbi 
ikozaØderØi 16-od rØsze, radiÆnban mØrve, közelítıleg). Innen bÆrmely n-re 

V n <_ 1,1780 . . . . (29) 

EzØrt a fenti tulajdonsÆgœ poliØderekre � mØg akkor is, ha kikötjük, h o g y 
csak öt- Øs hatØ lß csœcsaik vannak � az rj hÆnyados adott l-re való in f imumÆ-
nak limes inferiorja is legfeljebb 1,1780. 

6 . A duÆlis problØma 

A gömbi hÆlók esetØben dualitÆs a hÆlók csomópontjai Øs cellÆi közöt t 
Æll fenn. Az eredeti hÆlózat csomópontjai Øs a duÆlis hÆ lózat cellÆi, va lamint 
az eredeti hÆlózat cellÆi Øs a duÆlis hÆlózat csomópontjai kölcsönösen egy-
Ørtelmßen megfeleltethetık egymÆsnak. 

Egy gömbi hÆromszöghÆló duÆlisÆnÆl a hÆló minden csomópontjÆban 
hÆrom hÆlóvonal talÆlkozik. 

A 2. szakaszban muta t tunk pØldÆt a gömbi hÆromszöghÆló duÆlisÆra. 
A bemutatott radiolaria-fajnÆl (3a Æbra) a hÆlóban 5-, 6- Øs 7-szögß cellÆk 
fordulnak elı. A mØrnöki gyakorlatban csak az 5- Øs 6-szögß cellÆkból Ælló 
hÆlózat terjedt el. 

Az 5- Øs 6-szögß lapokkal hatÆrolt poliØderek között lØtezik vØgtelen sok 
olyan, amelynek lapjai Ørintenek egy adott gömböt. B izonyos esetekben o lyan 
5- Øs 6-szögß lapokkal hatÆrolt poliØder is konstruÆlható, amelynek Ølei Ørintik 
a gömböt [16] (3b Æbra), v a g y amelynek csœcsai a gömbön vannak. 

Nagy lapszÆm esetØn azonban nem tudjuk, hogy az utóbbi kØt t ípusœ 
poliØder lØtezik-e. 

Legyen egy 5- Øs 6 -szögß lapokkal hatÆrolt olyan poliØderünk, amelynek 
minden csœcsÆban hÆrom Øl talÆlkozik Øs amelynek Ølei Ørintenek egy egysØg-
sugarœ gömböt . A csœcsok szÆma legyen c. Ekkor az ötszöglapok szÆma 12, 
a hatszöglapokØ (c/2) � 10, az ØlekØ pedig 3c/2 (3. szakasz) . A csœcspontok 
összesen 3c adattal jel lemezhetık. Öt, ill. ha t csœcs egy síkba esØse kØ t , ill. 
hÆrom egyenletet ad, míg az, hogy az Ølek tÆvolsÆga a gömhközØpponttól 1, 
3c/2 egyenletet . Ez összesen 3c � 6 egyenlet a 3c adatra. Emiatt azt gondol-
hatjuk, hogy ilyen poliØder � adott æ csœcsszÆm mel let t � talÆn lØtezik. 
Az, hogy az egyenletek szÆma kisebb az adatok szÆmÆnÆl, ezt termØszetesen 
nem bizonyítja. (Ez biztosan nem igaz az egyetlen hatszöglappal rendelkezı 
poliØder esetØre, mert, mint a 3. szakaszban említettük, i l y e n poliØder nincs is. 
Mint említettük, bizonyos c-kre viszont igaz. Pl. az (5, 6, 6) szimbólummal jelölt 
archimedesi t es t is ilyen.) 

Egy gömbbe írt, 5- Øs 6-szögß cellÆkból Ælló rÆcs e g y e s cellÆit ÆltalÆban 
tØrbeli sokszögek hatÆroljÆk. EzeknØl a rÆcsoknÆl, mint a kØsıbbiek sorÆn lÆtni 
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fogjuk, valószínßleg mindig megkövetelhetjük, hogy a sokszögek Ølei azonos 
hosszœsÆgœak legyenek. Ilyenkor azon tœl, hogy a rÆcs csomópontjai a gömbön 
lesznek, a rÆcs rœdjai Ørinteni fognak egy, az adott gömbnØl kisebb sugarœ 
gömböt is. 

A tovÆbbiakban kØt dolgot fogunk megvizsgÆlni: elıször azt, hogy az 
5. szakaszban tÆrgyalt felosztÆsok rØvØn elıÆlló, gömbbe írt, hÆromszöglapok-
kal hatÆrolt poliØderek duÆlis (polÆris) poliØdereinØl hogyan vÆltozik az rj hÆlózat-
egyenlıtlensØgi hÆnyados; mÆsodszor azt, hogyan Ællíthatók elı gömbbe írt 
egyenlı rüdhossziísÆgœ rÆcsok. 

6 .1. A duÆlis poliØderek rj hÆnyadosai 

It t a következı matematikai kØrdØst lehet felvetni. Tekintjük a gömb 
körØ írt, csupa hÆromØlß csœccsal rendelkezı konvex poliØdereket. Külön 
vizsgÆljuk majd azt a speciÆlis esetet, amikor olyan, fenti tulajdonsÆgœ poli-
Øderekre szorítkozunk, amelyeknek csak öt- Øs hatszögß lapjaik vannak. 
KØrdezhetjük, mi az r j hÆnyados rögzített lapszÆm melletti infimumÆnak limes 
inferiorja, amikor a lapszÆm a vØgtelenhez tart. Erre a limes inferiorra nem 
tudunk olyan jó becslØseket adni, mint a gömbbe írt hÆromszöglapœ poliØderek 
esetØben. ÉrtØke mindenesetre legalÆbb 1 � itt nincs a lapok oldalszÆmÆra 
megkötØs �; ennØl jobb alsó becslØst nem is tudunk. 

CØlunk most olyan fenti tulajdonsÆgœ poliØderek konstruÆlÆsa, amelyek 
7] hÆnyadosa lehetıleg kicsi, miközben a lapszÆm tetszıleges nagy lehet. 
A megkonstruÆlt poliØdereknek csak öt- Øs hatszöglapjaik lesznek. 

Legyen megadva egy egysØgsugarœ gömbbe beírt Øs egy, ugyanazon 
gömb körØ írt konvex poliØder. Ezeket egymÆs polÆrisÆnak hívjuk, ha a beírt 
poliØder csœcsai megegyeznek a körØírt poliØder lapjainak Øs a gömbnek ØrintØsi 
pontjaival. 

Legyen n egy elØg nagy termØszetes szÆm Øs tekintsük a [17]-ben javasolt 
gömbfelosztÆst, ahol a gömbi ikozaØderØlt n egyenlı rØszre osztjuk, Øs a gömb 
sugara egysØgnyi. VizsgÆlni fogjuk az ehhez tartozó beírt poliØder polÆrisÆt. 
Ez az egysØgsugarœ gömb körØ írt konvex poliØder. Megmutatjuk, hogy erre 
aszimptotikusan: 

n ~ ctg ˝2 arc sin C ° * ? 6
o ° . v l ’ " ^ A T V ~ 1 .595 . (30) 

]/8 sin2 36° + 1 I 2 cos 36 

EzØrt a fenti tulajdonsÆgœ poliØderekre � akkor is, ha kikötjük, hogy csak üt-
Øs hatszöglapjaik vannak � az r j hÆnyados rögzített lapszÆm melletti infimumÆnak 
limes inferiorja (amikor a lapszÆm a vØgtelenhez tart) , nem nagyobb a (30)-beli 
ØrtØknØl. 

Minden szÆmítÆst csak n nagy ØrtØkeire, aszimptotikusan vØgzünk. 
Tudjuk, hogy a tekintett beírt poliØderre az r j hÆnyados aszimptotikusan. 
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^ 1 , 2 8 4 . Eszerint a lapok hegyesszögß hÆromszögek, sıt a legnagyobb szögük 
sem halad meg egy bizonyos, 90°-nÆl kisebb rögzített szöget. N a g y n esetØben 
a poliØderfelület egy kis darabja jó közelítØssel síkbelinek tekinthetı. Síkbeli, 
hegyesszögß hÆromszögekbıl Ælló hÆlózat esetØben a polÆris ØlhÆlózat a hÆrom-
szögek oldalfelezı merılegeseibıl Æll, minden oldalfelezı merılegesnek azt a 
szakaszÆt vØve, amely az illetı oldalhoz csatlakozó kØt hÆromszög körØ írt 
körök közØppontjai közØ esik. 

Tekintsünk egy síkbeli egyenlıszÆrœ hÆromszöget, amelynek alapja x, 
szÆra y . Az alaphoz � ill. szÆrhoz � tartozó oldalfelezı merılegesnek az alap 
� ill. szÆr � Øs a hÆromszög körØ írt kör közØppontja közötti szakaszÆnak 
hossza: 

(mÆskØppen: a körØ írt kör ÆtmØrıjØnek Øs a szemközti szög koszinuszÆnak 
a szorzata). 

Megtartjuk az 5.4. szakasz jelölØseit . A felosztÆsban szereplı hÆromszögek 
oldalai / , h, h; f , f , g Øs g, h, h. Adot t o’-re tekintsük ezen hÆromszögekre az 
oldalfelezı merılegeseknek a megfelelı oldal Øs a körØ írt kör közØppontja 
közti szakaszait (szintØn 1/n-es tagokig szÆmolva). Ez a z / , h, h oldalœ hÆrom-
szög alapjÆra lesz maximÆlis. Ez az oldalfelezıszakasz maximumÆt (aszimpto-
tikusan) a’ = 0-ra Øri el. Van kØt (aszimptotikusan) ilyen hosszœ csatlakozó 
oldalfelezı szakasz, amelyek együtt a polÆris hÆlózat egy ØlØt alkotjÆk. í g y ez 
a polÆris hÆlózat (aszimptotikusan) maximÆlis Øle. 

A polÆris hÆlózat minimÆlis ØlØt nehezebb meghatÆrozni. Tekintsük az 
Øllel csatlakozó hÆromszögpÆrokat, adott a’-nØl, Øs kiszÆmítjuk a körØjük írt 
körök közØppontjai tÆvolsÆgÆt. (Azaz a kØt hÆromszög közül az egyik az adott 
a’-höz tartozó, a 7. ÆbrÆn vastag vonallal jelölt hÆromszögek valamelyike, ill. 
a z / , h, h oldalœ vastag vonallal jelölt hÆromszöggel egy sorban van.) Az oldalak 
nagysÆgviszonyai miatt lÆtható, h o g y ezen tÆvolsÆgok között egyesek nagyob-
bak mÆsoknÆl. Amelyekrıl ez nem lÆtható, azoknak megkeressük a hosszÆra 
vonatkozó kifejezØs minimumÆt, ezek a’ = w-ben lesznek felvØve. Ha a közös 
Øl egyik vØgpontja ikozaØdercsœcs, a hÆromszögek körØ írt körök közØppont-
jainak tÆvolsÆga nagyobb az elıbbi minimumoknÆl. Ha a’ közel van ic-hez, 
azaz az ikozaØderlap közØppontjÆhoz közeli hÆromszögeket tekintjük, azok 
közelítıen szabÆlyosak, így a polÆris hÆlózat Ølei ott lesznek (aszimptotikusan) 
minimÆlisak. A maximÆlis Øs minimÆlis Ølhossz hÆnyadosa (aszimptotikusan) 
a (30)-beli ØrtØk. 

A polÆris hÆlózatra is teljesül, hogy a különbözı Ølek szÆma, sıt a külön-
bözı lapok szÆma is az összes lapszÆm nØgyzetgyökØnek egy konstansszorosa 
alatt marad. (Ugyanez igaz az 5.2. szakaszban tÆrgyalt felosztÆs polÆrisÆra is, 
szintØn nagy n esetØben.) 

2 y 2 � a;2 

i l letve 
xy 

(31) 
2 V 4y2 - a2 2 Y 4y 2 - ÿ;2 
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Az íj hÆnyados valószínßleg tovÆbb csökkenthetı, ha a kiindulÆsul hasz-
nÆlt felosztÆst az ikozaØderlap közepØn levı hÆromszögek növelØsØvel Øs a 
szØlsık csökkentØsØvel módosítjuk. A módosított felosztÆsban az egy sorban 
levı hÆromszögek csœcsai tovÆbbra is koncentrikus köríveken vannak Øs az 
azokhoz csatlakozó oldalaik (�alapjaik") egyenlık, viszont a hÆromszögek nem 
lesznek többØ egyenlıszÆrœak. 

Tekintsük a többi, az 5. szakaszban vizsgÆlt hÆromszögbÆlózatnak meg-
felelı beírt poliØder polÆrisÆt (kivØve az 5.5. szakaszbeli polÆrisÆt). Ezekre 
aszimptotikusan nagyobb lesz az í j hÆnyados, mint a [17]-ben javasolt göinb-
felosztÆsra. 

Tekintsünk ugyanis egy síkbeli, 72°-os szÆrszögß egyenlıszÆrœ hÆrom-
szöget, Øs közØpvonalaival bontsuk fel nØgy kisebb hÆromszögre. Tekintsük 
az Øllel csatlakozó, most kapott kisebb hÆromszögekre a körØjük írt körök 
közØppontjainak a tÆvolsÆgÆt. Ezek közül a maximÆlis Øs a minimÆlis arÆnya: 

1,902. (32) 
cos 72° 

Ha a 72° helyett nagyobb hegyesszögß szÆrszöget veszünk, ez az arÆny mØg 
nagyobb lesz. 

Tekintsük a Fuller-fØle ikozaØderes felosztÆst vagy az (5, 5, 5)g Fuller-fØle 
egyenlıszÆrœ hÆromszöges felosztÆsÆt, nagy n esetØben. Ezekben a felosztÆsok-
ban az ikozaØdercsœcs közelØben elıfordul a fenti helyzetben levı nØgy, 72°-os 
egyenlıszÆrœ hÆromszög (közelítıleg). í g y a polÆris hÆlózatra az r j hÆnyados 
egy, a (32)-höz közeli ØrtØknØl nem kisebb. 

Tekintsünk az egysØgsugarœ gömbön egy gömbhÆromszöghÆlózatot, Øs ezt 
gömbi közØpvonalakkal osszuk fel. A kapott hÆlózathoz tartozó poliØder lapjai 
legyenek elØg kicsi, (euklideszi Ørtelemben) hegyesszögß hÆromszögek. Az ere-
deti hÆlózatban egy legfeljebb 5-Ølß csœcsnÆl volt egy legalÆbb 72°-os gömb-
bÆromszög-szög. í g y a fentihez hasonlóan lÆtható, hogy a felosztott hÆlózat 
polÆrisÆra az r j hÆnyados egy, a (32)-höz közeli ØrtØknØl nem kisebb. 

Nem is ismerünk olyan gömbhÆromszöghÆlózat-sßrítØsi eljÆrÆst, amely 
tetszıleges hÆlózathoz egy sßrßbb hÆlózatot rendel, Øs amelyre a sßrßbb hÆló-
zathoz tartozó poliØder polÆrisÆra az r j hÆnyados elØg kicsi lenne (mondjuk 
aszimptotikusan kisebb, mint valamely, a (32)-beli ØrtØknØl kisebb szÆm). 
E g y i lyen hÆlózatsßrítØsi eljÆrÆs esetØben az œj csœcsokat valószínßleg több 
bÆromszög figyelembevØtelØvel kell elhelyezni. 

6.2. Egyforma ØlhosszœsÆgœ duÆlis gömbrÆcsok 

A gömbbe írt, 5- Øs 6-Ølß cellÆkból Ælló, hÆromØlß csœcsokkal rendelkezı 
rÆcs egyes cellÆit ÆltalÆban tØrbeli sokszögek hatÆroljÆk. Az, hogy ezek a sok-
szögek mind síkbeliek legyenek, elØg sok megkötØst jelent. Ha a csœcsok szÆma c, 
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azok 2c adattal jel lemezhetõk, és a megfelelõ csúcsok egy síkba esése (3c/2) — 6 
egyenletet ad. Ebbõl azt gondolhatjuk, hogy létezik i lyen poliéder. Kis lapszám 
esetén valóban nem nehéz konstruálni öt- és hatszögû lapokkal határolt, 
háromélû csúcsokkal rendelkezõ, gömbbe írt poliédereket. Példaként említjük 
az (5, 6, 6) szimbólummal jelölt archimedesi testet . Nagy lapszám esetén azon-
ban nem tudjuk, hogy létezik-e a fenti tulajdonságokkal rendelkezõ poliéder. 

10. ábra. Öt- és ha tszögû cellákból álló gömbi háló model l je 

A továbbiakban eltekintünk a cellák síkbeli voltától, és azt a kérdést 
vizsgáljuk, lehetnek-e a sokszögek élei egyforma hosszúak. 

Ha létezik i lyen rács, akkor azt a gömb középpontjából a felületre vet í tve 
a gömbnek egy felbontását kapjuk gömbi öt- és hatszögekre, miközben az 
összes él egyforma hosszú. Ezentú l i lyen gömbi hálózatokat tekintünk, és 
kiköt jük még az öt- és hatszögek konvexitását is (10. ábra). 

Kiindulunk az ikozaéder gömbi hálózatából. Olyan gömbi hálózatokat 
keresünk, amelyekben a t izenkét ötszög szabályos, középpontjaik az ikozaéder 
csúcspontjai és csúcsaik az ikozaéder élein vannak. Továbbá a hálózat ugyan-
o lyan szimmetriákkal rendelkezik, mint az ikozaéder, és a hatszögek olyan 
módon csatlakoznak, mint a l l .  ábrán. Az egyik hatszöglap (amelyiket közép-
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sõnek hívhatunk) szabályos, középpontja egybeesik az ikozaéderlap közép-
pont jával , oldalai pedig merõlegesek az ikozaéderlap magasságvonalaira (az 
ábrán vastag vonal jelöli). 

Az ikozaéderoldalnak az ötszögeken kívül esõ szakaszán fe lvál tva hat-
szögoldalak, ill. hatszögátlók fekszenek, a hatszögoldalak száma n', n'—1,2, . . . . 
Az ábrán az ikozaéderoldal által félbevágott hatszögek másik fele nincs 
lerajzolva. 

Gömbi trigonometriai számításokkal n' = 1, ill.  n' = 2-esetén a hatszög-
oldal ^ 2 3 ° 17', ill. 11° 35' (n' = l - re az (5, 6, 6) szimbólumú archimedesi test 
gömbi hálózatáról v a n szó). 

n' = 3 esetén valószínû, hogy a feladatunknak egyetlen megoldása van. 
( I t t a felosztást je l lemzõ adatok száma megegyezik az egyenletek számával.) 
n' ]> 4 esetében a felosztást je l lemzõ adatok száma nagyobb az egyenletek 
számánál. Emiatt valószínû, hogy a keresett t ípusú hálózat létezik, sõt bizo-
nyos számú paraméter szabadon megválasztható. Ezeket bizonyítani viszont 
nem tudjuk. 

Bizonyos tengeri egysejtû ál latok, a radiolariák vázának tulajdonságaiból 
k i indulva magyarázatát adtuk annak, hogy megközelítõen egyenletes hálózatú 
rács esetében miért az ötös, hatos és a hetes szám dominál a rácsban. Neveze-
tesen, háromszöghálózatú, megközelítõen egyenletes rácsban az egy csomó-
pontba befutó rudak száma miért 5, vagy 6, vagy 7. 

11. ábra. Egyen lõ élhosszúságú hálózat elrendezési sémája a gömbi 
ikozaéder egy lap ján 

7. összefoglalás és értékelés 
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A tovÆbbiakban a hÆromszöghÆlózatœ gömbrÆcsok közül csak az öt- Øs 
hatØlß csomópontokkal rendelkezıkkel foglalkoztunk. MegÆllapítottuk, hogy 
az ismert felosztÆstípusok esetØben a rÆcsban levı leghosszabb Øs legrövidebb 
rœd hosszÆnak arÆnya, azaz az r j hÆlózat-egyenlıtlensØgi hÆnyados a rÆcs 
hÆlózatÆnak sßrítØsØvel növekszik, vagyis a hÆlózat egyenletessØge romlik. 
Egyes felosztÆssorozatokra � melyekre a felosztÆs mindig sßrßbb Øs sßrßbb 
hÆlózattal tetszılegesen sokszor megismØtelhetı vol t � kimutattuk, hogy 
a hozzÆjuk tartozó ^-sorozatok korlÆtosak Øs lØtezik hatÆrØrtØkük. Sıt igen 
jól megbecsültük ezeknek a hatÆrØrtØkeknek az inf imumÆt is. 

A különbözı felosztÆsmódoknÆl a hatÆrØrtØkek az alÆbbiak voltak: 
az ikozaØder Fuller-fØle felosztÆsa: 1,480, 
az (5, 5, 5)g poliØder Fuller-fØle felosztÆsa: 1,347, 
az ikozaØder [17]-ben javasolt felosztÆsa: 1,284, 
az ikozaØder oldalfelezØses felosztÆsa: 1,195, 
az 5.6. szakaszban ismertetett konstrukció: 1,178. 
Az ikozaØder oldalfelezØses felosztÆsÆra Øs az 5.6. szakaszban ismertetett 

konstrukcióra r j n monoton növı, így az elıbbi felosztÆsra 1,195, míg az utób-
bira 1,178 az 7jn sorozat felsı korlÆtja. 

Ha tekintet tük az összes elkØpzelhetı hÆromszögfelosztÆst, akkor az 
adott lapszÆmœ felosztÆsokhoz tartozó r j szÆmok inf imumÆnak limes inferiorja 
(amikor a lapszÆm a vØgtelenhez tartott) , 1,1756 Øs 1,1780 között vol t . Amikor 
eleve kikötöttük, hogy a hÆromszöghÆlózatban csak öt- Øs hatØlß csomó-
pontok szerepelhetnek, a l imes inferior akkor is a fenti kØt ØrtØk közØ esett. 

A hÆromszöges hÆlózatok duÆlisÆra is vØgeztünk hatÆrØrtØk-vizsgÆlatot. 
A [17]-ben javasolt felosztÆs poliØdereinek polÆrisai segítsØgØvel megÆllapí-
tottuk, hogy a gömb körØ írt, öt- Øs hatszögß lapokkal hatÆrolt poliØdereknØl 
az r] hÆlózat-egyenlıtlensØgi hÆnyados adott lapszÆmœ poliØderekre vet t infi-
mumÆnak limes inferiorja 1 Øs 1,595 között van. 

VØgezetül nem nagyszÆmœ cella esetØn kimutattuk, hogy lØtezik olyan 
öt- Øs hatszögß cellÆkból Ælló gömbi hÆló, amelyben minden cellÆt azonos 
hosszœsÆgœ oldalak hatÆrolnak. Ez a szemlØlet alapjÆn vÆrható vol t . 

Dolgozatunk legfontosabb eredmØnyei a hÆromszöghÆlózatœ gömbrÆcsokkal 
kapcsolatosak. Gyakorlati szempontból kØt dolog Ørdemel külön is f igyelmet. 

1. A [17] jelß tanulmÆnyban vØgzett vizsgÆlatok megÆllapítottÆk Øs 
dolgozatunkban az 5. ÆbrÆn is lÆtható, hogy bÆrmely ØrtØkØt rögzítjük is 
a különbözı hosszœsÆgœ Ølek szÆmÆnak, a [17]-ben javasolt felosztÆs mindig 
több hÆromszöget, azaz sßrßbb hÆlózatot eredmØnyez mint a mØrnöki gyakor-
latban legelterjedtebb kØt Fuller-fØle felosztÆs. Mostani vizsgÆlataink sorÆn 
pedig mØg azt is sikerült kimutatni , hogy a [17]-ben javasolt felosztÆs aszimp-
totikusan egyenletesebb hÆlózatot biztosít mint Fuller kØt hÆlózata, hiszen 
az r j hÆnyadosÆnak hatÆrØrtØke kisebb, mint a Fuller-fØle hÆlózatok r j hÆnya-
dosainak hatÆrØrtØkei. Mindent egybevetve az adódik, hogy egy hÆromszög-
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hÆlózatœ gömbi rœdszerkezet � elØg nagy hÆromszögszÆm mel let t � a [17] -ben 

javasol t fe losztÆs segítsØgØvel kevesebb különbözı hosszœsÆgœ rœddal Ø p í t h e t ı 

meg mint a Fuller-fØle fe losztÆsok esetØben, Øs a rudak hossza is kevesebbe t 

fog egymÆstó l eltØrni, min t a Fuller-fØle felosztÆsok ese tØben . 

2. H a a minØl egyenletesebb hÆ lózat biztosítÆsa a fıcØl, akkor n e m 

tœlzot tan lØnyeges , hogy a különbözı hosszœsÆgœ rudak szÆma m e n n y i lesz 

a rÆcsban. Az 5.6. szakaszban ismertetett felosztÆsi konstrukciónÆl a kü lönbözı 

hosszœsÆgœ rudak szÆma arÆnylag nagy , mØgis v a l a m e n n y i rudat e g y f o r m a 

hosszœra lehet gyÆrtani. A konstrukció ugyan i s olyan felosztÆssorozat, a m e l y h e z 

tartozó ?j-sorozat minden tagjÆra 1,1780 fe lsı korlÆt (ez az ØrtØk az e lmØlet i 

aszimptot ikus alsó korlÆtnÆl, 1,1756-nÆl alig nagyobb). Köve tkezØskØpp � a 

felosztÆssorozat bÆrmelyik tagjÆt t ek in tve � a rÆcsban a leghosszabb rœd 

hossza a legrövidebb rœd hosszÆtól 17 ,8%-nÆl kevesebbet tØr el. Az i l yen mØr-

tØkß hossz-differenciÆkat pedig a csomópont i i l lesztØseknØl is biztosítani l ehet . 
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v e t t ü k Æt . 

Morphology of Spherical Grids. Some problems of construct ion of grid networks f i t t e d 
o n t o spherical su r faces are dea l t w i t h . First of all , t h e uniformity of t h e grid n e t w o r k s is 
invest igated a n d in th i s connection t h e problem how a polyhedron in sc r ibed into, or c i r cum-
scribed abou t a sphere having a g rea t number of f aces can be c o n s t r u c t e d , for which t h e 
quo t i en t of the longes t and shor tes t edges is the m i n i m u m . The mos t i m p o r t a n t result of t h e 
p a p e r is t h a t u n d e r different , f r o m t h e practical p o i n t of view i n t e r e s t i n g conditions, es t i -
m a t e s are given for the value of t h i s quot ient . 

Morphologie der Kugelg i t te rwerke . Es werden einige Probleme d e r Kons t ruk t ion v o n 
Gi t t e rwerkne tzen , die sich einer Kuge l f l ä che anschmiegen , behandelt . V o r al lem wird die Gleich-
mäßigkei t der Gi t te rwerknetze u n d in diesem Z u s a m m e n h a n g auch d a s untersucht , ob u n d 
wie man ein in e ine Kugel e ingeschriebenes oder e iner Kugel umgeschr iebenes de ra r t i ges 
Polyeder mi t g roße r Sei tenf lächenzahl kons t ru ie ren kann , bei w e l c h e m der Quot ien t de r 
längs ten und k ü r z e s t e n Kanten m i n i m a l ist. Das wich t igs t e Resul ta t d e r Abhandlung is t , d a ß 
bei verschiedenen, v o m p rak t i s chem S t a n d p u n k t a u s interessanten Nebenbed ingungen , f ü r 
diesen Quot ien ten Schätzungen gegeben werden k ö n n e n . 
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