
FERDE FOGAZATÚ HENGERES KEREKEK 
UJJMARÓJÁNAK LEFEJTŐ GYÁRTÁSA 

I I I . AZ U J J M A R Ó Á L T A L E L Ő Á L L Í T O T T F O G O L D A L 

E V O L V E N S J E L L E G É N E K V I Z S G Á L A T A 

L I P K A ISTVÁN* 

[Beérkezett 1974. április 3-án] 

A ferdefogú fogaskerék marására szolgáló ujjmaró forgási felülete, a dolgozat 
I. részében alkalmazott determinánsos eliminációs módszerünkkel vezethető le, amely 
az ujjmaró forgási felületét egy felületsereg burkoló felületeként állítja elő. Az ilyen 
módon nyert ujjmaróval mart ferdefogú kerék fogoldala szintén egy burkoló felület 
lesz, éspedig a marófelület generáló mozgása által előálló felületseregnek a burkoló 
felülete. Ez a felület evolvens csavarfelület, vagyis olyan csavarfelület, amelynek hom-
lokmetszete közönséges hegyes körevolvens és igy ez a burkoló felület valóban megfelel 
a ferdefogazatú kerék fogoldalfelületének. 

VIII. A fogoldalfelület 
paraméteres egyenletrendszerének a levezetése 

Az u j j maró fo rgás i fe lü le tének — amely e g y p a l á s t ú forgási h iperboloidok 
seregének burkoló fe lü le te — a prof i lgörbéjére , a m e l y e t a f e lü le tnek az (x, y)-
koord iná tas íkka l v a l ó metszése á l t a l n y e r ü n k , a következő pa raméte res 
egyenle t rendszer v e z e t h e t ő le I . [2 ] : 

r 
* = h ra sin2 yQ[—tan y + (y — y„)] sin y ; 

COS Cp 
(17) 

y = ra sin y 0 ( l — sin2 ya sin2 y)1 '2 [ t a n у — (у — y 0 ) ] . 

H a az (x, y ) s í kban fekvő — a (17) egyenle t rendszerre l megado t t 
p ro f i lgörbé t a-szöggel az я- tengely körül e l f o r g a t j u k (17. áb ra ) , akkor előáll 
az u j j m a r ó forgási fe lü le te , a m e l y n e k pa raméte res egyenle t rendszere , ha a (17) 
a l a t t i kifejezésekre beveze t j ük az a lábbi röv id í tő jelöléseket: 

/ = —— h ra sin2 ya[—tan y + (y — y0)] sin y ; 
c o s y ( l r ) 

g = ra sin y a ( l - sin2 ya sin2 y)1 '2 [ t a n y — (y - y 0 ) ] , 

* Lipka István, 1119 Budapest, Szakasits Á. u. 43. 
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17. ábra. Az ujjmaró profilgörbéjének elforgatásakor létre jövő forgási fe lület 

a köve tkező alakú lesz: 

y = g cos a , 

z = g s in ОС, 

amely k é t p a raméteres egyenle t rendszer (cp és oc a paraméte rek) . Mos t már 
a f e rde fogú kerék fogo lda lának a m a r á s á n á l ez a forgási felület végez egy 
c sava rmozgás t (18. áb ra ) , t ehá t v a l a m e l y t-szöggel va ló elforgást a z-tengely 
körü l és egy с • t d a r a b b a l való e l to lódás t a z-tengely i r á n y á b a n (c = ra t a n ya). 
E csavarmozgás á l ta l a fe lüle teknek, az u j j maró fo rgás i felületének, e g y serege 
kele tkezik , amelynek burko ló fe lüle te szolgál ta t ja a m a r t fogoldal felületét . 
Ezek szer in t a forgási felületek se regének anal i t ikus előállítása a következő 
a lakú : 

Ezzel a h á r o m p a r a m é t e r e s , cp, t, x a p a r a m é t e r e k , egyenle t rendszerre l előáll í tot t 
fe lü le tseregnek a burko ló felületét f o g j u k megha tá rozn i eliminációval, amelyhez 
k i s z á m í t j u k a köve tkező h a r m a d r e n d ű f ü g g v é n y d e t e r m i n á n s t : 

X = / cos t — g cos oc sin t, 

Y = f sin t + g cos oc cos t, 

Z = g sin oc -j- cf. 

(18) 

э х э х э х 

дер dt Эос 

Э(Х, Y,Z) _ Э У 9 У ЭУ 
= D . 

д(ер, t, ос) дер dt дос 

Э Z Э Z Э z 

дер dt Эос 
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18. ábra. Az ujjmaró forgása és csavarmozgása folytán a fogoldal jelentkezik az ujjmaró-sereg 
burkoló felületeként 

Az X, Y és Z függvények parc iá l i s d i f ferenciá lhányadosai , a vá l tozók szer in t i 
d i f ferenciálás t röviden indexszel , t ovábbá az f és g f ü g g v é n y e k 99-szerinti 
d i f fe renc iá lhányadosá t meg vesszővel je lölve: 

Xv = f cos t — g' cos x sin f, 

Y y = / ' sin t + g' cos x cos í, 

z<p = g' sin «» 

Xt = — f sin t — g cos x cos t, 
X a = g sin x sin í ; 

Yt—f cos t — g cos x s in t, 
Y a = —g sin x cos t, 

Z, = c, 
Zx = g cos x. 

Ezekke l a D = Y, Z)jQ(cp, t, x) f üggvényde te rmináns 

D 
f cos t — g' cos a - s i n t — / s i n f — g cos a - c o s t s in a - sin t 
f sin t + g' cos x • cos f f cos t — g cos x • sin t — sin x • cos t 

g' sin a с cos a 

A de t e rmináns t a ha rmad ik sora szerint k i f e j t v e : 

— D = g Sin X 
—f sin t — g cos X • cos t sin X • s in t 

f cos t — g cos x • s in t —sin x • cos t 

— с 
f cos f — g' cos x • sin t s in x • sin t 

f sin t -j- g' cos x • cos t —sin X • cos t + 

/ ' cos t — g' cos x • sin í —f sin t — g cos x • cos t 
f sin t + g' cos x • cos í / c o s t — g cos X • sin t 

+ cos X 

= g' sin x • g sin x • COS X + cf s in X + cos x ( f f + gg' cos2 x). 
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T e h á t a D f ü g g v é n y d e t e r m i n á n s r a n y e r t ü k , hogy: 

— D = gg' cos x s in 2 x + cf sí« « + c o s x ( f f + gg' cos2 «) = 0 , g 

v a g y cos2 x he lyébe (1 — sin 2 x) é r t éke t í r v a : 

a h o n n a n 

y D = cf sin a + cos « ( / / ' + gg') = 0 , 
О 

f f + gg' t a n x = 
cf 

(19) 

a t a n a - n a k ez t az é r t é k é t k i f e j ezzük a 99 p a r a m é t e r r e l . A t a n x (19) a l a t t i k i fe-
jezésének a s zámlá ló j á t r ö v i d e n e lőá l l í t j a k ö v e t k e z ő d i f f e r e n c i á l h á n y a d o s : 

2 dcp 

A z / é s g (17 ' ) a l a t t i é r t é k e a l a p j á n k ö n n y ű számolássa l a d ó d i k , l iogy: 

f + g2 = h r a sin2 ya( — t a n 99+95 — 950) s i n f 
cos 95 

+ 

+ (r0 sin y e ( l — sin2 ya s in2 95)1'2 ( tan 95 — (95 — 9 > 0 ) ] ) 2 = 

r2 

= T b 2Гд sin2 ya [ — t a n 99 + (99 — 990)] t a n 99 + 
cos2 99 

+ r2 sin2 ya [ t a n 99 — (99 — 9 7 0 ) ] 2 , 

a m e l y n e k 95-szerinti d i f f e r e n c i á l h á n y a d o s a : 

d(f + g2) 
dcp 

= 2 ( f f ' + g g ' ) = 2rlslU<P + 2r2 sin2 ya I Î — + l ) t a n 97 + 
c o s " 99 ( C O S 2 97 I 

+ 2r2 sin2 ya [ — t a n 99 + 99 — 970] 

+ 2r2 sin2 ya [ t a n 99 - (99 — 990)] 

C O S 2 99 
+ 

COS 2 99 

— 2r2 

4-<f a 

= 2 r2 

= 2r2 

sin 99 t a n 99 . 
— sin2 уа 1- sin2 ya(<p — cp0) 
C O S 3 97 C O S 2 99 

t a n 99 . t a n 99 . 
— sin2 у а 1- sin2 ya(99 — 990) 

C O S 2 99 C O S 2 97 

t a n 
cos2 yQ f - + s in 2 ya(cp - cp0) 

cos ' 
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T e h á t a (19) a l a t t i t ö r t számlá ló já ra a köve tkező ki fe jezés t v e z e t t ü k le: 

ff'+gg' = Л 
, t a n c p . . . 

cos2 y a h sin2 ya(cp — < p 0 ) 
cos2 <p 

(19') 

A (19) a la t t i kép l e tben szerepel még / - n e k a d i f f e renc iáhányadosa : / ' ; ez 
(17 ' ) szerint : 

d f r a sin ( p 
~ = — + r a sin2 ya 
dcp cos2 <p cos2 <p 

+ rQ sin2 y a ( — t a n <p + 93 — < p 0 ) cos cp = 

+ 1 sin <p - f 

r a s in c p 

cos2 Cp 

s m У a 8 1 n 4> , • 2 С \ 
— r a г h r a sin2 ya cos c p { c p — c p 0 ) 

COS2 Cp 

T e h á t 
, va sin c p . 

f = Г cos2 y a + Ta sin2 y a ( c p - c p 0 ) 
cos2 cp 

cos c p = 

t a n y cos2 y a + sin2 y a ( c p — c p 0 ) cos c p 
cos c p 

a m e l y ér téke t , v a l a m i n t (19') a l a t t i t a (19)-be í rva : 

t a n x = 
с 

т\ cos2 уa
 t a n y + sin2 ya(cp - c p 0 ) 

1 L cos2 cp 1 

r a cos2 y a
 t a n y + sin2 ya(cp — c p 0 ) cos c p 

L cos c p 

•rn . 
с • cos c p 

Ezzel az a - p a r a m é t e r t k i f e j ez tük a 99-paraméterrel: 

t a n x = — 

és mivel : 

azér t 

1 -I- t a n 2 x = 

с • cos c p 

1 _ C2 COS2 c p + Г а 

COS2 X c2 cos2 cp 

COS X = — 
с cos c p 

][rl + c2 cos2 cp 
Sin X = 

Yrl + c2 cos2 cp 

M o s t már , ha az így nyer t cos x és sin x é r t ékeke t a (18) a la t t i egyenle t rend-
szerbe he lye t t e s í t j ük , akkor m e g k a p j u k a bu rko ló fe lület , vagyis a m a r t felület 
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k é t p a r a m é t e r e s egyen le t rendsze ré t : 

v r , с cos (p 
X = j cos t + g sin t , 

У r2 c2 cos2 9? 

. . - . С C O S 95 
У = / sin t — g • cos t, 

У R2 + C 2 C O S 2 99 

Z = g a + ct, 
Уг2 + с2 cos2 99 

a h o l 99 és t a p a r a m é t e r e k , / é s g je lentése ped ig a (17') a l a t t i . 

IX. A fogoldal homlokmetsze tében fel lépő prof i lgörbe paraméte res 
egyenletrendszerének a levezetése 

Megha tá rozzuk a fogoldalfe lüle tnek, ame lynek pa ramé te re s egyenle t 
r endsze ré t az előző p o n t b a n v e z e t t ü k le, a metszésgörbé jé t az {x, y ) -koo rd iná t a 
s í k k a l (homloksík), amely görbérő l meg kell m u t a t n u n k , hogy az közönséges 
h e g y e s körevolvens . 

H a Z = 0, akkor a fogoldalfe lüle t egyenle t rendszerének h a r m a d i k 
egyenle téből : 

g 
С У RI + С 2 C O S 2 99 

a m e l y értéket az első ké t egyenle tbe írva, n y e r j ü k a metszésgörbe pa ramée te r e s 
egyen le t rendszeré t , a következő egypa ramé te re s egyenle t rendszer t : 

r 'a X = j cos — 
С У R I -F- С 2 C O S 2 99 

С COS 99 

У ri С2
 C O S 2 (р [ с У г2 -(- с2 cos2 rp t 

у = — / s i n g 

— g 

С У r i + с2 cos2 <р , 

С COS 99 

УГД + С 2 C O S 2 ( С COS^ 99 

A h h o z , hogy er rő l a görbéről k i m u t a t h a s s u k , hogy az hegyes körevolvens , 
az egyenle tekben fellépő ki fe jezéseket á t a l a k í t j u k . Először is a g (17') a la t t i 
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kife jezésében fellépő négyzetgyök é r téke , ha a b b a n sin2 cp he lyébe (1 — cos2 cp) 
é r t éke t í runk , a k ö v e t k e z ő lesz (y mellől az a i ndexe t mos t m á r e lhagy juk ) : 

(1 — sin2 y • sin2 qp)1'2 = (cos2 y -f- sin2 y • cos2 qp)1/2 . 

Mivel pedig c/a = t a n y, vagyis sin y = (с/а) cos у, azért a négyze tgyök é r téke : 

I c2 W2 

( c o s 2 у + s i n 2 у • COS 2 (p)1/2 = c o s 2 у - | c o s 2 у • COS2 Cp = 

(a2 cos2 у - j - c 2 cos2 у • cos2 < p ) 1 / 2 c o s y „ . . „ 
= — = (а- + с2 cos2 q?)1'2 — 

а а 

= (1 — sin 2 у • sin2 < p ) V 2 . 

E n n e k f igyelembevéte lével a g (17 ' ) a l a t t i k i fe jezése: 

g == а sin у C 0 S P (а2 -+- с2 cos2<y)1'2 [ t an q? — (cp — qp„)], 
a 

amiből nye r jük , h o g y : 
g 

— sin y • cos y • [ t a n cp — (<p — çi0)]. (20) 
(а2 + с2 cos2(рУ'2  

Az 

/ = q Ь r 0
 s i n 2 r ( — t a n у + c p — ( p 0 ) sin c p 

cos c p 

ki fe jezés t pedig a köve tkezőképpen a l a k í t j u k á t . Beszorozzuk sin qp-vel, 
amiko r is: 

/ — q h ra s ' n 2 Y 
cos c p 

cos2 cp — 1 
+ (?> — n) sin <P 

cos c p 

с r a , - 2 r a s i n 2 y 
/ = b r a sin2 у cos cp b r a sin2 y ( c p — <p0) sin cp ; 

cos c p cos c p 

v a g y a jobboldalon az első és h a r m a d i k t ago t egybefogla lva: 

cos2 CP 
f = r a b r a s in 2 У COS cp + r a s in 2 y ( c p — c p 0 ) s i n cp . 

COS c p 

Mivel с = r t an y, a zé r t 
2 2 о о С 

COS 2 у = , s i r у = 
r l + c 2 r i А- с2 
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a m e l y e k e t / e l ő b b i k i fe jezésébe h e l y e t t e s í t v e : 

r 2 1 c 2 c 2 

+ ra 2 , cos <P + ra U p - < p 0 ) s in <p = 
Г a + С COS <p Г а + С2 Га + С2 

1 f T* 
r 2 + C2 [ COS ( 

+ r ac2(cos <P + <P — <Po) sin <P 

A záró je lben á l ló t ö r t s z á m l á l ó j á t szorozzuk meg (cos2 cp -)- sin2 q?) = 1-gyel, 
e k k o r a t ö r t : 

Г 2 I^(C0S 2 Cp + S Í n 2 < p ) , , , 
— — = r* cos <p + r2 t a n cp sin c p , 

cos c p cos c p 

a m e l y e t a z á r ó j e l b e be í rva : 

/ = 1 { r® c o s cp + r3
a t a n cp s i n cp + rac2 c o s cp + rac2(cp - < p 0 ) s i n <p} = 

Г а + С2 

= „ 1
 0 { r a ( r 2 -f c2) cos cp + r3

a t a n cp sin cp + rac2(<p — <p0) sin c p } = 
Л + с 2 

= ra c o s < p + . Г а
 0 [r2a t a n c p + c 2 ( c p — qp 0 ) ] s i n c p . 

r l + c 2 

I d e a c2 = r2 t a n 2 у é r t éké t b e v e z e t v e vegül i s az / á t a l a k í t o t t k i f e j ezese: 

f = ra cos cp -f r a [cos 2 у t a n cp sin2 y ( c p — <p0)] sin cp . (21) 

E z e k u t á n t e k i n t s ü k a me t szésgörbe p a r a m é t e r e s egyen le t r endsze ré t , a m e l y b e n 
a sin és cos f ü g g v é n y e k a r g u m e n t u m a : 

ra g 
с (r2 + с2 cos2 с р ) У 2 

Mivel r/c = co t у és (4) s ze r in t : 
g 

(r2 + с2 cos2 cp)1'2 

a z é r t a sin és cos f ü g g v é n y e k a r g u m e n t u m a : 

= s i n у c o s у [ t a n cp — ( c p — q > 0 ) ] , 

g 
с (r2 -)- с2 cos2 cp) 
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amelyet j e lö l jünk röv idség kedvéér t c p - x e l : 

y> = cos2 y [ t an cp — (cp — 9?0)]. 

Ez t a je lö lés t a metszésgörbe p a r a m é t e r e s egyenle t rendszerébe beveze tve , 
az a (20) és (21) szerint a következő a l a k ú lesz: 

X = } r a cos cp -j- r a [cos2 y t a n cp + sin2 y(cp — <p0)] sin 99} cos cp — 

— r a sin2 y COS c p [ t a n cp — ( c p IJ90] sin Cp , 

y = — {ra cos cp + r a [cos2 y t a n cp + sin2 y ( c p — <p0)] sin 9?} sin cp — 

— r a sin2 y cos cp [ t an cp — (cp — c p 0 ) ] cos cp . 

H a röv idség kedvéért r a = 1 értéket v e s z ü n k fel, és sin2 y helyébe (1 — cos2 y) 
é r t éke t í r u n k , akkor я és y kifejezését a köve tkezőképpen a l a k í t h a t j u k á t : 

X = -{cos cp -f [cos2 y ( t an cp — (cp — cp0)) cp — gp0J sin cp} cos cp — 

— [sin cp — (cp — c p 0 ) cos <p — cos2 y cos cp [ tan cp — (cp — 99 0 ) ] ] sin cp, 

ahol cos2 y [ tan cp — (cp — 99,,)] helyébe a rövidí tő cp j e l e t bevezetve: 

X = -[cos 99 -f- ( c p + c p — c p 0 ) sin c p } cos c p — [sin 99 — (99 — q > 0 ) cos 99 — 

— c p cos 99] sin c p = cos ( c p c p ) ( c p 4- cp — c p 0 ) s in ( c p c p ) ; 

t ehá t : 

ж = cos ( c p + c p ) + ( c p + 99 — 990) sin (99 + c p ) . 

Hason lóképpen az у k o o r d i n á t a e lőál l í tása: 

у = — -[cos 99 + ( c p + 99 — 990) sin c p } s in c p — 

— [sin 99 — (99 — 990) cos c p — c p cos 99] cos cp — 

= — sin (99 4 - c p ) + ( c p + 99 — 0) cos (99 + c p ) . 

Ha e z u t á n a görbét az ж-tengelyre v o n a t k o z ó a n t ü k r ö z z ü k , vagyis у helyet 
— у é r t é k e t í runk, a k k o r a metszésgörbe p a r a m é t e r e s egyenlet rendszere 
a köve tkező alakú lesz: 

ж = cos (99 + c p ) + ( c p + c p — 990) sin ( c p + c p ) ; 

у = s in (99 + c p ) — ( c p + 99 — c p 0 ) sin ( c p + 99). 
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Végül fo rgassuk el a görbét az 0 origó körü l (—y0)-szöggel, vagy i s végezzük 
el az 

X = x cos cp0 -f- y sin y 0 , 

Y — —x sin y 0 -j- y cos y 0 

t r ansz fo rmác ió t , akkor a görbére a köve tkező paraméte res egyenle t rendszer t 
k a p j u k : 

X = cos (y + cp — y 0 ) + (y + cp — yo) sin (y -f- cp — yo), 

Y = sin (y - f y — y 0 ) — (y + cp — y 0 ) cos (y + cp — yo), 

ami ny i lván a közönséges hegyes körevolvens paraméte res egyenle t rendszeré-
nek felel meg, m e r t ha b e v e z e t j ü k a 

Ф = y - f y — cp0 = (p — y„ + cos2 y [ t an y — (y — y 0 ) ] = 

= (y — у о) sin2 у -f- cos2 y t a n y 

p a r a m é t e r t , akko r az egyenle t rendszer a k ö v e t k e z ő ismert a l a k ú lesz: 

X — cos Ф Ф sin Ф 
Y = sin Ф - Ф cos Ф ' ~ ' 

Generation of End Milling Cutters for Helical Gears, Part 1П. Investigation of the Involute 
Character of the Tooth Flank. The surface of revolution of the end cutter for milling helical 
gears can be calculated by the determinant elimination method presented in Part I. of this 
paper, where the surface of the end cutter has been calculated as the envelope of a set of 
surfaces. The tooth flank of the helical gear milled by this end cutter will be an envelope sur-
face too, i. e. the envelope surface of the set of surfaces produced by the genenating movement 
of the cutter surface. This surface is an involute helicoidal surface: a helicoidal surface the normal 
section of which is a correct involute of a circle and hence the enveloping surface is indeed a 
true flank surface of a helical gear. 

Herstellung der Fingerfräser für Schrägverzahnte Stirnräder nach dem Wälzverfahre n 
Teil III. Untersuchung des Evolventencharakters der von einem Fingerfräser erzeugten Zahn-
flanke. Die Umdrehungsoberfläche eines Fingerfräsers für Schrägzahnräder kann mittels der 
im I. Teil des vorliegenden Aufsatzes abgeleiteten Determinanten-Eliminations-Methode als 
Hüllfläche einer Flächenschar berechnet werden. Die Zahnflanke eines mi t einem solchen 
Fingerfräser gefrästen Schrägzahnrades ist ebenfalls eine Hüllfläche, u. zw. diejenige der 
durch die Bewegung der Fräseroberfläche entstehenden Flächenschar. Diese Hullfläche i s t 
eine Evolventen-Schraubenfläche, d. h. eine Schraubenfläche, deren Stirnschnitt eine gewöhn-
liche Kreisevolvente ist. Derart entspricht die Hüllfläche in der Tat der Zahnflankenfläche 
eines Schrägzahnrades. 

Műszaki Tudomány 51, 1976 
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