FERDE FO{;AZATIj HENGERES KEREKEK
UJJMAROJANAK LEFEJTO GYARTASA

1I1. AZ UJJMARO ALTAL ELOALLITOTT FOGOLDAL
EVOLVENS JELLEGENEK VIZSGALATA

LIPKA ISTVAN*

[Beérkezett 1974, dprilis 3-4n]

A ferdefogii fogaskerék mardsdra szolgdlé ujjmaré forgési feliilete, a dolgozat
I. részében alkalmazott determindnsos eliminiciés médszeriinkkel vezethetd le, amely
az ujjmard forgdsi feliiletét egy feliiletsereg burkolé feliileteként allitja els. Az ilyen
médon nyert ujjmardval mart ferdefogi kerék fogoldala szintén egy burkolé feliilet
lesz, éspedig a mardfelillet generdlé mozgisa dltal el64llé felilletseregnek a burkolé
feliilete. Ez a feliilet evolvens csavarfeliilet, vagyis olyan csavarfeliilet, amelynek hom-
lokmetszete kozonséges hegyes korevolvens és igy ez a burkolé felillet valéban megfelel
a ferdefogazatd kerék fogoldalfeliiletének.

VIII. A fogoldalfeliilet
parameéteres egyenletrendszerének a levezetése

Az ujjmaré forgasi felilletének — amely egypalasti forgasi hiperboloidok
seregének burkolé feliilete — a profilgorbéjére, amelyet a felilletnek az (x, y)-
koordinéatasikkal valé metszése altal nyeriink, a kovetkez6 paraméteres
egyenletrendszer vezethetd le I. [2]:

r . .
“— + rgsin® y,[—tang + (¢ —¢o)] sin g3

cos ¢ (17)

y = rqsin yg(l — sin® y, sin? @)% [tan ¢ — (p — @o)] -

X =

Ha az (x,y) sikban fekvé — a (17) egyenletrendszerrel megadott - -
profilgorbét a-szoggel az x-tengely koriil elforgatjuk (17. abra), akkor el§all
az ujjmaré forgasi feliilete, amelynek paraméteres egyenletrendszere, ha a (17)
alatti kifejezésekre bevezetjiik az alabbi roviditd jeloléseket:

==t rsint yo[—tang + (p — po)] sin g3
cos @ 17)
8 = rgsin y (1 — sin? y, sin’ )12 [tan ¢ — (p — 9o)]
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180 LIPKA ISTVAN

profilgérbe

17. dbra. Az ujjmaré profilgorbéjének elforgatasakor létre jovo forgasi feliilet

a kovetkezé alaki lesz:
=1
y = g cos a,

z = g sin o,

amely kétparaméteres egyenletrendszer (p és « a paraméterek). Most mar
a ferdefogi kerék fogoldalanak a marasanél ez a forgasi felillet végez egy
csavarmozgast (18. dbra), tehat valamely t-szoggel valé elforgist a z-tengely
koriil és egy ¢ - t darabbal valé eltolédast a z-tengely iranyéaban (¢ = r, tan y,).
E csavarmozgas altal a feliileteknek, az ujjmaré forgasi feliletének, egy serege
keletkezik, amelynek burkolé felillete szolgaltatja a mart fogoldal feliiletét.
Ezek szerint a forgasi feliiletek seregének analitikus el6illitasa a kovetkezd
alaku:

X =fcost — gcosasint,
Y = fsint 4 g cosax cost, (18)
Z =gsina + ct.

Ezzel a haromparaméteres, ¢, t, o a paraméterek, egyenletrendszerrel elGallitott

feliiletseregnek a burkolé feliiletét fogjuk meghatarozni eliminaciéval, amelyhez
kiszamitjuk a kovetkez6 harmadrendi fiiggvénydeterminanst:

QX B 0K
g ot 9g

(XY 7) %! aYd. a9y o% il
(e, t, @) By ot = 8
8Z = 9Z: 9Z
dg QfiClos
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FERDE FOGAZATU FOGASKEREKEK UJJMAROJA 181

18. dbra. Az ujjmaré forgdsa és csavarmozgisa folytan a fogoldal jelentkezik az ujjmaré-sereg
burkol6 felileteként

Az X, Y és Z fiiggvények parciilis differencialhanyadosai, a valtozék szerinti
differencialast roviden indexszel, tovabba az f és g fiiggvények g-szerinti

differencialhanyadosat meg vesszdvel jelolve:

X,=f cost —g'cosasint, N
X,
Y,=f'sint 4 g’ cos x cos t, ¥,
: 5%
ZtP e g' sin o, Zt
Z,

—fsint — g cos « cos ¢,

g sin o sin t;

fcost— gcosasint,

—g sin o cos ¢,

c,

& COs .

Ezekkel a D = 3(X, Y, Z)/a(p, t, «) figgvénydeterminans

flcost — g'cosa-sint —fsint
D= |f'sint+ g'cosx-cost fcost
g sina

sin o -sin ¢
— gcoso-sint —sino-cost| g.
c

— gcoso-cost

COS

A determinanst a harmadik sora szerint kifejtve:

1 ;
——D) = g" sin o

; .

+ cos

f'cost — g’ cosa *sint
f'sint 4 g’ cosx * cost
f'cost — g’ cosa -
f'sint + g’ cosa -

=g'sine - gsino

—fsint — gcosa -
fecost — gcosa -

sint —fsint — gcosa - cost
cos i

cos t sin o * sin ¢
sint —sina * cost

sin o * sin t %
—sin a * cost

fcost — gcosa - sint

- cos o + ¢f” sin o + cos x(ff’ + gg’ cos?x).
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182 LIPKA ISTVAN

Tehat a D fiiggvénydeterminénsra nyertiik, hogy:

1
] D = gg’ cos a sin®? « + ¢f’ sin a + cos a(ff’ + gg’ cos’a) =0,

vagy cos? o helyébe (1 — sin? ) értéket irva:

% D = ¢f'sina + cos o ff' +g8') =0,

ahonnan
"+ 88 (19)
of’

a tan a-nak ezt az értékét kifejezziik a p paraméterrel. A tan « (19) alatti kife-
jezésének a szamlalgjat roviden eldallitja kovetkezd differencidlhanyados:

1 df*+g)

S +ess =2 T a

tan 4 = —

Az fés g (17') alatti értéke alapjan konnyii szamolassal adédik, hogy:

Tq

2
+ rysin’ y(—tan @ 4+ ¢ — @) sing| +

P+g=
cos @
+ (rq sin y,(1 — sin? y, sin? )12 [tan g — (p — @o)])* =
2
= r,; + 2r2 sin? yo [—tan g + (p — @o)] tang +
cos? g

+ rasin® y, [tang — (p — @o)]?,
amelynek @-szerinti differencialhanyadosa:

2 .
2r;sing@

WELE) 31 +08) = 1| tang 4

do cos® @

+ 2r5 sin? y, (—

cos? g

+ 2rg sin® [ —tang + ¢ — @] —
cos* @

. 1
+2r§sm2ya[tan¢—(¢—%)]{ T~ 1] =
cos* @

[ sin . tan .

= 2r% —3(]9 — sin® y, 2<P + sin? V(P — ‘Po)] =
| cos® @ cos® @
[ tan . tan .

= 21 f — sin® y, ;p + sin® yo(p — %)] =
| cos? @ cos® @
[ tan .

= 27% COS2 ')’a 032(,; + Sln2 ?a(‘P - ‘Po)] N
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FERDE FOGAZATU FOGASKEREKEK UJJMAROJA 183

Tehat a (19) alatti tort szamlaléjara a kovetkez§ kifejezést vezettiik le:

ff +eg =r; [cos2 Ya

tan . ’
P sint p(p — %)] . 19)

cos? @

A (19) alatti képletben szerepel még f-nek a differencidhanyadosa: f'; ez

(17') szerint:

£:w+rasinz,,a[_ 1 +1] sin g +-
¢

doy cos? g cos?

. r, sin

+ rysin?y,(—tan ¢ + ¢ — @) cos p = ..2_2_"’ _

cos? ¢

sin? y, sin )

— Ta a2 i -+ 74 8in? p, cos @(p — @) .

cos? g
Tehat
, _ Tgsing

cos? g cos® y, -+ 1y 8in? y,(¢ — @g) cos ¢ =

=Tq [ 2P 008y, + sint y,(p — @) cos g J
cos ¢
amely értéket, valamint (19°) alattit a (19)-be irva:

tan ¢

Ta [0052 Yo~ sin® p(p — %)]
cos“ @

tan o« = —

s~

T [cosz 7“% - sin? p,(¢ — @,) cos ‘P] creose

Ezzel az a-paramétert kifejeztiik a p-paraméterrel:

1
tanot = — ———r,,
c-cos @

. .

és mivel:

1 c2cos? g + 12
14 tan?2 o = = .
cos? & c®cos? g
azért
¢ cos . T
cosaz:—:(p__——; smoc:—_q___f—__—.
V2 + c2cost g V2 4 c®cos? g

Most mar, ha az igy nyert cos « és sin « értékeket a (18) alatti egyenletrend-
szerbe helyettesitjiik, akkor megkapjuk a burkolé feliilet, vagyis a mart feliilet
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kétparaméteres egyenletrendszerét:

ccos @ .
X =fcost+g————————5int
! 8 V2 + c% cos? ¢ ’
Y=fsint—g cosy cost,

V2 + ¢ cos?e
ra

I=g————
8 Vr2 + ¢ cos® g

5 ct,

ahol ¢ és t a paraméterek, f és g jelentése pedig a (17’) alatti.

IX. A fogoldal homlokmetszetében felléps profilgérbe paraméteres
egyenletrendszerének a levezetése

Meghatarozzuk a fogoldalfeliiletnek, amelynek paraméteres egyenlet
rendszerét az el6z5 pontban vezettiik le, a metszésgorbéjét az (x, y)-koordinita
sikkal (homloksik), amely gorbérgl meg kell mutatnunk, hogy az kozonséges
hegyes korevolvens.

Ha Z =0, akkor a fogoldalfeliilet egyenletrendszerének harmadik

egyenletéhgl:
Ta 8

= — —

[ e——————
¢ Vri+4 ctcosty

amely értéket az els6 két egyenletbe irva, nyerjiik a metszésgorbe paraméeteres
egyenletrendszerét, a kovetkezd egyparaméteres egyenletrendszert:

Taq 8
X =JCoOS |— —— | —
ree (¢ i)
_g______——_zcmstpz sin{i-——————-——q g ),
V24 ¢ cos? g ¢ Y2+ cteosty
. (Ta 8
= — fsin [-& —=2—| —
y= =t (O i)

. ccos @ cos (Tq 8
er3+czcos2<p {c Vr3+c2cosztp]'

Abhoz, hogy err§l a gorbérdl kimutathassuk, hogy az hegyes korevolvens,
az egyenletekben fellép§ kifejezéseket atalakitjuk. Elgszor is a g (17') alatti
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FERDE FOGAZATU FOGASKEREKEK UJIJMAROJA 185

kifejezésében fellépd négyzetgyok értéke, ha abban sin? ¢ helyébe (1 — cos? ¢)
értéket irunk, a kovetkezd lesz (y melll az a indexet most mar elhagyjuk):

(1 — sin? p - sin? @)} = (cos? y + sin? p « cos? )12,

Mivel pedig c/a = tan 7, vagyis sin y = (c/a) cos y, azért a négyzetgyok értéke:

2 172
. c
(cos? y 4 sin? y- cos? @)1/2 = |cos® y + Y cos?y-costp| =
a
__(a’cos®’y + c?cos’y-cos® )2 cosy

(a% 4 ¢? cos? @)1/2 =
a a
= (1 — sin? y-sin? ¢)!/2.

Ennek figyelembevételével a g (17’) alatti kifejezése:
g=asiny "L (a2 4 ¢ cost )2 [tanp — (p — go)],
a

amibdl nyerjik, hogy:

g

(a? 4 ¢ cos?® @)1/2 = sin y-cos y-[tan ¢ — (¢ — ¢o)] - (20)
Az
r ) )
f= co:gv T 7o sin® p(—tany + ¢ — ) sing

kifejezést pedig a kovetkez6képpen alakitjuk &at. Beszorozzuk sin gp-vel,
amikor is:

r ) cos?op—1 .
f= “-HNM4—4L—+W—Mww}
cos @ cos @
azaz
in?
f= o |y sin?ycosp— 2207 4 rq sin? Y(¢ — @) sin ¢
cos @ cos @

vagy a jobboldalon az els§ és harmadik tagot egybefoglalva:

cos? ¢

f=ra

+ rgsin? p cos p + r,sin? p(p — @ ) singp .
cos @

Mivel ¢ = r tan y, azért

c2

T . .
r: 4- ¢

4
Tq

2. —

cos?y =
s

rg+ c?

in? v —
s sin? y =
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186 LIPKA ISTVAN

amelyeket f el6bbi kifejezésébe helyettesitve:

f=r ra 1 + ¢ cosp +r ¢ (9 ) si
pommnd . r, — — —_— imn =
“rie cosg 242 v Y e Fo i

1 r3 .
=— + rc¥(cos ¢ + @ — sin @} .
R {cow o€*(cos ¢ + @ — o) sin ¢

A zaréjelben 4llé tort szamlal6jat szorozzuk meg (cos? ¢ + sin? @) = l-gyel,
ekkor a tort:
ry _ ri(cos® @ + sin® p)

= =ricosp-t+ritangsing,
cos @ cos ¢

amelyet a zaréjelbe beirva:

1 .
f= —2——17{'% cos @ - 5 tan g sin g + rc? cos g + r.cXp — @) sin @} =
a4 ¢
1

= —{ra(rg + ) cosp + r3 tan @ sin@ + r e — @,) sin (p} =
r -l ¢?

r .
= rpcosp + ——4— [rZtan @ + g — @g)] sing .
ra 4+ ¢?

a

Ide a ¢ = rj tan? y értéket bevezetve végiilis az f atalakitott kifejezése:
f=r,cosp + ry[cos? y tan @ + sin® p(p — @,)] sing . (21)

Ezek utan tekintsiik a metszésgorbe paraméteres egyenletrendszerét, amelyben
a sin és cos fiiggvények argumentuma:

Tq g

¢ (24 c?cos? )2 '

Mivel r/c = cot y és (4) szerint:

g
(72 + ¢* cos? )12

=siny cos y [tan ¢ — (p — @y)],

azért a sin és cos fiiggvények argumentuma :

Ta g

— & —cos?y[t —(p — ,
e (At cteosiy) cos® y [tan ¢ —(¢ — ¢o)]
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FERDE FOGAZATU FOGASKEREKEK UJJMAROJA 187
amelyet jel6ljiink rovidség kedvéért yp-vel:

p = cos’y [tan @ — (p — )]
Ezt a jelolést a metszésgorbe paraméteres egyenletrendszerébe bevezetve,
az a (20) és (21) szerint a kovetkez§ alakd lesz:
x = {r,cos p + r, [cos® y tan ¢ + sin® y(p — @,)] sin ¢} cosp —

— rysin’y cos @ [tangp — (p — @] siny,

y = —{rycos p + 1, [cos?y tan @ + sin® y(p — @,)] sin g} siny —
— rysin’y cos @ [tangp — (p — @y)] cosyp.

Ha rovidség kedvéért r, = 1 értéket vesziink fel, és sin? y helyébe (1 — cos? y)
értéket irunk, akkor x és y kifejezését a kiovetkezSképpen alakithatjuk at:
x = {cosp 4 [cos® y (tang — (p — o)) + ¢ — @,] sing}cosy —

— [sing — (¢ — @o) cosp — cos? y cos ¢ [tan ¢ — (¢ — ¢)]] siny,

ahol cos? y [tan ¢ — (p — @,)] helyébe a rovidits y jelet bevezetve:

x={cosp + (y + ¢ — @y) sinp} cosy — [sinp — (p — @,) cos p —
— ycos@]siny = cos(p +y) + (v + ¢ — @) sin (p +v);

tehat:
x=cos (p +9) + (¥ + ¢ — ) sin (p + v).

Hasonléképpen az y koordinita eldallitasa:

y= _{COS‘P+('P+‘P—‘Po)Sin‘P}Sin’P_
— [sin @ — (p — @,) cos p — y cos @] cos p =
= —sin(p +9) + (¥ + ¢ — o) cos (p +v).

Ha ezutan a gorbét az x-tengelyre vonatkozéan titkrozziik, vagyis y helyet
— y értéket irunk, akkor a metszésgorbe paraméteres egyenletrendszere
a kovetkez§ alaku lesz:

x=cos (p +v) + (¥ + ¢ — ¢y sin (p + ¢);
y=sin(p +9) — (p + ¢ — @o) sin (¥ + ¢).
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188 LIPKA ISTVAN

Végiil forgassuk el a gorbét az O origé koral (—g,)-szoggel, vagyis végezziik
el az

X = x cos ¢y + ¥ sin ¢y,
Y= —=xsing, + y cos g,

transzformaciét, akkor a gorbére a kévetkezd paraméteres egyenletrendszert
kapjuk:

X=cos(p+v—gy)+(@+y—@)sin(p+v — @),
Y=sin(p+y—go) — (9 +v — o) cos(p + v — @),

ami nyilvan a kozonséges hegyes kirevolvens paraméteres egyenletrendszeré-
nek felel meg, mert ha bevezetjik a

P=q@+9p—@y=¢ — @+ cos?y [tang — (p — @y)] =
= (¢ — @o) sin’ y 4 cos’ y tan ¢

paramétert, akkor az egyenletrendszer a kovetkezd ismert alakii lesz:

=1)

X=cos® + Psin D (
Y=sin® — Pcos®[” Vo

Generation of End Milling Cutters for Helical Gears, Part IL. Investigation of the Involute
Character of the Tooth Flank. The surface of revolution of the end cutter for milling helical
gears can be calculated by the determinant elimination method presented in Part I. of this
paper, where the surface of the end cutter has been calculated as the envelope of a set of
surfaces. The tooth flank of the helical gear milled by this end cutter will be an envelope sur-
face too, i. e. the envelope surface of the set of surfaces produced by the genenating movement
of the cutter surface. This surface is an involute helicoidal surface: a helicoidal surface the normal
section of which is a correct involute of a circle and hence the enveloping surface is indeed a
true flank surface of a helical gear.

Herstellung der Fingerfriser fiir Schriagverzahnte Stirnrider nach dem Wilzverfahre n
Teil III. Untersuchung des Evolventencharakters der von einem Fingerfriiser erzeugten Zahn-
flanke. Die Umdrehungscberfliche eines Fingerfrisers fiir Schrigzahnrider kann mittels der
im 1. Teil des vorliegenden Aufsatzes abgeleiteten Determinanten-Eliminations-Methode als
Hiillfliiche einer Flichenschar berechnet werden. Die Zahnflanke eines mit einem solchen
Fingerfriser gefristen Schrigzahnrades ist ebenfalls eine Hiillfliche, u.zw. diejenige der
durch die Bewegung der Friseroberfliche entstehenden Flichenschar. Diese Hullfliche ist
eine Evolventen-Schraubenfliche, d. h. eine Schraubenfliche, deren Stirnschnitt eine gewohn-
liche Kreisevolvente ist. Derart entspricht die Hiillfliche in der Tat der Zahnflankenfliche
eines Schrigzahnrades.
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