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Statikailag hatdrozatlan egyenes rudakbél 4llé sikbeli szerkezetek adott valé-
szinliségli képlékeny torSterhének a szokdsos determinisztikus médszer szerinti sza-
mitidsokhoz képest valé novekedését vizsgiljuk, feltételezve, hogy a kritikus kereszt-
metszetek képlékeny nyomatéki teherbirdsai korlatlanul oszthaté valésziniiségi val-
tozok. A ,,mechanizmusok kombin4ciéjanak médszerét” fejlesztettiik tovdbb a sto-
chasztikus szerkezeti modellre is alkalmassd. A felmeriil§ matematikai és szdmitds-
technikai nehézségek megolddsa utdn a médszert 30 egyszerii keretszerkezet példdjan
vizsgiltuk meg. Az eredmények azt mutattdk, hogy a stochasztikus modellre nagyobb
képlékeny tordteher kisebb szérassal és az egyes kritikus keresztmetszetre nagyobb
megengedhetd tonkremeneteli valdszinfiség adédik a determinisztikus modellhez

képest.

1. Bevezetés

A statikailag hatarozatlan vasbeton- vagy acélszerkezetek torSterhének
meghatarozasa determinisztikus optimalizdlasi médszerekkel részletesen ki-
dolgozott [1, 2, 3]. Ezzel szemben a stochasztikus optimalizalasi médszerek
alkalmazasa teriiletén még sok megoldatlan kérdés akad. Ismeretes, hogy
a statikailag hatarozatlan szerkezet tonkremeneteli valdszintisége kisebb,
mint a statikailag hatarozotté [4]. Ez annak koszonhetS, hogy majdnem az
egész vilagon a félvalésziniliségi méretezést hasznaljik, ahol a ténkremeneteli
valésziniiséget egyetlen kritikus keresztmetszet (elemi hosszisagi ridszakasz)
tonkremenetelére irjak el§. Valéjaban a statikailag hatarozatlan szerkezet
tonkremenetele nem egyetlen, hanem tébb kritikus keresztmetszet egyideji
tonkremenetelével kovetkezik be. Ennek az egyidejd tonkremenetelnek kisebb
a valdszinilisége, mint egyetlen keresztmetszet tonkremenetelének.

2. A szerkezet modellje

A szerkezetek vizsgalatat az alabbi feltevések mellett végezziik:

a) a szerkezet egyenes rudakbél allé sikbeli szerkezet;

b) a teher koncentralt er6kbél allé, egy paraméteres, monoton névekvd,
azzal a korldtozassal, hogy nem alakulhat ki 4llandé nyomatéki szakasz;

c¢) a nyiré- és derékerSk, valamint a hossziranyd alakvaltozéasok hatasa
elhanyagolhaté;
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d) csak a hajlitasi képlékeny csuklék altal meghatarozott torési mecha-
nizmus létrejottével bekovetkezd tonkremenetelt vizsgaljuk;

e) az anyagmodell merev — képlékeny, az elfordulasokat a képlékeny
csuklékba koncentraljuk, s a koztiik lev ridszakaszokat merevnek tekintjiik;

f) azokat az elemi hossziisagi ridszakaszokat (a tovabbiakban kritikus
keresztmetszetek), ahol képlékeny csuklé johet létre, azokon a pontokon kell
felvenni, ahol a nyomaték vagy a nyomatéki teherbirdsok fiiggvényei, vagy
azok els§ derivaltjai nem folytonosak;

g) minden, a tordterhet befolydsolé tényezét determinisztikusnak,
a nyomatéki teherbirasokat azonban korlatlanul oszthaté eloszlasi [8] valé-
szintiségi valtozéknak tekintjiik.

A ¢) és d) feltevésekb8l kovetkezik, hogy nem vizsgaljuk a stabilitas-
vesztés kovetkeztében bedllé tonkremenetelt.

A b) feltétel, mely szerint nem alakulhat ki konstans nyomatéki szakasz,
biztositja, hogy a kritikus keresztmetszet helye determinisztikusnak tekint-
hetd. Ha konstans nyomatéki szakasz létezik, akkor a kritikus keresztmetszet
helye is valésziniiségi valtoz6, s igy a nyomatéki teherbirassal egyiitt csak egy
extremilis eloszlasfiiggvénnyel jellemezhetd.

A g) feltétel szerinti eloszlasfiiggvények tobbek kozt lehetnek normalis
vagy gamma-tipusi eloszlasok is.

3. A feladat megfogalmazasa és megoldasa

A feladat megoldasara a képlékenységtan kinematikai extrémumtételét
haszniljuk fel, azaz meghatarozzuk azt a legkisebb teherparamétert, melyre
torési mechanizmus alakul ki. A megoldésra az dn. ,,mechanizmusok kombina-
ciéjanak médszerét” alkalmaztuk, amely fiiggetlen mechanizmusok rendszeré-
b4l alkotott linearis kombinaciék koziil valasztja ki a tényleges torési mecha-
nizmust, azt, amelyikhez a legkisebb teherparaméter tartozik. Ezt a médszert,
amely determinisztikus modellre mar kidolgozott [9, 1, 2], fejlesztettiik tovabb
a stochasztikus modellre is alkalmas szdmitasi eljirassa. Hasonlé médszert
kozgazdasagi feladat megoldasara téliink fiiggetleniil kidolgoztak [10].

A feladat mindkét modell esetére egy matematikai programozasi feladat-
ként fogalmazhaté meg, melynek minimalizalandé célfiiggvénye a A teher-
paraméter

A=0*-M — min; 1)
el tételrendszere pedig a kovetkezd linedris egyenletrendszerek

O* = t*Of, (2
tre =1, 3
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ahol ® az s szami kritikus keresztmetszet képlékeny elfordulds vektora
®; az m szdmié fiiggetlen mechanizmus képlékeny elfordulasaibél alkotott métrix és
m = s — n, ahol n a statikai hatdrozatlansig foka
e a terhek altal az elemi mechanizmusokon végzett kiils§ munkak vektora
t a torési mechanizmust megadé linedris kombindciés egyiitthaték vektora.

A képlékeny elfordulisok vektorét: [1, 2] szerint a kovetkezdképpen bontjuk
fel:
O=060+-_06-, (4)

A moédszert kiegészitettilk annak bizonyitdsidval, hogy a (4) felbontéds egy-
értelmiiségét biztosité feltétel [6, 7],

6+® 0-=0 (5)

(ahol a jeldlés az vin. logikai szorzat) valéban elhagyhaté. Mind a determinisz-
tikus, mind a stochasztikus modellre bebizonyitottuk, hogy az (5) egyértel-
miiségi feltétel a célfiiggvény széls értékére minden esetben automatikusan
teljesiil. Ennek kovetkezményeként ez a nemlinearis feltétel a feltételrendszer-
b6l elhagyhaté, és a megmaradé feltételek linearisak.

A t vektor pedig a kivetkezd alakba irhaté:

t=1t—1" 6)

ahol t’ az Wj valtozék vektora, amely alkalmasan valasztott t’’ esetén mindig nem-negativ
t’” konstans vektor,

(4) és (6) alapjan a célfiiggvény a kovetkezd lesz:

A= M* - x — min, (7)
(2s+m) (2s+m)

és a feltételrendszer a kovetkezd linearis egyenletrendszerrel adhaté meg

A - x = b, (8)
(2s+m, s+1) (2s+m) (s+1)
ahol M* = [M+*, M-*, 0*], x* = [O+*, O-*, t'*],
_[1—-1—06; -6
A__[O' o* e"‘]’ b_[l—}—e* t”]'

M+ és M- a pozitiv és negativ képlékeny nyomatéki teherbirdsok a kritikus a kereszt-
metszetekben
Iés —I az egységmatrix megfeleld elGjellel.

A képlékeny nyomatéki teherbirdsok a determinisztikus modell eseté-
ben rogzitett értékek, a sztochasztikus modellnél azonban ismert eloszlasi
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valészintiségi valtozék. Ezeknek a képlékeny nyomatéki teherbiriasoknak
a kombin4ciéjaként kapjuk meg a teherparamétert, amely az el6z6kbél
kovetkezden ugyancsak valésziniiségi valtoz6 lesz ugyanolyan tipusi eloszlas-
fiiggvénnyel. A torSteherparaméter eloszlasfiiggvényének tetszleges pontja
— tehat egy adott valdsziniiségli tor6teher — meghatarozhaté a kévetkezs-
képpen.

Ismeretes [8], hogy a korlatlanul oszthaté eloszlasd valészintiségi val-
tozok tetszlleges linearis kombiniciéja is ugyanolyan tipusi eloszlasu valé-
szinfiségi valtozé. Ennek varhaté értéke, szordsa kifejezhetd az eredeti eloszlas-
fuggvények varhat6 értékeivel és szérasaival, valamint a kombinacié egyiitt-
hatéival:

A= (O+)*M+ + (0-)*M-, 9

D) = (0" - ¢+ + {(@F}* - g (10)

ahol gt és ¢~ a megfeleld képlékeny nyomatéki teherbirdsok szérdsnégyzetei,
(O+)% és (0-)2az elforduldsok négyzeteibil alkotott vektorok.

A szerkezet tonkremeneteli valésziniiségét [11] szerint vettiik fel p, =
= 8,2 - 10 -5 értékre. A eloszlasfiiggvényének ismeretében hatirozzuk meg azt
a @+ és O - vektorokiél fiiggd A; értéket, amelynél kisebb t6rferd bekovetkez-
tének valdsziniisége kisebb, mint az el6re megadott p, érték. Jeldlje u, a
standardizalt eloszlasfiiggvény p, kvantilisét, akkor a As érték ezzel kifejez-
hetd:

hs = D(A)uy + 4. (11)

A korébbi kifejezéseket felhasznalva, A, felirhaté az elfordulasvektorok
fiiggvényeként
As = u, Vx*Qx + M*x, (12)

ahol Q = (q*,q~)> a gt és g~ vektorokbél alkotott diagonilmitrix,

Az ily médon kapott, most mar determinisztikus célfiiggvénynek a
minimuma adja meg a stochasztikus modell adott valésziniiségid térSterhét.
Mig a determinisztikus modell célfiiggvénye linearis, s igy megoldasara alkal-
mas a szimplex-médszer, a stochasztikus modell minimalizilandé célfiigg-
vénye azonban, mint ezt [6] munkiban kimutattuk, konkav.

Ilyen célfiiggvény, s linearis feltételrendszer esetén a feladat megoldhaté
a metsz8sikok moédszerével [12], amely szamitégépre jol alkalmazhaté el-
jaras [13].
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4. A médszer gyakorlati alkalmazésa

A pontosabb sztochasztikus szAmitas hatékonysagat néhany kiilénboz8
paraméterii gyakorlati példin vizsgaliuk.

A determinisztikus és a stochasztikus modell dsszehasonlitisara az
egyik lehet8ség az, hogy a determinisztikus modellnél az egyes kritikus kereszt-
metszetekre ugyanakkora (p;) tonkrementeli valésziniiséget irunk el§, mint
a stochasztikus modellnél a teljes szerkezetre (p,) és megvizsgiljuk, hogy
a stochasztikus modell teherbirasa mennyire haladja meg a determinisztikus
modellét.

Bebizonyitottuk [7], hogy ilyen feltételek mellett a determinisztikus
modell teherbiriasa alsé korlatja a stochasztikus modell teherbirasanak.
Ugyancsak megadtunk két egyszerlien szamithaté fels§ korlatot is [6, 7).
Egynyilasi, egyszintes, befogott kereteket vizsgaltunk 7 kiilonb6z8 fuggdleges
és vizszintes koncentrilt terhekbdl all6 teherrendszerre. A lehetséges megoszlo
terheket paratlan szami koncentralt erkbdl allé teherrendszerrel helyettesi-
tettiik.

A kritikus keresztmetszetek képlékeny nyomatéki teherbirasainak el-
oszlasfiiggvényeit normalis eloszlasoknak vettik fel.

A fesztiv (I) és a magassdg (h) ardnya l/h = 2,4, 1/2. A képlékeny nyomatéki teher-
birdsok ardnyait a gerendéra (M)) és az oszlopra (M}) vonatkoezdan az 1. tdbldzatban mutat-

juk be.
1. tablazat

Képlékeny ‘
nyomatéki teherbfrds 1 2 3
tfpusa
+ 3/2 1 3
M;/M),
- 1 2/3 3/2

A + és — jelek azokat a nyomatékokat jelolik, melyek a belsd, ill. a kiils§ oldalon okoznak
hizist az egyes rudakban. A képlékeny nyomatéki teherbirdsok relativ szérdsait a kovetkezd
értékekre vettiik fel:

r = 0,015, 0,05, 0,15 és 0,25.

Természetesen ez utébbindl kis ténkremeneteli valésziniliség esetében a normalis eloszlds fel-
tételezése jelentGs hibat eredinényezhet. Nagy szérasok esetében a szdmitds konvergencidja
is nagyon lassu volt.

Osszesen 30 keretszerkezetet vizsgdltunk meg mind a determinisztikus, mind a sto-
chasztikus modellre. Példaként megadjuk az 1. dbran bemutatott keretszerkezet szdmitdsd-
nak eredményeit a 2. tabldzatban

ahol A5 és 1, a stochasztikus és a determinisztikus modell térGteherparaméterei,
r, a keretszerkezet torSteherparaméterének relativ szérasa,
r a kritikus keresztmetszetek képlékeny nyomatéki teherbfrdsdnak relativ szérisa,
p; a képlékeny tonkremenetel valésziniiségei az egyes kritikus keresztmetszetekben,
figyelembevéve, hogy a teljes szerkezet tonkremeneteli valésziniisége p, = 8,2 . 105,

A 2. tabldzat egyes rovataiban taldlhaté két érték az iterdcié végeredményeként kapott alsé

és felsé hatdar, ugyanis csak korlditozott gépidd allt rendelkezésiinkre.
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P =
h=t
= A\
bt
6%
1. dbra
2. tablazat
\ Paraméterek Képlékeny
éki 2% r
ik ':Zl(::l:;rés 't 3' pi
Feladatok sorszima Hpea
10 2 1 1,104 0,553 1,9 - 102
1,051 0,782 1,6 - 10-3
13 4 1 1,078 0,663 6,1+ 102
1,026 0,887 4,1 - 104
16 1/2 1 1,116 0,500 3,0 -10-2
1,061 0,738 2.7 1052
22 2 3 1,082 0,648 7,4 - 103
1,032 0,862 58101

5. Az eredmények vizsgalata

a) Az eredményekbdl kitiinik, hogy a determinisztikus és a stochaszti-
kus modell teherbirasa kézott jelentds eltérés lehet. Ezeket az eltéréseket ad-

tuk meg a 3. tablazatban.

3. tablazat

0,015

0,05

0,15

)'so/ ldo

2—3%

3—129,

22%,

b) A determinisztikus és a stochasztikus modell szerinti vizsgalatok

nemcsak kiillonb6z8 tordteher paramétereket eredményeznek, hanem nem-

egyszer eltér8 torési mechanizmusokat is. Ld. 2. abra. b) — determinisztikus
modell; ¢) — stochasztikus modell.
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A-24P
A6P

a) ) ~ o &

2. dbra

c) A szerkezet torGteherparaméterének szérasa joval kisebb a stochaszti-
kus modell esetén, mint a determinisztikusnal, ami kiolvashaté a 2. tablazat-
bél. Az r;/r arany 0,5 és 0,78 kozott volt.

d) A két modell eredményeinek osszehasonlitidsira van egy masik lehe-
t6ség is, mégpedig azoknak a p; valésziniiségeknek a meghatarozasa, amelyet
az egyes kritikus keresztmetszetekre kell el6irnunk, hogy a teljes szerkezet
tonkremeneteli valészinlisége a stochasztikus modell szerint p, legyen.
Azoknal a feladatoknil, amelyek elég j6l konvergalnak, ezek a p; értékek
a 10-3—2.1072 tartomanyba esnek, s igy sokkal nagyobbak, mint a deter-
minisztikus modellnél a kritikus keresztmetszetekre elGirt — szokasosan

a teljes szerkezett6l megkivant tonkremeneteli valészintiséggel megegyezs —
pi= 8,2.10-° érték.

6. Kovetkeztetések

Az egyenes rudakbdl allé statikailag hatarozatlan sikbeli keretszerkezet
stochasztikus modellje lényegesen nagyobb teherbirast ad, kisebb szérast
a tor6teherparaméterre és nagyobb megengedhet$ tonkremeneteli valészinii-
séget az egyes kritikus keresztmetszetekre, mint a determinisztikus modell.
Egyes esetekben a torési mechanizmus is eltérd lehet a két modell esetén.

A tovibbi kutatiasokra vonatkozéan tervbe vettik a nyomatéki teher-
birasokat a normilis eloszlasnil jobban leiré eloszlasfiiggvények alkalmazasat,
az anyag rugalmas-képlékeny tulajdonsiganak, valamint a kritikus kereszt-
metszetek helye mint valésziniiségi valtozonak a szamitasba vételét. Sokkal
bonyolultabb szerkezetek esetében sziikségessé valhatik a szamitasi médszer
konvergenciajanak gyorsitdsa is.
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Stochastic Optimization Methods in Collapse Load Analysis. — The increase of the
plastic collapse load of a given probability is investigated for statically indeterminate linear
plane structures, assuming the plastic moment capacities at the critical section to be random
variables of infinitely divisible distribution. The Combinations of Mechanisms method was
developed for the stochastic structural model. The mathematical and computational problems
were solved and 30 simple frame examples were investigated. The results showed higher
plastic collapse load, lower coefficient of variation and higher possible critical section failure
probabilities of the stochastic model as compared to the deterministic one.

Stochastische Optimalisationsmethoden bei Bruchlastrechnungen. — Die Erhéhung
der plastischen Bruchlast gegebener Wahrscheinlichkeit wurde bei statisch unbestimmten
ebenen Stabwerken unter der Bedingung gepriift, daf3 die plastische Momenttragfihigkeit in
den kritischen Querschnitten eine unbegrenzt dividierbar verteilte Zufallvariante ist. Die
Methode der ,,Kombination der Mechanismen’® wurde im Fall einer stochastischen Konstruk-
tionsmodell weiterentwickelt. Mathematische und rechnungstechnische Fragen wurden gelost
und das Beispiel von 30 einfachen Rahmen gepriift. Die Ergebnisse zeigten eine hohere plas-
tische Bruchlast, kleinere Variationskoeffizient und grissere mogliche Wahrscheinlichkeit
der Zerstorung im Fall des stochastischen Modells dem deterministischen Modell entgegen.
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