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Magyar kutatok szamottevd eredményekkel gazdagitottdk a végtelen
csoportok elméletét; 60-nal is tobb azon dolgozatok szama, amelyekben kuta-
toink a végtelen csoportok kiilénféle osztdlyainak szerkezetével, vagy pedig
kimondottan végtelen csoportokra vonatkoz6é problémdkkal foglalkoztak. Az
elért eredmények szinte kivétel nélkill a felszabadulas utani id§szakra
esnek. E kutatdsokban vezetd szerepet vitt a SzELE altal alapitott debreceni
algebrai iskola, de a debrecenieken kiviil tobb mas kutatd is ért el érdemle-
ges eredményeket. A vizsgalatok a végtelen csoportok eiméletének sok aga-
ban folytak, de mind a dolgozatok szdmat, mind pedig az elért eredmények leg-
javat tekintve, a végtelen Abel-csoportok elméletét kell a f6 kutatasi teriiletnek
tekinteniink. Eredményeinket kiilf6ldon is nagyra értékelik; e tény alatamasz-
tasara elegend6 A. G. Kuros szovjet akadémikusnak konyve magyar kiadasa-
hoz irt el6szavabol idézni: ,A magyar algebristak vizsgalatai szimos kérdés-
ben, kiilonosen pedig az Abel-csoportok elméletében, nagy lendiiletet vettek
az utébbi évek soran, és tanti vagyunk annak, miként alakul ki Magyar-
orszagon az algebrai kutatdsnak egy tij nagy kozpontja.“ Ugy vélem, nem
véletlen, hogy Kuros éppen az Abel-csoportok elméletében végzett kutatdsa—
inkat emeli ki. Valéban, az elmilt évtizedben a végtelen Abel-csoportok elmé-
letében a szovjet kutatok mellett elsésorban a magyar kutatok eredményei
jelentenek komoly el6rehaladédst e csoportok szerkezetének feltardsa fele.

Az alabbiakban rovid attekintést igyeksziink adni azokrol az eredmé-
nyekrol, amelyeket magyar kutatok értek el a végtelen csoportok elméletének
kiilonféle teriiletein. Ismertetésiinkben természetesen nem torekedhetiink teljes—
ségre, hiszen e keretek kozt az eredmények részletes ismertetése keresztiil-
vihetetlen. — Viszont igyekeztiink szdmot adni az eredmények eddigi kiilfoldi
visszhangjarol.! '

1 Ennek soran nem tesziink kiilon emlitést azokrdl a cikkekrdl, amelyeket Kuros idéz
konyvében, .
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I. Az Abel-csoportok szerkezetének vizsgalataban elért eredmények?

A magyar matematikusoknak a végtelen Abel-csoportok elméletében vég-
zett kutatdsai két foirdnyban folytak. Az egyik irdnyt az Abel-csoportok alta-
lanos struktirajara vonatkozo kutatdsok jelentik, a madsik iranyba pedig azok
a vizsgalatok tartoznak, amelyeknek célja bizonyos specialis kovetelmenyeket
kielégité Abel-csoportok teljes leirasa.

Az elsd témakorbe esd eredmények koziil elsének SzeLE TiBORnak cik-
likus vagy kvdziciklikus direkt ©sszeadando exisztencidjara vonatkozd tételét
emlitjiik meg. E szerint minden nem-torziomentes® G Abel-csoport feltétlendil
tartalmaz vagy egy ciklikus vagy egy kvaziciklikus dlrekt 0sszeadandot; azaz
ily G csoport felbonthatd a

G- A+B~C(P)+B (1 =k=oo)

direkt osszegre, ahol C(p") jelenti véges k esetén a p'-adrendit ciklikus cso-
portot, mig C(p®) a Priifer-féle vagy kvaziciklikus csoportot jeloli; ez tud-
valevéleg izomorf a p-, p*-, ...-edik komplex egységgyokok multiplikativ cso-
portjdval. (p itt s a tovdbbiakban primszamot jell.) SzELE e tételének kovet-
kez6 altalanositasat is bebizonyitotta: Legyen A a G csoportnak oly alcsoportja,
mely ugyanannyiadrenddi, mondjuk r-edrendii ciklikus csoportok direkt Osz-
szege; annak sziikséges és elégséges feltétele, hogy A a G-nek direkt Jssze-
adanddja legyen, az, hogy* AnrG =20 teljesiiljon. E téteinek kovetkezménye
igen sok -eddig ismert eredmény, koztik Kurosnak a minimum-feltételii®
Abel-csoportokra vonatkozo struktura-tétele, KuLikovnak az a tétele, hogy a
torzio- és a vegyes csoportok kozt csak a C(p*) (1 = k = oo) csoportok
direkt felbonthatatlanok, tovabba FomiN ama tétele, mely szerint ha egy vegyes
Abel-csoport torzioalcsoportjaban® az elemek rendje korlatos, akkor a torzio-
alcsoport direkt 0sszeadandd stb.

2 Az Abel-csoportokat szokas szerint additive irjuk. Ebben s a kovetkezd fejezetben
csak Abel-csoportokrol lesz szd, ezért ha roviden ,csoportot mondunk, e két fejezetben
ezen is mindig Abel-csoportot kell érteni.

3 Egy csoportot forzidesoportnak neveziink, ha minden eleme véges rend(, p-csoport-
nak, ha minden elemének rendje egy s ugyanazon p primszam valamely hatvanya. Torzio-
mentes egy csoport, ha a 0 elemén-kiviil nem tartalmaz mas végesrendii elemet; vegyes
a csoport, ha sem nem torzidcsoport, sem nem torziomentes.

4 rG-vel jeldljiik G-nek azon alcsoportjat, mely az rg (g € G) alaka elemekbdl all
(r racionalis egész).

5 G alcsoportjairol akkor mondjuk, hogy a minimum-feltéfelnek tesznek eleget, ha
nem létezik az alcsoportoknak végtelen hosszi, szigornan monoton csokkend lanca. Analdg
definicié érvényes a maximum-feltételre.

¢ Egy vegyes Abel- csoport végesrendii elemei alcsoportot alkotnak, ez a csoport
torzidalcsoportia.
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1

A p-csoportok elméletében ismert eredmény, hogy végtelen magassaga’
elemeket nem tartalmazé6 G Abel-féle p-csoport minden eleme befoglalhato
a csoportnak egy véges direkt Osszeadandojaba. E tétel altaldnositdsaként
ErRDELYI MARIA bebizonyitotta, hogy tetszéleges G Abel-féle p-csoport vala-
mely a eleme akkor és csak akkor van benne a csoport egy véges direkt
Osszeadanddjaban, ha az a elem altal generdlt {a} ciklikus csoport nem tar-
talmaz végtelen magassagu elemet.

A végtelen Abel-csoportok elméletében fontos probléma annak megalla-
pitasa, hogy egy csoport mikor bonthato fel ciklikus csoportok direkt tssze-
gére. Mint ismeretes, ez az eset forog fenn a véges, illetve altalanosabban a
végesen generalt csoportok esetén. R. RADOnak a végesen generalt Abel-
csoportok alaptételére adott bizonyitasabdl kiindulva, SzeLe TiBOR altalanos
kritériumot adott a ciklusosszegre vald bonthatosagra vonatkozdan. Bebizonyi-
totta, hogy G ciklustsszegre bonthatd, ha tartalmaz oly generatorrendszert,
melynek minden a,, ..., a; véges részrendszerére vonatkozoan igaz a kovetkezo:
G nem tartalmaz oly b, ..., b, részhalmazt, melyre* {qa,,...,a.}==1b,, ..., b}
€s mm o) < mm O(a)). Egy PONTRJAGINtOI szarmazo elecseces feltetelre

adott SzELE 1] blzonyltast a tétel kovetkezd atfogalmazasiban: Egy meg-

szamlalhato torziomentes G Abel-csoport akkor és csakis akkor ciklusdsszeg,

ha minden véges r-re teljesiil az, hogy G-nek r-edrangu® alcsoportjai eleget
tesznek a maximum-feltételnek.

A p-csoportok ciklusosszegre valé bonthatosdgéara vonatkozoan egészen
alapvetd eredmény H. PRUFERnek az a tétele, hogy egy megszamlalhatod
p-csoport akkor és csakis akkor bonthatd fel ciklikus csoportok direkt Osz-

szegére, ha nem tartalmaz végtelen magassagii -elemet. Meglepd, hogy ez a

tétel érvényét veszti megszamlalhatonal nagyobb szamossagli csoportok esetén.
Erre mar PRUFER maga is ramutatott egy kontinuum szamossagu csoport pél-
déjan, ujabban pedig SZELE adott rd igen egyszerii bizonyitast, felhasznalva
Kuros példajat. E példa a kovetkezd: tekintsiik a p, p, ... rendit ciklikus
csoportok komplett direkt 0Osszegét, vagyis azon <b,, b,,...> alaki ,végtelen
vektorok“ csoportjat, ahol b, p'-edrendii ciklikus csoport eleme. E csoport
végesrendii elemei csoportot alkotnak, mely kontinuum szamossagu p-csoport

T A G p-csoport a elemét véglelen magassdgii elemnek mondjuk, ha a pix:.a
egyenlet tetszbleges nemnegativ egész k-ra megoldhaté G-ben. Az a elem magassdga h,
ha k==h-ra az eldbbi egyenlet megoldhato, de k = h - 1-re mar nem.

8 O(x) jeloli az x elem rendjét, {x,, x»,...} pedig a zarojelbe foglalt elemek altal

generalt alcsoportot.

% A torzidmentes G csoport ay,....a; elemeit fiiggetleneknek nevezziik, ha az
nay+ «++ -+ ma,=0 (n; raciondlis egészek) egyenletbdl ny-= ... n:.-0 kovetkezik.
A G csoport fiiggetlen elemeinek maximalis szamat G rangjinak mondjuk. A fiiggetienség
fogalma értelmezhetd tetszoleges G Abel-csoportban, amermyiben a felirt egyenletb6l
niay = -+ oo map=-0 kovetkezéset koveteljiik meg, vagyis n;- -0, ha O(a) végtelen, és
0Oa))|n,, ha O(a) véges.

e a mbva
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s nem bonthaté fel ciklikus csoportok direkt osszegége. SzZELE ramutatott,
hogy e csoportnak van oly N, szdmossigt alcsoportja' is, mely ugyanazzal
a tulajdonsdggal bir. (A konstrukcidbol vilagos, hogy végtelen magassagu
eleme nincs a szoban forgd csoportnak.)

PRUFER el8bb idézett tételét KuLikov 4altalanositotta, sziikséges és elég-
séges feltételt adva meg egy tetszéleges szamossagu p-csoport ciklusosszegre
vald bonthatosagara. E tétel igy szol: a G Abel-féle p-csoport akkor és
csakis akkor bonthato fel ciklikus csoportok direkt tsszegére, ha G egyesi-
tése oly G, S G, < --- ndvekvd alcsoportlancnak, ahol G, mindegyikében az
elemek magassaga fix .véges korlat alatt marad (mely korldt n-tél fiigghet).
Kurikov ezen alapvetd eredményének lényegét ragadva meg, KERTESZ ANDOR
tovabbfejlesztette e kritériumot, szdmos érdekes tovabbi kutatdsnak nyitva
utat. KERTEsZ legmesszebbmend eredménye e téren a kovetkez6. Nevezziik
a G p-csoport B alcsoportjanak P maximalis fiiggetlen rendszerét B tartdrendsze-
rének, ha P-nek egyetlen eleme sem cserélhet6 ki nagyobb magassagu B-beli elem-
mel a fiiggetlenség megsértése nélkiil. Marmost egy G p-csoport akkor és csakis
akkor bonthato fel ciklikus és kvdzicikiikus csoportok direkt Osszegére, ha 1. G-nek
minden végtelen magassdgu eleme belefoglalhato G-nek egy C(p®) tipusu
alcsoportjaba és 2. G tartalmaz oly B olcsoportot, melynek van tartorendszere
sa G B faktorcsoport ciklusisszeg. E tétel specidlis esetként magaban foglalja
PRUFER s KuLikov emlitett tételein kiviil DIEUDONNEnak egy tjabb eredmé-
nyét is, s ezenkiviil tobb érdekes korollariumot.

KERTESZ emlitett tételének egyik korolldriumabol kiindulva, sikeriilt
Fuchs LAszLonak két, egymashoz dudlis, oly sziikséges és elégséges feltételt
megadni, melyek egy tetszbleges Abel-csoport ciklusdsszegre vald bonthato-
sagara vonatkoznak. Ezek az elsd ilyen irdnyu eredmények az irodalomban,
amelyek mindennemii megszoritds nélkiil (pl. megszdmlalhatésag, torzidmen-
tesség stb.) érvényesek s ezek koziil az egyik feltételnek az az elénye is meg-
van, hogy szinte valamennyi eddig ismert sziikséges és elégséges, ill. elég-
séges feltétel e tétel korollariumaként addédik. A tételek megfogalmazasahoz
sziikség van egy uj fogalomra, amelynek segitségével bizonyos esetekben
osszehasonlitist tudunk tenni két végtelen rendii elem rendje kozt. Legyen
S a G Abel-csoport tetszésszerinti fiiggetlen rendszere, tovdbba a és b vég-
telen rendii elemek G-ben. Akkor mondjuk, hogy a relative nagyobb rendii b-nél
(S-re vonatkozdan), ha vagy a €S, vagy b€ S, és emellett fennall

ra=sb-+te,+ -+t (c:€S; a, b +c),
ahol
. [r|>|s|>0
(r, s, t; raciondlis egészek). Mdrmost a két tétel igy szol:. G akkor és csakis
akkor bonthato fel ciklikus csoportok direkt dsszegére, ha 1. tartalmaz oly B
maximdlis fiiggetlen rendszert, melynek egyetien eleme sem cserélhetd ki G-nek
egy nagyobb vagy relative nagyobb rendii elemével (B-re vonatkozdan) a fiig-
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getlenség megsértése nélkiil ; vagy 2. tartalmaz oly B minimdlis generdfor-
rendszert, melynek egyetlen eleme sem cserélhetd ki G-nek egy kisebb, vagy
relative kisebb rendii elemével iigy, hogy ujbol generdtorrendszert kapjunk (itt
S-nek a tekintett elemet mint egy-elemii fiiggetlen rendszert kell tekinteni.)

Azon p-csoportok szerkezetére vonatkozo vizsgélatokban, melyek nem
bonthatok ciklikus csoportok direkt Osszegé€re, alapvetd szerepet jatszik a
Kurikov altal bevezetett bdzisalcsoport fogalma. A tetszbleges szamossagu
p-csoportok szerkezetének vizsgalata ma szinte elképzelhetetlen e fogalom
nélkiil. SZELE a bAzisalcsoport fogalmara egy 1j, a réginél természetesebbnek
tiind definiciot adott: A G p-csoport bazisalcsoportjanak nevezi G-nek oly B
alcsoportjat, mely ciklikus csoportok direkt Osszege: B=B,+B,+4 ---
(B, p*-edrendii ciklikus csoportok direkt 0sszege), de ugy, hogy B, --- + B,
a G-nek oly maximalis direkt 6sszeadandéja, mely legfeljebb p"-edrendii
elemeket tartalmaz. Ez a definici6 ekvivalens a Kulikov-félével, amely B-t6l -
a kovetkezo tulajdonsdgokat kivanja meg: 1. B ciklusosszeg; 2. B a G-nek
szervans alcsoportja abban az értelemben, hogy ha a p*x=a (a € B) egyen-
letet egy G-beli x elem kielégiti, akkor van ezen egyenletnek oly megoldasa
is, mely B-hez tartozik; 3. a G B faktorcsoport kvéziciklikus csoportok direkt
Osszege. — SzELEnek a bézisalcsoporttal foglalkozd dolgozatdban a féered-
mény az, hogy minden G p-csoport homomorf mddon leképezheté az 6 B bdzis-
alesoportjdra. E tételnek mar eddig is szamos fontos kovetkezményét ismerijiik,
pl. azt, hogy egy G p-csoportnak és bazisalcsoportjdnak ugyanazok a cik-
lustsszegre bonthatd csoportok a homomorf képei; vagy azt a tételt, hogy
ha H homomorf képe a G p-csoportnak, akkor H-nak bazisalcsoportja homo-
morf képe G bazisalcsoportjanak.

A megszamlalhatd p-csoportok struktirdjat teljesen feltarjdk PRUFER,
UM és ZiPPIN tételei. Ha G tetszbleges p-csoport, akkor ebben a végtelen
magassagu elemek egy G' alcsoportot alkotnak; (G'-nek azon elemei, melyek
magaban G'-ben is végtelen magassdguak, G'-nek egy G* alcsoportjat alkot-
jék stb. Altalaban, G-bél kiindulva képezhetjik a G* alcsoportsorozatot a ko-
vetkezOképpen. Legyen G°= (; ha « oly rendszam, amelyre ¢—1 létezik, akkor
G“ alljon G*" azon elemeibél, melyek magaban G“ '-ben végtelen magas-
saguak; ha pedig « limesz rendszam, tgy definidljuk G-t mint az ©sszes
G8(8 < «) alcsoportok metszetét. El kell jutni oly legkisebb 7 rendszamig,
mely nem haladhatja meg G szamossagit s melyre G**'==G" teljesiil. Ezen
G* alcsoportrdl kozvetleniil belathatd, hogy kvaziciklikus csoportok direkt
osszege s ezenfeliil G-nek direkt osszeadanddja. Igy a tovabbiakban elegendd
a G"-=0 esetre szoritkozni, mikor is G-t redukdlt csoportnak nevezziik, s -t
a G tipusanak mondjuk. A G* G**' = G, un. Ulm-faktorok a G csoportnak
egyértelmilen meghatarozott

G, G,...,Gg,... (¢ <7
Ulm-sorozatdt definidljak. Ezek a G, csoportok nem tartalmaznak végtelen ma-

4 III. Osztaly Kozleményei V.3
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gassagu elemeket s benniik az elemek rendje nem lehet korlatos, kivéve az
Ulm-sorozat esetleg létezd utolso tagjat, G...-et. — Marmost ha G megszdm-
lalhatd, akkor tipusa is megszamidlhato rendszadm és valamennyi G, is meg-
szamlalhatd, tehat PRUFER idézett tétele értelmében (G-nek minden Ulm-fak-
tora ciklusosszeg. ULM bebizonyitotta, hogy két megszamlalhatd redukalt p-
csoport izomorf, ha Ulm-sorozatuk azonos; masszoval a megszamlalhato redu-
kalt p-csoportoknal az Ulm-sorozat teljes invarians-rendszert alkot. Végiil
ZipPIN azt mutatta meg, hogy az Ulm-sorozat 1ényegileg tetszésszerinti modon
irhato el6 (természetesen a v-ra és (.-ra vonatkozo emlitett feltételeket ki
kell elégiteni).

Sokkal nehezebb a helyzet, ha eltekintiink a csoport megszamialhatosa-
gatdl. Mar emlitettiik, hogy ekkor a végtelen magassagii elemek hidnya nem
biztositja a ciklusdsszegre vald bonthatdsagot, s igy ebben az esetben a G.-k
nem lesznek sziikségképpen ciklusdsszegek. De be lehet bizonyitani, hogy a
Gu-k elddllithatok ciklikus csoportok in. inferdirekt dsszegekent; e felbontasnal
még egy tovabbi, konnyen kielégithetd feltétel mellett az is biztosithato, hogy
a direkt dsszeadandok rendjei egyértelmiien meg legyenek hatdrozva. Tetszo-
leges szamossag esetén az Ulm-tétel megfeleléje sem &ll, sét az is el6fordul-
hat, hogy két csoport ugyanazon Ulm-sorozattal kiilonb6z6 szamossagu! A
Zippin-tétel megfelei6jét njabban KuLikovnak sikeriiit megtalalni. Téle fiigget-
leniil, egy évvel kés6bb FucHs is megkapta e tételt s bizonyitdsa KuLikovénal
sokkalta rovidebb s egyszeriibb.

A torziomentes Abel-csoportok elméletében az an. végesrangt csoportok
szerkezetét teljesen ismerjiitk KUuros, MALCEV és DERRY munkdi alapjan. Az
I-ranguiak a racionalis szamok additiv csoportjdnak alcsoportjaival izomorfak;
ezekre adnak igen explicit jellemzést REDE! LAszLO és SzeLe TIBOR. A md-
sodrangu csoportokrol elészor PONTRJAGIN mutatta meg, hogy ezek nem min-
dig bonthatok fel 1-rangliak direkt Osszegére. BOGNAR MATYAS igen egyszerii
példat talalt direkt felbonthatatlan masodrangt torziomentes csoportra. Példaja
a kovetkezd: tekintsiik a komplex szamok additiv csoportjaban az

1 o 1

3 5n (n=12,..) es' 5
elemek altal generalt alcsoportot: Errél konnyil kimutatni, hogy direkt felbont-
hatatlan. Hasonl6 elv alapjan konstrudlhaté kontinuumndl nem nagyobb, egyéb-
ként tetszéleges rangti torzidmentes Abel-csoport. Erdekes, hogy mindezideig
nem ismeretes kontinuumnal nagyobb szamossagi direkt felbonthatatlan tor-
ziomentes csoport; SZELE sejtése szerint ilyen nincs is.

R. Bakrnek vannak igen mélyrehato vizsgalatai a torziomentes Abel-
csoportok struktiirdjara vonatkozdéan. A teljes redukalhatésagon, vagyis 1-ran-
guak direkt Osszegere valo bonthatésigon kiviil BAER részletesen vizsgélta a
részleges redukalhatosagot is, amelyen a G torzidmentes Abel-csoport oly




MAGYAR KUTATOK EREDMENYEI A VEGTELEN CSOPORTOK ELMELETEBEN 333

G — > G, direkt felbontasanak exisztenciajat érti, ahol minden egyes »-re a

Gy—bejn levd nemzérus elemek azonos tipustak. Itt egy e elem tipusidn azon
P¥ hatvanyok osszességét értjiik, amelyekre a p*x==a egyenlet a csoportban
megoldhato, s két elemet azonos tipustinak tekintiink, ha a hozzdjuk rendelt
primhatvany-halmazok legfeljebb végessok elemben térnek el egymastol. BAER
szamos kritériumot adott a részleges redukalhatosigra végesrangii csoportok
esetén; ERDOS JENO végesrangti csoportokrol oly csoportokra terjesztette ki
BAER egyes eredményeit, amelyekben az elemek tipusaibdl alkotott részben
rendezett halmaz a maximum-feltételnek tesz eleget. ERDOS J. tovabbi ered-
ményekre is jutott. '

Nagy jelent6ségii elméletet allitott fel SzeLE TiIBOR az Abel-csoportok
elméletében; ez az elmélet analogonja a testek jolismert s immar klasszikus-
nak mondhat6 Steinitz-féle elméletének, s jelentésége a nyert 10j eredménye-
ken kiviil abban all, hogy szdmos, eddig egymastol latszolag tavol allo ered-
ményt s moddszert hoz egymassal szoros kapcsolatba. Egyismeretlenii ,algeb-
rai“ egyenleten a G csoportban az nx=a (a € G, x a G ismeretlen eleme, n
raciondlis egész) egyenletet érti's erre a definiciora épiti a tovabbi fogalma-
kat, mint pl. az algebrai és transzcendens bdvités, az algebrailag zart csoport
fogalmat stb. STEINITZ mindkét alaptételének sikeriilt megtaldlni a megfelel6it
a csoportelméletben: 1) fetszéleges G Abel-féle csoport minden H biévitése
(azaz G C H) felbonthato egy tiszta transzcendens, majd egy utdna alkalma-
zott algebrai bovitésre; 2) tetszdleges G Abel-csoportnak van — izomorfizmus-
{0l eltekintve egyértelmiien meghatdrozott — algebrailag zdrt™ algebrai bovi-
tése. A SzELE altal bizonyitott ezen, s tovabbi analdg tételek meglepGek azért,
mert sok igen lényeges eltérés van a testek s a csoportok elmélete kozt.

A Szele-féle elméletben algebrailag zdrt az olyan csoport, melyben min-
den nx=a algebrai egyenlet megoldhatd. GACSALyr SANDOR azt a kérdést
vizsgalta, hogy mi a helyzet ,algebrai“ egyenletrendszer esetén. Arra az ered-
ményre jutott, hogy algebrailag zdrt csoportban minden, n,x,+ - - - + mxy=a(€€)
alaku egyenletekbol dllé egyenletrendszer is megoldhato, hacsak a nyilvdnvaldan
sziikséges kompatibilitdsi™ feltételek teljesiilnek. GACSALY! eredményében meg-
lepd az, hogy sem az egyenletek, sem az ismeretlenek szamossdgara vonat-
kozéan nem kell semminemii megszoritast tenni. Tételébdl az az 1j eredmény
is kovetkezik, hogy a ferdetestek feletti linearis egyenletrendszerek a kompa-
tibilitasi feltételek teljesiilése esetén mindig megoldhaték (e tényt PICKERT
felvette a linearis algebrardl szolo enciklopédia-cikkébe).

10 Az algebrailag zart csoportok szerkezete igen egyszerii; ezek a raciondlis szamok
additiv csoportjaval vagy valamely kvaziciklikus csoporttal izomorf csoportok direkt dssze- -
gére bonthatok. — SzeLe ezen eredményére igen sok  hivatkozas torténik az irodalomban.

11 Egy rendszert kompatibilisnek mondunk, ha a baloldalak kozti linearis Osszefiig-
gések a jobboldalakra is érvényesek.

4%
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A G csoport H alcsoportjat szervdnsnak nevezziik, ha az nx=~h (h¢ H)
egyenletnek G-beli megoldhatdsagabdl kovetkezik a megoldhatosdg H-ban is,
mas széval: H a ,G-ben algebrailag zart“. GAcsALvi kimutatta, hogy ha egy
végessok ismeretlent tartalmazé egyenletrendszernek (a jobboldalon allé cso-
portelemek természetesen H-hoz tartoznak) van megolddsa G-ben, akkor van
megolddsa a H szervans alcsoportban is. Erdekes, hogy ez altaldban mar nem
igaz, ha végtelen sok ismeretlent tartalmazo egyenletrendszert is megengediink:
azon A alcsoportok, amelyekre tetszésszerinti szdmossagu ismeretient tartal-
maz6 A-beli egyenletrendszernek G-ben valo megoldhatosdgabol kovetkezik a
megoldhatosag A-ban is, megegyeznek G direkt 0sszeadandoival.

II. Egyéb vizsgalatok az Abel-csoportok elméletében

A végtelen Abel-csoportok strukturdjanak a kérdése viszonylag csak igen
kevés esetben tekinthett megoldott problémanak, igy a legfontosabb csoportosz-
talyok kozt a ciklusosszegre bonthaté s az algebrailag zart csoportokon kiviil
csak a megszamlalhatd p-csoportok s a végesrangl torzidmentes csoportok
szerkezete ismert. Bar az Abel-csoportok szerkezetére vonatkozo vizsgédlatok
vilagviszonylatban is a csoportelméleti kutatasok egyik fontos kozponti terii-
lete és egyre tobb eredményt érnek el a kutatok napjainkban is a struktira-
elméletben, mégis azt kell mondanunk, hogy még igen tdvol vagyunk a struk-
tira-probléma teljes megoldéasatol. Kiilonosen all ez a vegyes csoportokra,
ahol mind a mai napig szinte teljesen nélkiilozziik a hatdsos moddszereket.
Eppen ezért a kutatok tjabban oly médon igyekeznek kozelférkdzni az alta-
lanos vegyes csoportok strukturdjahoz, hogy egyes specidlis feltételeket kielé-
git6 csoportok szerkezetét igyekeznek feltdrni. Az ilyen irdnyd vizsgalatok
nemcsak sok érdekes eredményre vezetnek, hanem az a hasznuk is megvan,
hogy megoldasuk kozben oly problémak meriilnek fel és oly modszerek ko-
vacsolodnak ki, amelyek kozelebb visznek sokkal altaldnosabb csoportoszta-
lyok szerkezetének megismeréséhez is.

SzeLE TIBOR és KERTESZ ANDOR, részben FUCHS LAszLOval kozosen,
tobb specidlis kovetelménynek eleget tevd Abel-csoport szerkezetét adtak meg
explicit modon. A vizsgalt problémakat a kovetkezoképpen lehet roviden jel-
lemezni. Legyen & és $ a G csoportbo! valamely eldirt moédon szdrmaztat-
hatoé két csoportosztaly, pl. G Osszes alcsoportjainak, szervans alcsoportjainak,
direkt Osszeadandoinak vagy Osszes homomorf képeinek stb. halmaza. [zomorf
csoportokat csak egyszer vesziink szamitdsba. Az emlitett vizsgalatok marmost
oly G Abel-csoportok szerkezetének felderitését célozzak, amelyekre &= B
vagy d S . E vizsgalatokba kiilfoldrol is bekapcsolodtak (E. Sasiapa). Leg-
utobbi eredményiik azon csoportok szerkezetének megaddsa explicit moédon,
amelyekben minden alcsoport endomorf kép.
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KERTESZ egyik munkajdban a végtelen ciklikus csoportok direkt oOssze-
gére bonthatd (mds széval a szabad Abel-féle) csoportok és az algebrailag zart
csoportok dualitdsdbol kiindulva, bizonyos feltételeknek eleget tevé csoportokat
vizsgdl. A jelzett dualitdsban a szabad s az algebrailag zart csoportok, vala-
mint az alcsoportok s a faktorcsoportok az egymasnak megfelels fogalmak; ennek
illusztraldsara alljon itt a kovetkezd két tétel: minden Abel-csoport alcsoportja
(ill. faktorcsoportja) egy aikalmas algebrailag zart (ill. szabad) Abel-féle csoport-
nak; haminden oly G Abel-csoportnak van H-val izomorf alcsoportja (ill. faktor-
csoportja), amelynek az adott H csoport faktorcsoportja (ill. alcsoportja), akkor
H szabad (ill. algebrailag zart). KERTESZ a kovetkezd, ondudlis tételt is bebi-
zonyitja: minden, a H csoporttal izomorf endomorf képpel biré Abel-
csoportnak, akkor és csakis akkor van f-val izomorf direkt Osszeadandoja,
ha H direkt Osszege egy algebrailag zart és egy szabad csoportnak (az egyik
direkt tag eltlinhetik).

SzAsz FERENC és SzELPAL ISTVAN a ciklikus, ill. a kvaziciklikus csopor-
toknak adtdk egy-egy jellemzését. SzAsz FERENC bebizonyitotta, hogy egy
multiplikative irt G csoport akkor és csakis akkor ciklikus, ha a G*(k=:1,2,...)
csoportokon és az egységalcsoporton kiviil nem tartalmaz mas alcsoportot;
itt G* jelenti a G csoport elemeinek k-adik hatvanyai altal generdlt alcsopor-
tot. Megjegyzendd, hogy ezen eredmény G kommutativitdsanak elozetes fel-
tétele nélkiil is érvényes. SZELPAL eredménye szerint a kommutativ csoportok
kozt a kvaziciklikusokat az jellemzi, hogy oly végtelen csoportok, melyeknek
minden valodi alcsoportja véges. Ez utdbbi munkara hivatkozds torténik W.
A. ScotT egyik cikkében.

SzeLE vizsgalta a ciklikus csoportok tn. egyesifett alcsoporti direkt
Jsszegét s ezek szerkezetére vonatkozoan tett elég explicit jellegli megallapi-
tasokat. '

Itt emlitjiik meg az Abel-csoportok endomorfizmusgyiiriijére ™ vonatkozo
eredményeket is. E terilileten els6sorban SzeLeE TiBOR munkdssiga emelendd
ki. Egyik dolgozatdban azt mutatta meg, hogy egy csoport endomorfizmus-
gyliriije akkor é€s csak akkor test, ha a csoport vagy p-edrendi ciklikus, vagy
pedig az 0sszes raciondlis szdmok additiv csoportjaval izomorf. Ezt az ered-
ményt J. P. SERRE altalanositotta operatorcsoportokra. SZELE egy mdsik dol-
gozatiban azt mutatta ki, hogy a nem-torzidbmentes csoportok kozt egyediil a
p-edrendii ciklikus és a kvaziciklikus csoportoknak van nullosztomentes endo-
morfizmusgyftiriijiik. Egy tovabbi, SzeLpALlal kozos dolgozata azon csopor-
tokrdl szol, melyeknek minden endomorfizmusa a csoportot vagy dnmagara
vagy O-ra képezi le; kideriil, hogy e csoportok éppen a p-edrendil ciklikus,
a kvaziciklikus és a racionalis szdmok additiv csoportjaval izomorf csoportok.
(SzeLpALnak egy analdg eredménye szerint az elsd két tipusti csoportoknak s

12 Egy Abel-csoport endomorfizmusai, vagyis énmagaba vald homomorf leképezései
gylriit alkotnak, ezt nevezik a csoport endomorfizmusgytriijének.
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csak ezeknek van meg az a tulajdonsaguk, hogy minden homomorf képiik
vagy O, vagy izomorf magaval a csoporttal.) SzELPAL a torziomentes endomor-
fizmusgyiiriijii csoportokat jellemezte, megmutatva, hogy e G csoportok a
kovetkezd struktarajuak: G==A-}+ B, ahol A algebrailag zart torzidcsoport,
B pedig oly torzidmentes csoport, mely eleget tesz a pB= B egyenletnek
minden oly p-re, mely p eléfordul A-ban mint valamely elem rendje.
Erdekes vizsgalatok fiiz6dnek SzELE TIBOR és SZENDRE! JANOS nevéhez
a kommutativ endomorfizmusgylriijii csoportokat illetben. Vizsgdlataik nyoman
teljesen ismerjiitk a kommutativ endomorfizmusgyiiriijii torzidcsoportok szerke-
zetét, valamint az ilyen tulajdonsagt vegyes csoportoknak két, meglehetdsen
széles osztalyat. A forzidcsoportok kozt az emlitett tulajdonsaggal éppen a kor
dsszes végesrendii forgdsaibol dllo C csoport és ennek alcsoportjai birnak (C
nyilvan izomorf az dsszes komplex egységgyokok multiplikativ csoportjaval).
A vegyes csoportokra vonatkozé eredmeényeik koziil hadd emlitsiik meg itt
azt, amelyik a G = T-} U direkt Osszegre bonthaté csoportokra vonatkozik,
ahol T a G-nek torzidalcsoportja, s igy U torzidmentes. llyen G-nek endomorfiz-
musgyfiriije pontosan akkor kommutativ, ha 7 az imént emlitett C csoport-
nak oly alcsoportja, mely nem tartalmaz kvaziciklikus alcsoportot, U pedig
oly torzidmentes, kommutativ endomorfizmusgyfirijii csoport, mely eleget tesz

a pU=- U egyenletnek olyan p primekre, melyek 7-ben mint elemrendek

el6fordulnak. SzeLE és SZENDREI vizsgdlataik eredménye alapjan azt a sejtést
mondjak ki, hogy minden kommutativ endomorfizmusgyiriijii ¢soport legfel-
jebb kontinuum szdmossagu és izomorf a kor 0sszes (véges és végtelen rendit)
forgasaibdl all6 csoport valamely alcsoportjaval. '

Az endomorfizmusgyiiriikkre vonatkozo legujabb magyar vizsgdlatok koziil
megemlitendd KERTESZnek az a még publikdlatlan eredménye, hogy egy torzid-
csoport endomorfizmusgyiirfijének Jacobson-radikdlja pontosan akkor tiinik el,
ha G primszamrendi ciklikus csoportok direkt Osszege.

Kiilon emlitésre méltok azok a vizsgalatok, melyek tobb csoportelméleti
eredmény kiterjesztését jelentik az operdtormodulusok kiilonboz6 kategoriaira,
és ilyen médon tobb esetben nevezetes gyiiriielméleti alkalmazasokhoz vezet-
nek. Kiilonosen vonatkozik ez KERTESZ ANDOR leguijabb vizsgdlataira, amelyek
egyebek kozt a féligegyszeri gyiiritk egészen Gj, meglepd tulajdonsigainak
felfedezését és a végtelen linedris egyenletrendszerek elméletének igen messze-
mend altalanositasat eredményezték. Messze vezetne, ha ezeket a fontos ered-
ményeket itt ismertetni akarnok, csupdn a féeredményt emlitjiik meg: egy R
gyiirii feletti minden linedris egyenletrendszerre akkor és csakis akkor érvényes
a linedris egyenletrendszerek klasszikus elmélete (vagyis a megoldhatosdg sziik-
séges és elégséges feltétele a rendszer kompatibilitdsa, és a megolddsok a jobb-
oldalak s tetszGleges paraméterek linedris kombindcidjaként dllithatok eld), ha

R féligegyszeri.



MAGYAR KUTATOK EREDMENYEL A VEGTELEN CSOPORTOK ELMELETEBEN . 337

Az operatormodulusokkal kapcsolatos SzeLEnek egyik postumus cikke,
amely a minimum- ¢és maximum-feltételnek  eleget tevé modulusokrol szol,
tovabba SzELpALnak az operatormodulusok rendjére vonatkozd megijegyzése.

HI. A nem-kommutativ csoportok elméletében elért eredmények

A végtelen nem-kommutativ csoportokra vonatkozd hazai eredmények egy
része mar szerepelt REDEI LAszLO akadémikus beszamol6jaban, minthogy
azok a véges esetben is hasonldan nehéz problémat jelentenek. fgy specialisan
a csoportok faktorizdcidianak problémdja terén elért éredményeink a végtelen
csoportok elméletében is komoly eldrehaladast jelentenek. Az ott ismertetett
eredményekhez kiegészitésiil meg kell emliteniink REDEInek azon dolgozatat,
melyben két ciklikus csoport Zappa—Szép-féle szorzatait vizsgélta. Két cso-
port 0sszes Zappa—Szép-féle szorzatainak megadasa ekvivalens azzal, hogy
megadjuk a ZAPPA altal megallapitott feltételeket kielégitd Osszes kétvaltozos
fiiggvényparokat. E probléma rendkiviili nehézségét mutatja az a tény is, hogy
ZappA feltételei még akkor is igen bonyolultak maradnak, ha a két faktor
ciklikus csoport. REDEInek a szobanforgd dolgozatban csak azt az esetet
sikeriilt maradéktalanul elintézni, mikor a két ciklikus csoport egyike végtelen,
masika véges. Arra az esetre vonatkozoan, midén mindkét csoport végtelen
ciklikus, REDE! csak részeredményekre jutott. E dolgozatdnak folytatasa, amely-
ben két véges ciklikus csoport Zappa—Szép-szorzatairdl lesz sz6, még nem
késziilt el.

A véges csoportok elméletének tobb teriiletén jutnak szerephez a Q.
un. dltaldnositott kvaterniocsoportok. Ezek olyan 2"(n = 3) rendii csoportok,
amelyeknek a, b generatorai az :

an-1

—e, bab'--a', b =—a" (e az egységelem)

definialo relacidkat elégitik ki. SzeLE megmutatta, hogy létezik oly minimalis
Qo végtelen csoport, mely alcsoportként tartalmazza valamennyi Q. csoportot.
Ez a csoport, melyet SzeLE végfelen kvaterniécsoportnak nevezett el, oly
b,a,,a,, ... elemekkel generdlhats, amelyekre vonatkozd definidlo relacidk a
kovetkezok : '

2 2 -1 -1 9
ar=¢€, Qpq1— g, bab™ = ay (k: =1,2, .. .), b* =-aq,.

E csoport oly végtelen p-csoport (p=-2), amelynek egyetlen 2-odrendii al-
csoportja van, ti. az a; altal generdlt alcsoport. SZELE sejtése szerint Q. az
egyetlen oly végtelen p-csoport a nem-kommutativ csoportok kozt, melynek
csak egyetlen p-edrendii alcsoportja van. (A kommutativ' csoportok kozt a
kvaziciklikusaknak, de csak ezeknek van meg még az emlitett tulajdonsaguk.)

GAsPAR GYULA a végtelen permutaciocsoportoknak adta egy altalanosi-
tasat. A természetes szdmok minden :z permutdci6jdhoz hozzarendelt oly M
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végtelen matrixot, melyben az (i, k) indexii helyeken rendre egy fix A csoport

a, a, ... elemei vagy O-ok dllnak aszerint, hogy sti=+k vagy :wi==k.
E matrixot (a,, a,, ...; :T)-vel jelolve, e matrixnak a (b, b,, ...; 0) matrixszal
vett szorzatat mint az (a,bq1, @bsa, ... ; ;o) matrixot értelmezve, egy So(A)

csoportot kapunk. GASPAR e csoport szerkezetét vizsgalja s megédllapitja,
miként kell kezd6dnidk e csoport kompozicidlancainak. A dolgozatban még
megdllapitdst nyer So(A) centruma, valamint automorfizmusai. Két tovabbi
dolgozatiban az elébb emlitett matrixokbdl késziilt végtelen szorzatok s sorok
konvergenciajat vizsgélja.

A nem-kommutativ csoportok szerkezetének vizsgalatiban mélyebb ered-
ményeket mind ez ideig csak olyan esetekben sikeriilt elérni, mikor a vizs-
galando csoportokat valamilyen tovabbi kikotésnek vetették ald. A kirott kove-
telmények tobbnyire olyanok, melyek a vizsgalandd csoportoknak vagy a véges
csoportokhoz, vagy pedig a kommutativ csoportokhoz valé kozelségét bizto-
sitjak valamilyen formdban. gy pl. B. H. NEUMANN szisztematikus targyalasat
adta az olyan csoportoknak, amelyekben minden elemnek csak végessok
konjugéltja van. Ezek az un. véges osztdlyu csoporfok. NEUMANN igen messze-
menden felderitette e csoportok szerkezetét. ERDOS JENOnek sikeriilt NEUMANN
eiméletét nagymértékben leegyszeriisiteni, egyszer(i kozvetlen bizonyitdst adva
az elmélet fotételére, mely szerint véges osztalyl csoport kommutdtoralcsoportja
mindig torziécsoport. E tétel szamos kovetkezménye koziil megemlitjiik R. BAER
kovetkezd tételét: ha egy csoportban a centrum indexe véges, akkor a cso-
port kommutatoralcsoportja véges. ERDOS targyaldsabol egyszerii bizonyitds
adodik Ju. G. FJoDOROV kovetkezd érdekes tételére: ha egy végtelen G cso-
port barmely nem-trivialis alcsoportja véges indexfi, akkor G végtelen ciklikus
csoport. '

SzeLE meghatarozta azokat a csoportokat, amelyek nem tartalmaznak
kiilonboz6, de egymaéssal izomorf alcsoportokat. Bebizonyitotta, hogy egy
csoportnak akkor és csakis akkor van meg az emlitett tulajdonsaga, ha izo-
morf az osszes komplex egységgyokok C csoportjanak valamely alcsoportjdval.
SzELE ezen vizsgélataihoz kapcsolddva, FucHs megadta mindazon csoportok
szerkezetét, melyek nem tartalmaznak végtelen sok, egymadssal izomorf, de
egymastol kiilonboz6 alcsoportot: ezek éppen azok a csoportok, amelyek
centrumukban tartalmaznak oly véges indexii alcsoportot, mely az elébb
emlitett C csoport valamely alcsoportjaval izomorf. Erdekes, hogy ugyanezen
csoportok adodnak, -ha az egymdssal izomorf alcsoportok szdmossagatol
(végesség helyett) korldtossdgot koveteliink meg. FucHs azt is bebizonyitotta,
hogy az 6sszes csoportok kozt csak két vagy harom ugyanazon p primszamrendii
csoport direkt Osszege bir azzal a tulajdonsadggal, hogy benniik az egymds-
sal izomorf nem-trivialis, kiilonbdz6 alcsoportok szama mindig ugyanazon,
1-nél nagyobb véges szam.



MAGYAR KUTATOK EREDMENYEI A VEGTELEN CSOPORTOK ELMELETEBEN 339

A csoport fogalma altaldnositdsanak elméletébe vdg FucHsnak az a dol-
gozata, melyben A. Szuskevicsnek a véges félcsoportok szerkezetére vonat-
kozo eredményeit altalanositja oly végtelen félcsoportokra,” amelyekben min-
den elemnek van relativ inverze és léteznek egyoldali minimélis idedlok. Egy
S félcsoport a elemének relativ inverzén CLIFFORD nyomdn oly &’ elemet
értiink, mely kielégiti az e.a = ae,= a, ad’ = d'a--e, egyenleteket a fél-
csoport valamely (sziikségképpen idempotens) e, elemére; S-nek A részhal-
mazarol pedig akkor mondjuk, hogy baloldali idedl, ha SACA teljesiil.
FucHs bebizonyitotta, hogy a minimalis baloldali idedlok egyesitése meg-
egyezik a jobboldali idedlok egyesitésével (csak az egyik oldali minimalis
idedlok exisztenciajat kell feltételezni), s ez az egyesités S-nek oly kétoldali
idedlja, mely diszjunkt izomorf csoportok egyesitési halmaza. Analdég vizsgd-
latokat végzett GREEN amerikai és St. ScHWARz csehszlovak matematikus is;
utobbi ugyanazon eredményre jutott gyengébb feltételek mellett.

IV. Eredmények a csoportelmélet egyéb agaiban

Kutatéink egészen a legutobbi iddkig nem foglalkoztak a fopologikus
csoportok elméletével, de ma madr itt is beszamolhatunk néhany értékes ered-
ményrél. Mindenekeldtt ki kell emelniink BOGNAR MATYAS komoly figyelemre
szamot tartd vizsgalatait, amelyek véges dimenzi6ju topologikus csoportoknak
az euklideszi térbe valé bedgyazhatosadgara vonatkoznak. Tétele szerint min-
den lokdlisan kompakt, megszdmldlhato bdzissal rendelkezd n-dimenzios Abel-
féle topologikus csoport topologikus tere bedgyazhato az n-+.2-dimenzids eukli-
deszi térbe. A bizonyités (PONTRJAGIN struktura-tétele alapjan lehet a kompakt
esetre szoritkozni) D. VAN DANTZIG szolenoid konstrukci6janak altaldnositisén.
alapszik. BOGNAR azt is megdllapitotta, hogy az emlitett csoportoknak az-
n--1-dimenzids euklideszi térbe valo bedgyazhatdsdgdnak sziikséges és elég-
séges feltétele a O elem komponensének lokdlisan Osszefiiggé volta. (Ez K.
KoDAIRA és M. ABE egy régebbi tételének Aaltaldnositisa a kompaktsag el6-
zetes feltételezése nélkiil.) A bizonyitds a kovetkezd, Onmagdban is érdekes
lemmara tamaszkodik: Minden, az adott feltételeket kielégitd, nem lokalisan
Osszefliggd komponensekkel rendelkezé topologikus csoport topologikus teré-
nek van oly altere, mely homeomorf egy l-rangii torziomentes nem-ciklikus
diszkrét Abel-csoport karaktercsoportja topologikus terének és egy n—1-
dimenzids kockanak topologikus szorzataval.

BoagNArnak egy masik eredménye szerint egydimenzios, kompakt Ossze-
fliggd és szeparalhaté Abel-féle topologikus csoportok akkor és csak akkor
izomorfak (topologikusan is), ha topologikus teriikk homeomorf.

13 Félcsoport oly halmaz, amelyben egy asszociativ operacio van értelmezve.
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KERTESZ €s SZELE egyik kozos cikkiikben azzal a kérdéssel foglalkoztak,
hogy bevezetheté-e minden végtelen Abel-csoportba nem-diszkrét topologia,
vagyis megadhato-e a O kornyezeteinek oly X rendszere, hogy a koévetkezo
feltételek teljesiiljenek: 1. X elemeinek metszete 0, de 0¢ 2 2. ha U€ X és

V¢ 2, akkor van oly W¢ 3 hogy WS UnV; 3. minden U € X-hoz talal-

haté oly Ve X, hogy VH+(—V)EU; 4. ha U€X és a€ U, akkor van oly
Ve, hogy V+a<U. Kideriil, hogy tetszbleges végtelen G Abel-csoportba
bevezethetd ilyen topologia, sét, ha G alcsoportjai nem tesznek eleget a
minimum-feltételnek, akkor a X kornyezetrendszer ugy is megvélaszthato, hogy
csupa alcsoporthol alljon. .

SzeLE élete utolso eldaddsdban az endomorfizmusgyiiriik topologizalasa-
nak kérdésével foglalkozott. '

A folytonos csoportok elméletéhez kozelalld eredmények taldlhatok AczeL
JANOs és Hosszu MIKLOS tobb dolgozatidban. Ezek bizonyos: fiiggvényegyen-
retek megoldasaira vonatkoznak. Messze vezetne, ha ezen eredményekre itt
észletesebben kitérnénk, ezért elégedjiink meg ACzELtOl a kovetkezd tétel
megemlitésével : a valos szamokon értelmezett minden monoton, folytonos
és asszociativ operacio ,izomorf“ az Osszeadassal, s igy kommutativ. Hosszu
eredményei koziil pedig hadd emlitsiik meg azt, mely szerint ha egy tetsz6-
eges M halmazon értelmezett binér * operdcio tranzitiv (azaz (x* )% (y*1f) =
»~x%y) €s eleget tesz a baloldali egyszeriisitési szabédlynak (azaz x=y,==
= X% Y,-b0l y, =y, kOvetkezik), akkor ezen z= x %y operdcionak van inverze:
x==2zo0y, mely eleget tesz a csoportaxidmaknak.

A rendezett csoportok elméletének kiilonféle kérdéseivel foglalkozott
FucHs LAszLO tobb dolgozatdban. Mint ismeretes, egy G csoportrol akkor
mondjuk, hogy (részben) rendezett, ha bizonyos elempdrjaira értelmezve van
egy reflexiv, antiszimmetrikus és tranzitiv = relacid, mely kielégiti a kovet-
kez6 kovetelményt:™ a = b fennalldsabdl x+a+y = x-+ b4y kovetkezik a
csoport tetszéleges x, y elemeire. FUCHS egyik dolgozatdban a rendezett cso-
portok rendezést tarto homomorfizmusaival foglalkozott; itt a mag oly N
normaloszto, mely konvex abban az értelemben, hogy a = x = b, a, b ¢ N-bdl
x € N kovetkezik. Ramutat azon analdgiakra és eltérésekre, melyek az absztrakt
és a rendezett csoportok homomorfizmusai kozt fennallanak. Foglalkozik a
rendezett csoportok Schreier-féle és Zappa—Szép-féle bovitéséivel (az elébbire
tamaszkodik F. LOONSTRA egyik ujabb cikkében), az abszolut érték fogalma-
nak kiterjesztésével, s tobbek kozt bebizonyitja a kovetkezd tételt: ha egy
rendezett csoportnak a trividlis alcsoportjain kiviil egyaltalan nincs mds kon-
vex alcsoportja, akkor e csoport kommutativ, mégpedig izomorf a valds sza-

4 Bar az additiv irasmodot a csoportelméletben csak az Abel-csoportoknal szokas
hasznalni, rendezett csoportok esetén 4 nem-kommutativ csoportok operaci6jat is célszerit
Osszeadasnak irni, minthogy igy a tulajdonsidgok jobban emlékezteinek a valds szdmokra
vonatkozd egyenl6tlenségek ismert tulajdonsagaira.
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mok additiv csoportjanak valamely alcsoportjaval. (E tételre Gj bizonyitast
adott T. MiCHIURA.) FucHsnak egy masik eredménye szerint egy kommutativ
csoport rendezése akkor és csakis akkor terjeszthetd ki tetszélegesen eldirt
modon linearis rendezéssé, ha a csoport' eredeti rendezése normadlis abban az
értelemben, hogy na = 0-bol (n pozitiv egész) a =0 kovetkezik. E tételnek
specialis esete az az F. LEvitdl szarmazd eredmény, hogy minden torzidmentes
Abel-csoport linedrisan elrendezhetd. FUCHS utoljara emlitett cikkében foglalt
eredményekhez kiilfoldi kutatok kapcsolddtak, tobbek kozt C. J. EVERETT,
M. OnnisHi, O. NAkADA, K. IseEki, T. MICHIURA. '

* *
*

Ugy véljiik, az ismertetett eredmények mindennél jobban bizonyitjak,
hogy milyen nagy fejlédésen mentek keresztiil a végtelen csoportok elméleté-
ben végzett kutatdsaink az elmult tiz évben.
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