ABEL-CSOPORTOK EGYETLEN MAXIMALIS ALCSOPORTTAL
FUCHS LASZLO és SZELE TIBOR

Az 1954. évi Schweitzer-verseny feladatai kozt szerepelt a kovetkezd
probléma: melyek azok a véges G csoportok, amelyeknek egyetlen egy maxi-
mdlis alcsoportjuk van? A megoldas igen egyszerii. A csoport végessége miatt
G-nek béarmely valodi alcsoportja benne van G-nek valamely maximalis al-
csoportjdban, tehat az M egyetlen maximadlis alcsoportban is. Marmost G-nek
M-hez nem tartoz6 tetszés szerinti a elemét véve, {a} nem lehet benne M-
ben,' s igy sziikségképpen {a}==G, vagyis G ciklikus. Azonnal adédik, hogy
G rendje primhatvany, azaz G =~ C(p*).

Igen nehézzé valik a probléma, mihelyt a végesség feltételét eleijtjiik.
E kis cikk szerz6i utols6 személyes taldlkozdsukkor® ezzel a kérdéssel fog-
lalkoztak s sikeriilt megoldaniok a problémat a kommutativ esetben; ezt a
megoldast tesszitk kozzé az alabbiakban.®

El6rebocsétjuk a kovetkezd lemmakat:

1. LEMMA. A G Abel-csoportnak akkor és csakis akkor nincs maximdlis
alcsoportja, ha G algebrailag zdrt*

Evidens, hogy tetszéleges ‘G Abel-csoport maximadlis alcsoportja — fel-
téve, hogy létezik — csakis primindexii lehet. Ezért, ha M a G-nek maxima-
lis alcsoportja s indexe p prim, akkor® pGE M c G, tehat G nem algebrai-
lag zart. Megforditva, ha G nem algebrailag zért, Ggy valamely p primre
pGcG. A G/pG csoport p-edrendii ciklikus csoportok direkt osszege, s ezért,

L {8} fogja jelenteni a csoport S részhalmaza altal generalt alcsoportot. C(r) jeldli
az r-edrendii ciklikus csoportot.

2 1955 februarjaban.

3 A tovabbiakban — ha nem emeljiik is ki mindig — csakis Abel-csoportokrdl lesz
sz0, ahol a csoportmiiveletet 6sszeaddsnak vessziik.

4 Algebrailag zdrtnak (ill. mas terminologia szerint feljesnek) akkor mondunk egy G
Abel-csopor ot, ha minden természetes egész n-re nG = G teljesiil; itt nG jelenti G-nek
azon alcsoportjat, mely az ng (g € G) alaku elemekb6! all. Viagos, hogy G algebrai zart-
sagahoz elegendd a pG == G egyenibségek teljesiilését megkovetelni minden p primszamra
vonatkozoan. Az algebrailag zart csoportok szerkezetét teljesen ismerjiik: ezek a racionalis
szamok additiv csoportjaval izomorf s Priifer-féle csoportok direkt Osszegére bonthatok.
(Priifer-féle csoport izomorf a p-, p*-, ... fokd komplex egységgyskok csoportjaval; itt p
tetszbleges primszamot jeldl.)

5 A C jel tartalmazast, mig c valodi tartalmazast jelol.
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ha a direkt 0sszeadandok koziil egyet (amely lehet az egyetlen is) elhagyjuk,
G/pG-nek s ennek megfelelden G-nek is egy p indexii, tehat maximalis al-
csoportjat nyerjiik.

E bizonyitasbdl az is kiolvashatd, hogy ha M a G Abel-csoport egyet-
len maximdlis alcsoportja s indexe p, akkor M= pG, mig minden, p-t6l
kiilonboz6 g primre ¢G == G. S6t az is lathatd, hogy

2. LEMMA. A G Abel-csoportnak akkor és csak akkor van egyetlen maxi-
mdlis alcsoportja, ha van oly p prim, hogy pG a G-nek p indexii alcsoportja
és minden mds q primre qG = Q.

3. LEMMA. Legyen® G = A-+B. G-nek akkor és csak akkor van egyetlen
maximdlis alcsoportja, ha A és B kéziil az egyik algebrailag zdrt, a mdsiknak
pedig ismét pontosan egy maximdlis alcsoportja van.

E lemma igazolasa céljabdl tegyiik fel, hogy G-nek egyetlen maximalis
alcsoportja van. G nem lehet algebrailag zart, tehat A és B nem mindketten
algebrailag zartak. Vildgos, hogy ha A’ az A-nak s B’ a B-nek maximalis
alcsoportja, akkor A"+ B és A4- B’ kiilonb6z6 maximalis alcsoportjai lenné-
nek G-nek. Ezért A, B egyike az 1. lemma szerint algebrailag zart, masikd-
nak pedig nyilvdin nem lehet 1-nél tobb maximadlis alcsoportja. Megforditva,
ha G-=A-+B, A algebrailag zart s B-nek pontosan egy, mondjuk p indexii
maximdlis alcsoportja van (ez a 2. lemma szerint éppen pB), ugy pG—=
=pA+pB—A+pB indexe G-ben p, mig a p-t6l kiilonbozé ¢ primekre :
gG=qA-+qB—A-+4B-=(, ahohnan a 2. lemma szerint folyik az dllitds.

Tekintsiik most a G kommutativ csoportot, melynek éppen egy maxima-
lis alcsoportja van. Vegyiik G-nek A maximalis algebrailag zart alcsoportjat;
ez — ismert tétel” szerint — direkt 6sszeadanddja G-nek: G= A+ B, ahol
B redukalt csoport (azaz nincs algebrailag zart alcsoportja 5=0). A 3. lemma
szerint B-nek pontosan egy maximalis alcsoportja van, s igy vizsgalataink-
ban elegendd redukalt csoportokra szoritkozni.

Jelentsen ezentil B oly redukalt Abel-csoportot, melynek egyetlen maxi-
malis alcsoportja van. Valamely p-re pB az egyetlen, mégpedig p indexi
maximalis alcsoport, mig ¢B = B minden mds prim g-ra.

Ha B nem torziomentes, akkor torzioalcsoportja, 7, B redukaltsaga miatt
nem lehet algebrailag zart s nyilvin pT< T, mig ¢T— T a p-tdl kiilonbozd
g primekre. Vilagos, hogy T'pT p-edrendii ciklikus csoport, s igy 7-nek
minden a(§pT) elemére T={a, pT}. Legyen a minimalis rendii ilyen elem,
a rendje nyilvdan p-hatvany: p*. Belatjuk, hogy {a} szervans® alcsoportja

6 A+ B az A és B csoportok direkt osszegét jeloli.

7 Baer tétele szerint minden algebrailag zart csoport direkt sszeadandoja barmely
Ot tartalmazé Abel-csoporinak.

8 A G csoport H alcsoportjat szervdnsnak mond]uk ha az nx=-h(€ H) egyenletnek
G-ben val6 megoldhatésagabol mindig kovetkezik, hogy van ezen egyenletnek megoldasa
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T-nek. Valdban, ha p*'a=ptb (b€ T) lenne, akkor p*l(a—pb)==0 s az
a-1d] tett feltevés miatt a—pbepT, a€pT, ellentmondas. De ekkor {a}
direkt tsszeadanddja is 7T-nek: T={a}—+ 7', ahol a 3. lemma szerint 7~
algebrailag zart, vagyis 7'=0. T mint véges . csoport direkt 0sszeadandoja
B-nek: B=T--B. Itt B-nek a 3. lemma szerint ismét algebrailag zartnak kell
lenni, azaz B’ is =0. Ezek szerint B~ C(p*). Megforditva: nyilvanvalo,
hogy C(p*)-nek csak egy maximalis alcsoportja van.

Ha B ftorziomentes, akkor tekintsitk B alcsoportjainak monoton cstkkeno
BopBop*Bo --- lancat. A B/p*B pedrendl ciklikus csoportot reprezen-
taljuk a mod p* maradékosztilyok additiv csoportjaval, mégpedig ugy, hogy
a mod p* maradékosztalyok a mod p"-! maradékosztalyoknak éppoly tovabb-
osztasai legyenek, mint a mod p*B maradékosztalyok a mod p* 1B maradék-
osztdlyoknak. Ezaltal a B~ B/p"B természetes homomorfizmusnal B minden
a elemének megfelel egy meghatarozott

To=CF+Op+6p + - Fept—+--- O=c=p—1)
p-adikus egész n-edik szelete. Minthogy a p*B csoportok metszete algebrai-
lag zart, azaz B redukaltsdga miatt 0, .azért a==0 esetén s1,==0, tehdt az
a-»:t, megfeleltetés B-nek izomorf leképezése a p-adikus egészek P additiv
csoportjanak egy R alcsoportjara. Bebizonyitjuk, hogy R a P-nek szervans
alcsoportja,. vagyis minden egész n-re nR=—RnnP. Mivel gR—R, qP-~P
minden ¢(== p) primre, ezért elegendé p*R— Rn p*P fennallasat igazolni. Az
a-—:t, leképezés definiciéja mutatja, hogy R-nek nem minden eleme oszthatd
p-vel, tehat {R, p“P) = P. Az izomorfizmus-tétel miatt '

C(p > P/p"P= (R, p"P}[p" P> R (p"PNR),

tehat p* Pn R indexe R-ben p*. Mivel biztosan p’PnREp"R és p*R indexe
R-ben legalabb p*, ezért p* Pn R=-p"R, vagyis R szervans P-ben. — Megfor-
ditva, legyen R a p-adikus egészek P csoportjanak szervans alcsoportja. Ekkor
gR = R minden q(==p) primre, tovdbbd pR maximalis alcsoportja R-nek,
mivel R)pR—=R/(pPNR)~{R,pP} pP=P/pP~C(p). Ha most S tetszo-
leges maximalis alcsoportja R—nek ugy R/S~ C(p). De ekkor R minden x
elemére px € S, azaz pRC S, S= pR Ennélfogva R—nek csak egyetlen maxi-
mélis alcsoportja van.

Ezzel bebizonyitottuk a kovetkezd tételt:

TETEL. A G Abel-csoportnak akkor és csakis akkor van pontosan egy
maximdlis alcsoportjia, ha G = A-+-B alaku, ahol A ftetszdleges algebrailag
zdrt csoport és B vagy primhatvdnyrendii ciklikus csoport, vagy pedig a
Dp-adikus egészek additiv csoportjdnak valamely szervdns alcsoportjdval izomorf.

H-ban is. Ezzel ekvivalens kovetelmény az, hogy nH==-HNnG minden egész n-re. p-cso-
portokban nyilvan elegendd az n=pt (k-=1,2, ...) esetekre szoritkozni. Fontos tény,
hogy korlatos elemrendil szervans alcsoport mindig direkt 6sszeadanddja a csoportnak.
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