
BIZONYOS T R I G O N O M E T R I K U S R E N D S Z E R E K 
T E L J E S S É G É R Ő L 

CZ1PSZER JÁNOS és RÉNYI ALFRÉD 

Bevezetés 

* K. SAJDUKOV egy cikkében [1] a 
(1) {cos (к + т)х, sin (Аг + т)*} (к = О, 1, 2 , . . . ) , т = konst. 

rendszer D\—ж, ;т]-ЬеН teljességét vizsgálja, és erre nézve a következő tételt 
bizonyítja be: 

2 
Az (1) rendszer L2[—ж, тг]-Ьеп teljes, ha r ^ - ^ - , de nem teljes, ha 

3 
T > 4 -

A jelen dolgozatban hasonló, azonban lényegesen általánosabb problé-
mával foglalkozunk. A 

C(T) : {cos {к-\-т)х} (Ár = 0, .1,2,. . . . ) , 
С, (r) : {1, cos (Á: + T)x} (к = О, 1, 2 , . . . ) , 
S(T):{sin(k + r)x} (k=0,1,2,...), 
СS(T) : {cos(k + t)x, sin (/c + T)*} (k = 0,1, 2 , . . . ) , 
C,S(r) : {1, cos (к-\-т)х, sin (Аг + т)*} (k = 0, 1 , 2 , . . . ) 

rendszerek zártságát fogjuk vizsgálni a következő függvényterekben : A p-edik 
hatványukkal integrálható függvények terében, C-ben, ahol l g / K » és a 
folytonos függvények terében, C-ben. (Függvényen mindig komplex értékű 
függvényt értünk.) На а С(т), С,(т) S(r) rendszerekről van szó, akkor min-
dig úgy értendő a dolog, hogy a szóbajövő függvények értelmezési tartománya a 
[О, ж] intervallum; ha a CS(r) vagy a C,S(r) rendszerről van szó, akkor [—ж, ж] 
az értelmezési tartomány.* Ahol szükséges, hogy ezt külön kihangsúlyozzuk, ott 
az Lp[0, ж], C[0, ж] ill. az Z/f— ж, ж], С[—ж, ж] jelölésekkel fogunk élni. Az 
eredményeket a dolgozat végén táblázatos formában foglaljuk össze. Teljes 
választ fogunk adni arra a kérdésre, hogy ezek a függvényrendszerek 
milyen komplex т értékekre zártak valamelyik C-ben vagy C-ben és melyekre 
nem zártak, eközben eldöntjük azt a SAJDUKOV által nyitva hagyott kérdést, 

* A problémát RÉNYI A L F R É D vetette fel. Tőle származik az 1. §. 1. pontja. A dolgo-
zat többi része C Z I P S Z E R JÁNOSÍÓI származik. K. SAJDUKOV cikkéről csak a jelen cikk 1. §-ának 
elkészítése után értesültünk. 
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2 3 
hogy az (1) rendszer — < т s§ -re teljes-e /ЛЬеп? Az s(r) rendszer ese-
tén még a 0 helyen eltűnő folytonos függvények terében, C"-ban való zárt-
ságot is eldöntjük. (Erre csak azért van szükség, hogy C(r)-ról és 5(r)-ról 
az egyik alábbi megjegyzés alapján áttérhessünk CS(r)-ra és C,S(r)-ra, amikor 
ezeknek a rendszereknek C[—nr, rr]-beli zártságát vizsgáljuk.) 

Emlékeztetünk a zártság definíciójára. Egy függvényrendszert egy lineáris 
normált függvénytérben (1. [2], 53. o.) akkor nevezünk zártnak, ha a rend-
szer elemei beletartoznak a térbe és a rendszer elemeinek lineáris kombiná-
cióival a tér bármely eleme tetszőleges pontossággal approximálható. Az 
Lp (1 ^ p < oo), az Lœ, а С és a C° terekben a normát a szokott módon 
értelmezzük, tehát ha általában az alapintervallumot [a, ó]-vel jelöljük, akkor 

1 l / l l . = [ J l / | P ] 7 ^ - b e n ( l i p < o o ) , 
a 

| | / | | = Vrai max L^-ben, 
а^х^ь 

| | / | | = max l/j C-ben és C0-ban. 
a X ^ b 

Minthogy azok a rendszerek, amelyeket vizsgálunk, folytonos függvé-
nyekből állanak, és az alapintervallum véges, azért ezek a függvények bele-
tartoznak az összes С-terekbe és а С térbe, s így a felvetett problémának 
mindenesetre van értelme. 

A részletes tárgyalás során elég, ha csak а С(т), С/т) és az S(r) rend-
szerekre szorítkozunk. Elég tudniillik ezen rendszerek zártságát eldönteni, 
mert innen a CS(r) és C,S(r) rendszerek zárt vagy nem zárt volta már egy-
szerűen következik. Csupán a következő két triviális tételre kell hivatkoznunk : 

1. Legyen ß egyC[—a, û]-ba (1 ШрШ ° ° , a > 0) tartozó, páros és 
páratlan függvényekből álló rendszer, ßj-gyel, ill. ß2-vel jelöljük azon függ-
vények összességét, amelyek a [0, a] intervallumon vannak értelmezve, és ott 
ß valamelyik páros, ill. páratlan függvényével megegyeznek. Akkor ß , és ß 2  
függvényei beletartoznak lv [0, ű]-ba, továbbá ß akkor és csak akkor zárt 
Lp[—ÍZ, ö]-ban, ha ß ! és ß 2 mindketten zártak Lp[0, ű]-ban. 

2. Legyen ß C[—a, nj-ba tartozó, páros és páratlan függvényekből 
álló rendszer, ßj-gyel, ill. ß2-vel jelöljük azon függvények összességét, amelyek 
a [0, a] intervallumon vannak értelmezve és ott ß valamelyik páros ill. párat-
lan függvényével megegyeznek. Akkor ß , függvényéi C[0, o]-ba, ß 2 függ-
vényei C° [0, o]-ba tartoznak, továbbá ß akkor és csak akkor zárt C[— a, ö]-ban, 
ha ß t zárt C[0, a]-ban és ß 2 zárt C°[0, ö]-ban. 

Tudvalevő, hogy ha ß egy H lineáris normált függvénytér egy rész-
halmaza, akkor ß akkor és csak akkor zárt //-ban, ha a 0-n kívül nincs 
olyan H-n értelmezett lineáris operáció, amelyik ß minden függvényén eltű-
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nik (I. [2], 58. o.). Ezen zártsági kritérium birtokában feladatunk a követ-
kezőképpen fogalmazható : 

El kell döntenünk, hogy adott p mellett melyek azok a r értékek, 
melyekre nincs C - n értelmezett nem azonosan 0 lineáris operáció, amelyik a 
vizsgált függvényrendszeren eltűnik, és hogy melyek azok а т értékek, 
melyekre nincs olyan C-n értelmezett lineáris operáció, amelyik a vizsgált 
függvényrendszeren eltűnik anélkül, hogy azonosan 0 lenne. S(r) esetén még 
ugyanezt a vizsgálatot a C° térben is megejtjük. Mármost tudvalevő, (1. [3], 
[4] és [5]) hogy minden C-n (1 ^ p < oc) értelmçzett A lineáris operáció 

Af \fgJiL1' 
о 

p 

alakban írható, ahol g az Lv l ill. p= 1 esetén az Lœ tér valamelyik eleme, 
és minden C-n értelmezett A lineáris operáció 

Af=\fd«,fíC • 
ö 

alakban írható, ahol «(x) korlátos variációjú, a őrhelyen eltűnő, 0 < x < уг-re 

az a (x) ----- a G С 0) + « ( x — — feltétellel normált függvény. A továbbiakban 

az ilyen tulajdonságú «(x) függvények összeségét V térnek fogjuk nevezni. A 
V térben a normát a szokott módon értelmezzük : a normája egyenlő a totális 
variációájával. A lineáris operációt generáló £"(x) ill. a(x) függvényt a lineá-
ris operáció nullfüggvénytől eltekintve egyértelműen meghatározza, s az ope-
ráció normája megegyezik g(x) ill. cc(x) normájával. Megjegyezzük, hogy a V 
térben az azonosan 0-n kívül nincs is más nullfüggvény. A C° térben értel-
mezett lineáris operációk is egy E-beli «(x) súlyfüggvénnyel képezett Stieltjes-
integrál alakjában állíthatók elő, most azonban «(0)-t tetszőlegesen felvehet-
jük, a(x) csak a 0 < x я: intervallumon van egyértelműen meghatározva* 
Ha előírjuk, hogy «(0) = «( + 0) legyen, akkor ezzel <x(x) már egyértelműen 
meg van határozva a lineáris operáció által, és a lineáris operáció normája 
megegyezik «(x) normájával. V-nek a 0 helyen folytonos függvényei egy alteret 

alkotnak, amelyet E°-lal jelölünk. Fordítva: minden L4-beli ^ + -i- = 1 j , 

E-beli és E'-beli függvény C-ben ill. C-ben ill. C°-ban egy lineáris ope-
rációt generál nyilvánvaló értelemben. L", V és V° elemei és az C-n, ill. C-n, 
ill. C°-on értelmezett lineáris operációk tehát kölcsönösen egyértelműen felel-
nek meg egymásnak, úgy, hogy a megfeleltetésnél a norma és a lineáris 
struktúra változatlan marad. 

* Ez az állítás ugyanúgy bizonyítható, mint a C-re vonatkozó Riesz-féle tétel, sőt 
abból könnyen le is vezethető. 
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Állapodjunk meg a következő definíciókban : 
Feltesszük, hogy az összes szóba jövő függvények értelmezési tartománya 

egy véges [a, b] intervallum. Legyen H egy normált lineáris függvénytér. 
Legyen Í2 a függvények valamilyen halmaza. Azt mondjuk, hogy Í2 H-ra 
nézve teljes, ha 

ь 
1. j f g létezik valahányszor / £ S2 és g £ H és ha 

а 

b 

2. J /g — 0 minden / £ í2 -ra és egy g £ H-ra maga után vonja, hogy 
а 

Il g 11 = 0 * [Vö. [6], 45. о.]. 
ъ 

Azt mondjuk, hogy 52 a H súlytérre nézve teljes, ha 1. J fdg létezik, 
а 

b 

valahányszor f £ 5 2 és g £ H és ha 2. j/rfg = 0 (ahol g £ Я) minden / £ í2-ra 
а 

maga után vonja, hogy | |g| | = 0. 
A zérónormájú függvényt nullfüggvénynek nevezzük. / = 0 csak azt jelöli, 

hogy / nullfüggvény, nem pedig azt, hogy / minden x helyen nulla. A tár-
gyalásból mindig világosan ki fog derülni, hogy az „f nullfüggvény" állítás 
melyik H tér metrikája szerint értendő. Ha / £ Я és g £ # és vannak olyan 
a, ß számok, melyekre | | « / + Á g | | = = 0 és aß-j=0, akkor azt mondjuk, hogy 
f és g lényegében azonosak Я-Ьап. 

Ha az / és g függvények szorzatának integrálja 0, akkor azt mondjuk, 
hogy / ortogonális g-re és fordítva. Ha egy / függvény ortogonális egy függ-
vényhalmaz mindegyik elemére, akkor azt mondjuk, hogy / ortogonális az 

ъ 
illető halmazra. Ha | / t fg = 0, akkor azt mondjuk, hOgy/ortogonális a g SÚly-

ei 
b 

függvényre vagy, hogy a g súlyfüggvény ortngonális f-re. Ha ) fdg = 0 Vala-
it 

hányszor / valamilyen Я halmaz eleme, akkor azt mondjuk, hogy a g súly-
függvény ortogonális а Я halmazra. 

A fent említett zártsági kritérium ezen definíciók és az idézett tételek 
felhasználásával a bennünket érdeklő esetekben a következőképpen fogalmaz-
ható meg: 

Egy függvényrendszer akkor és csak akkor zárt L''[Q, -л\-Ьеп{\ -sgp<oo)í  

ill. C[0, 7t]-ben, ill. C°[0,7i]-ben, ha ö beletartozik L"[0, :r]-be, ill. С[0, rc]-be, 
ill. C°[0,7i]-be és teljes L"\Q, :т]-ге = , ill. V-re ill. V°-ra nézve. 

* S Я-beli normáját jelöljük. 
** p = 1 esetén q — oc. 
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Az 1. §-ban a Parseval-egyenlőségre és egy integrálformulára támasz-
kodva bebizonyítjuk SAJDUKOV idézett tételének egy élesítését. A 2. §-ban 
eldöntjük, hogy а С(т), С, (т) és S(т) függvényrendszerek egy tetszőleges 
adott ç-ra* (1 ^ q ^ °o) milyen т-кга teljesek Lq-ra nézve, továbbá milyen 
r-kra teljesek V-re és S(T) esetén V°-ra nézve. A 3. §-ban a zártsággal 
foglalkozunk. 

1. § • 

1. 

Bebizonyítjuk a következő tételt: 

3 
Ha Rer ^ — , akkor С(т) és S(R) teljes D-ben. 

BIZONYÍTÁS: Vezessük be az a = Rer jelölést. Tegyük fel, hogy f(x} 
négyzetesen integrálható és ortogonális C(r)-ra, azaz 

л л л 

j / (x) cos ( k + r ) x d x = = J/(x) cos rx cos kxdx— J/(x) sin rx sin kx dx = 0 
0 0 0 

(k = 0 , 1 , 2 , . . . ) . 
Legyen 

- i f * » 
ak = — I f(x) cos r x cos kxdx. 

Akkor 
CP 

(2) /(x) cos r x - v . ^ dk cos kx (0 ш x ш я) , 
к— 1 

(3) / (x) sin т х ~ sin kx (0 ^ x ^ яг). 
к=1 

írjuk fel a Parseval-egyenlőséget erre a két Fourier-sorra : 
Л я 

[ | / ( х ) Н cos т х | 2 d x = yZl^|2Jl/WI2|sin тх|2с?х = ^2>*(2. 
о о 

Vonjuk ki egymásból a két egyenletet: 
л л 

I l / ( * ) | 2 (I c o s T X | 2 — I s in т х | 2 ) dx = J | / ( x ) | 2 COS2 ax— s in 2 « x ) d x - = 
о a 

л 

= J|/(x)|.2 C O S 2 « X I / X = 0 . 
0 

* Megjegyzendő, hogy az Z.-re nézve való teljességre a zártság eldöntésénél nem 
lesz szükség. 
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Ha akkor cos2«x a 0 < л: < :т intervallumon pozitív, s így / ( x ) 

szükségképpen m. m. 0. Következésképp С(т) teljes L2-re nézve, ha | Rerj s ~ . 

X X 
Szorozzuk meg (2)-t cos y -ve i , (3)-at sin y -ve l , és adjuk a kettőt 

X X 
össze, majd szorozzuk meg (2)-t — sin y - v e l , (3)-at cos y -ve l , és adjuk 
a kettőt össze : 
(4) / ( x ) cos | T — Y J x ~ £ak cos j/r— y j x ( 0 ^ x ^ тс), 

(5) fix) sin | т— y j x ~ £ ak sin j'k— y j x (0 ^ x ^ тс). 

Könnyen belátható, hogy ezeket a formális átalakításokat jogos volt el-

végezni abban az értelemben, hogy (4) és (5) jobboldalai / ( x ) cos | r — y j x 

ill. f{x) sin j'f — y Jx Fourier-sorai a [0, ;т] intervallumon ortogonális 

•cos y j x (Ar= 1,2,. . .) ill. sin jár—yjx {к—\, 2,. . .) rendszerszerint. Ezek 

a rendszerek teljesek lr[0, ;r]-re nézve. Ez az állítás ekvivalens azzal, hogy 

ajcosj /r—^-Jx,s in j V — ^ j x j (Ar = 1, 2 , . . . ) rendszer teljes I 2 [—те, rr]-re 

nézve, ez pedig ekvivalens azzal, hogy az e v 2> (A: = 0, + 1, + 2,...)rend-
szer teljes L~[—тс, ;т]-ге nézve. Ez azonban nyilván igaz, mert ha 
g(x) £ L- [—тс, 7c\ és 

g ( x ) ~ ± c k e < k ^ > , 
k=i - со 

akkor 

gfx)e - ~ ckeikx 

k = - CD 

s az eikx függvények teljessége miatt 
я 

о 1 " f | ^ ( x ) | 2 r f x = j t Iftl 
4jl j k = - со 

azaz az e v rendszerre érvényes a Parseval-egyenlőség, s igy az való-
ban teljes. 
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Tehát a i cos |Ar—yjxés a j sin — y j x j rendszerek is teljesek 

L1 [0, я:]-ге nézve. így a (4) és (5) sorfejtésekre érvényes a Parseval-egyenlőség : 

í ' m \ 2 cos |T—2"|x = és I !/(x)|2 sin | -r—2~) x l dx = 

Innen 

Х^ I 19 
- o - z 

I \ m \ 
COS | T — Y | X Sin T dx = 

J' | / (x) | 2 cos2 « — - - х - s i n 2 ! « — - x dx 

J|/(X)|S c o s ( 2 « — 1)XÍ/X = 0 . 

1 3 
Ha j g c g - - , akkor cos (2« —l)x a 0 < x < ж intervallumon pozitív, s így 

szükségképpen / (x )= 0 m. m. Ezzel bebizonyítottuk, hogy C(r) C-re nézve 
teljes, ha Re т si 4 " 

Hátra van még az az eset, amikor « < — ^ . Legyen n olyan pozitív 

1 3 
egész szám, me lyre— j -Sí « + л g;-j-. A már bizonyítottak szerint С(т-j-n) 

TT нг 
teljes C-re nézve, s azért С(т + л) а С(т) miatt C(r) is teljes C-re nézve. 

3 
Ezzel bebizonyítottuk, hogy С(т) teljes C-re nézve, ha Re т sí у . 
Teljesen hasonlóan bizonyítható ugyanez 5(т)-га is, de ahelyett, hogy 

a fenti bizonyítást megismételnénk, parciális integrálás segítségével is köny-
nyen beláthatjuk, hogy 5(r) teljessége C-re nézve következik С(т) teljes-
ségéből. 

2. 

Most megmutatjuk, hogy С(т) nem teljes C-re nézve, ha Re т > у . 

x 1 
Ez abból a tényből következik, hogy cos21-2 у ortogonális С(т)-га, ha Re-r>y 
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3 
s ez a függvény négyzetesen integrálható, ha Re т > . Ennek igazolására a 

következő integrálformulára hivatkozunk : 

« 1 x u x ^ 2 xi г (à) 
cos""1-^ cos b -^dx = T . v 

2 2
 2аг( a + b+ 1 ) „f a - b +1 

1 x 
ha R e a > 0 és ^ ^ = 0, ha 2 Г(г)-пек pólusa továbbá a cos"-1-^- és a 2a 

hatványok a főértéket jelentik. (L. [7] 189. 0. és [8] 108. 0.). 
Az idézetteknél valamivel rövidebben a következőképpen számítható ki 

a baloldali integrál. Legyen Reö>Rea—1 > — 1. A 2 = e';* helyettesítéssel 

Jcos'^y-cos-fty rfx'=yJcos*-,-2-ea» d x = \ \ e *0+ebt)a~1dx= 
О -П -П 

• r q-ii+1 
- ~ ) z 2 (1 + z r l d z , 

2 с 

ahol С a pozitív irányítású egységkört jelenti. Ha az integrációs utat az ábra 
szerint deformáljuk és r—* 0, azt kapjuk, hogy 

0 

— - Q + x ^ d x s in ( g ~ 2 + 1 = 

-1 
1 

1 ) с a ~ M 

— xc\\x——(1 —x)a'dx = 

/ = 

2 . I a—b + sin 
2" l 2 

2 . / a — ö + l \ Dl 1—a + b , 

2 . I a—b+l 
= —— Sin XT 

2 l 2 

( 1 +b—a ) 
{ 2 J 

' r\ f . + í + 1 ] 
1 

2xi Г (ci) 

2 т ( а + » + 1 ) , a — b+l 

Analitikus folytatással a formula érvényessége kiterjeszthető a R e ô ^ R e a — 1 
esetre is. 
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Ezzel bebizonyítottuk a következő tételt: 
3 

I. t é t e l . C ( t ) L2-re nézve akkor és csak akkor teljes, ha R E R ^ — . 

Innen rögtön következik a 
3 

II. t é t e l . C S ( t ) V-re nézve akkor és csak akkor teljes, ha R e T = ^ 

(Sajdukov tételének élesítése). 
A II. tételre adott fenti bizonyításunk S A J D U K O V bizonyításától teljesen 

eltérő és annál lényegesen egyszerűbb. 

2. §. 

1. 

Ebben a paragrafusban már arra a sokkal általánosabb kérdésre kívá-
nunk válaszolni, hogy а С(т) , С ^ т ) és S{r) rendszerek mikor teljesek C - r a 
nézve, ahol 1 ^ q ^ <*>. 

Előrebocsátunk egy segédtételt, amely a továbbiak során alapvető sze-
repet fog játszani. 

1. s e g é d t é t e l . Legyen H normált lineáris függvénytér és legyen £2 egy 
függvényrendszer. Tegyük fel, hogy í2-t alkalmas n számú gi,gs,... gn függ-
vénnyel kibővítve, H-ra nézve teljes rendszert kapunk. (Nem tesszük fel, hogy 
a g-k nem elemei í2-nak.) Azt állítjuk, hogy H-nak íi-ra ortogonális függ-
vényei legfeljebb n-dimemiós halmazt alkotnak. Ugyanez igaz akkor is, ha 
H £2-ra nézve súlytér. 

B i z o n y í t á s : HA a segédtétel nem igaz, akkor meg lehet adni n + 1 

számú lineárisan független, s2-ra ortogonális f , / 2 , . . . , /n+i függvényt / / -ban. 
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Ha a Ci, c2,..., Cn számok a 
n+i / ': 

\ f v g y \ x v = 0 C« = l , 2 , 

n+l 
V 

n+l 

egyenletrendszer egy nem triviális megoldását jelentik, akkorX cvfv ortogo-

náíis az {52, glt g2,.. .,gn} rendszerre, s így ezen rendszer teljessége miatt 
n+i 
У с r f , . nullfüggvény, ami' viszont az /-eк lineáris függetlensége miatt lehe-

l i 
teilen. Minthogy a fenti egyenletrendszernek mindig van nem triviális meg-
oldása, azért ellentmondásra jutottunk, amivel a segédtétel első részét bebizo-
nyítottuk. Ha H súlytér, a bizonyítás ugyanúgy megy. 

Külön kiemeljük az 1. segédtétel következő speciális esetét : 
Г SEGÉDTÉTEL. Ha egy 52 függvényrendszer egy függvény adjunkció-

jával egy lineáris normált H (súly-)függvénytérre nézve teljessé tehető, akkor 
H lényegében legfeljebb csak egy 52-ra ortogonális (súly-)fiiggvényt tartalmaz. 

Ebben a paragrafusban többször hallgatólagosan fel fogjuk használni 
a következő tényeket: 

Ha egy függvényrendszer egy függvénytérre nézve teljes, akkor annak 
minden alterére nézve is teljes. Ha egy függvényrendszerhez nem található rá 
ortogonális, korlátos variációjú folytonos súlyfüggvény, akkor nincs rá orto-
gonális integrálható függvény sem. 

Ebben a paragrafusban mindvégig feltesszük, hogy т ф 0 , - 1 , — 2 , . . . , 
hacsak az ellenkezőjét explicite ki nem kötjük. 

2. 

x 
Meg fogjuk mutatni, hogy cos-1 2 ^ bizonyos értelemben az egyedüli 

C(r)-ra ortogonális függvény, ha « nem túl nagy. Tegyük fel, hogy 
3 7 

— < « ^ —. Akkor а I. tétel szerint С(т—1) teljes Lő-re nézve. Minthogy 
C(T—1) = { cos (T—l)x} + C(r), azért ez azt jelenti, hogy C(r) már egy 
függvény adjunkciójával L'2-re nézve teljessé tehető, s így az Г segédtétel 

x 
értelmében cos2*-2 lényegében az egyedüli olyan négyzetesen integrálható 
függvény, amely C(r)-ra ortogonális. Ebből az észrevételünkből és a 1. tétel-
ből következik a 

2 . SEGÉDTÉTEL. Ha « < 1 , nincs C(r)-ra ortogonális, 0-tól különböző 

tos függvény. Ha 1 ss a 

ortogonális, korlátos függvény. 

7 x 
korlátos függvény. Ha 1 í « ^ , cos2' 2 ^ lényegében az egyedüli C(i)-ra 
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3. 

Tegyük fel, hogy f(x) £ V°,f(x) ф 0 és hogy az f ( x ) súlyfüggvény orto-
gonális 5(r)-ra. Az ortogonalitás miatt parciális integrálással adódik, hogy 

n п 
0 = f sin ( Á - f r ) x í / / ( x ) = [/(x) sin (Ár + r)x]ő — (/r + r) | / (x) cos (k + r)xdx. 

ó ö 

Innen А + т ф О miatt 
n I f(x) cos (к + т) X dx = 0. 

0 

Tehát / (x ) ortogonális C(r)-ra. Jegyezzük még meg, hogy / (x ) korlátos. 
A 2. segédtétel szerint, ha a < 1, akkor 

f ( x ) = 0 m. m. 

f(x) £ Vй miatt innen következik, hogy 
/ (x ) = 0 ( O g r ^ r ) , 

7 
amivel bebizonyítottuk, hogy a < 1 esetén S(r) l/°-ra nézve teljes. Ha 1 g a ^ —,. 

ugyancsak a 2. segédtétel szerint konstans szorzótól eltekintve 

/ (x ) = cos-1"--- m. m. 

Megint / (x ) £ V" miatt innen következik, hogy 

/ (x ) = cos2'-2-^ ( 0 § х < я ) . 
x 

H a « = l , d e г =j= 1, akkor cos2^'2-nek nincs а ;т helyen baloldali határ-

értéke, s így a tett feltevéseknek eleget tevő / ( x ) függvény nem létezik. Ha 

T = 1 , adódik, hogy 
/ ( x ) = l , ha 0 5 х < я és /(JT) = 0. 

Ez a függvény valóban beletartozik E"-ba és mint súlyfüggvény orto-
gonális S(l)-re. A továbbiakban ezt a függvényt /?(x)-szel fogjuk jelölni. Ha 

7 
1 < a шк , akkor adódik, hogy 

/ ( x ) = cos212 ~ ( O s x g яг), 

s ez a függvény valóban beletartozik E"-ba és mint súlyfüggvény ortogonális 
5(r)-ra, ha a > 1. . 

Foglaljuk össze ezeket az észrevételeket: 

3. SEGÉDTÉTEL . H ci a == 1 és T=j=l, akkor nincs S ( t )-ra ortogonális, 
V"-beli 0-tól különböző súlyfüggvény. p(x) lényegében az egyediili V°-beli 
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X S(l)-re ortogonális súly függvény. Ha « > 1 , a cos2 l~2y súlyfüggvény bele-

7 
tartozik V°-ba és ortogonális S{r)-ra. Ha 1 < a á y , lényegében ez az egye-
düli S(r}-ra ortogonális súlyfüggvény V°-ban. 

Innen rögtön adódik a következő 
4 . s e g é d t é t e l , a i § 1 esetén nincs S(r)-ra ortogonális integrálható 

függvény. Ha a > 1, akkor 

C O S 2 T ~ 2 Y = — ( T — 1 ) C O S 2 1 " 3 Y s i n Y 

7 
S(r)-ra ortogonális integrálható függvény és ha 1 < a g —, akkor lényegében 

ez az egyedüli S(r)-ra ortogonális, integrálható függvény. 
3 

Ez a függvény a > 1 esetén akkor és csak akkor korlátos, ha e g y 
és a ç-adik hatványa akkor és csak akkor integrálható, ha 

3 1 

На т = 0 , — 1 , — 2 , . . . , akkor ismeretes, hogy S(T) L-re nézve teljes. 
A V° súlytérre nézve azonban nem teljes, mert p(x) mint súlyfüggvény orto-
gonális 5(r)-ra. 

S(t) semmilyen т-ra nem teljes K-re nézve, mert a 0 hely karakterisz-
tikus függvénye beletartozik V-be és ortogonális 5(т)-га. 

Fenti eredményeinket a következő tételben foglaljuk össze : 

III. T É T E L . S(r) semmilyen r-ra nem teljes а V súlytérre nézve. S(r) V°-ra 
nézve akkor és csak akkor teljes, ha Re x ^ 1 és т=)= 1, 0, —1, — 2 , . . . S (т) 

.... . , . „ _ . ч . . , , , ,. _ 3 1 
2q • H'-ra nézve (1 Шд< «>) akkor és csak akkor teljes, ha Rer 

3 
S(t) L00-re nézve akkor és csak akkor teljes, ha Rer < у . 

4. 

Tegyük fel, hogy f{x) £ V,f(x) ф О és, hogy f ( x ) ortogonális C,(r)-ra. 
Akkor 

п п 
I űf/(x) = 0 és I' cos (k -j- r ) x d f (x) = [cos (к + т)х f(x)]o + 

о 0 
л 

+ (к + т) j sin (к + т)х f{x) dx == 0. 
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Innen / ( 0 ) = / ( я г ) = 0, továbbá Ár + т ф О miatt 
tt 

J / ( x ) sin (k -f r) x dx = 0, 
0 

azaz / (x ) ortogonális S(r)-ra. Minthogy f{x) korlátos, azért a III. tétel szerint 
3 3 

ilyen f(x) «<~2 e s e t é n nem létezhet. Tegyük most fel, hogy — ^ a ^ 2. Ak-
kor a III. tétel szerint S(T—1) L-re nézve teljes. Tehát az S(r) rendszer a 
sin ( T — l ) x függvény adjungálásával L-re nézve teljessé tehető, s így az V 
segédtétel értelmében L-ben lényegében csak egy 5(т)-га ortogonális függ-

X X 
vény létezhet. A 4. segédtétel szerint cos21-3-^ sin-^- ortogonális 5(т)-га, ha 

3 
a > 1. Ezzel bebizonyítottuk, hogy ^ a щ 2 esetén lényegében ez az egye-
düli integrálható, 5(т)-га ortogonális függvény. Tehát konstans szorzótól el-
tekintve 

X X 
f ( x ) = COS21-3 "2" s in у ( 0 < x < яг), 

3 3 3 ha ^ а Ш 2. Ha a = , de т =f= , akkor a feltevéseknek eleget tevő 

x x 
/ ( x ) függvény nem létezhet, mert cos21-3 — sin-^-nek nincs а я: helyen bal-

3 
oldali határértéke. Ha T = =~2> akkor adódik, hogy 

/ (x) = sin у (0 ^ x < яг), 

/(яг) = 0. 

Ez a függvény valóban V-beli és mint súlyfüggvény C^-^-J-re ortogonális. 

3 
Ha - - < a ^ 2, akkor adódik, hogy 

/ (x ) = cos21"3 — sin у (0 s x ^ яг), 

s ez a függvény valóban beletartozik V-be és mint súlyfüggvény Ci(r)-ra 
3 

ortogonális, ha a > - ~ . Ezzel bebizonyítottuk a következő segédtételt: 

3 3 3 5. S E G É D T É T E L . Ha a < у vagy ha a = y , de т ф —, fakkor nincs 

С, (т)-га ortogonális V-beli, nem 0 súly függvény. А я helyen eltűnő, a 
x 

0 ^ x < я intervallumon sin у - ve/ egyenlő függvény lényegében az egyedüli 

2 III O s z t á l y K ö z l e m é n y e i V/4 
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С, I 2 f r e ortogonális súly függvény. Ha a > - - , cos2t :í - sin y V-beli, C, (r)-ra 
3 

ortogonális súlyfüggvény. Ha y < ci ̂  2, lényegében ez az egyedüli V-beli,, 

С, (т)-га ortogonális súly függvény. 
Az 5. segédtételből közvetlenül folyik a 

3 
6. S E G É D T É T E L . Ha « S Í Y , /u'/zcs C, (т)-га ortogonális integrálható fiigg-

3 
vény. Я д « > у , a 

d л , о x « x / 4 \ n , о x 2 т 3 л - ( x 
— — COS21'3-^- Sin -fr- = ( t — l j C O S - 1 " - " ^ ~ COS "7J-

ÍTX Z Z Z Z Z 

3 
függvény integrálható és ortogonális C,(r)-ra. На у < « s= 2, lényegében ez 

az egyedüli ilyen tulajdonságú függvény. 
x 2t 3 x 3 

Jegyezzük meg, hogy (т—l)cos2 1-2 — 2 c°s2t 4 y e s e _ 

tén akkor és csak akkor korlátos, ha « 2 és akkor és csak akkor integrál-

ható a g-adik hatványával, ha « > 2 2 ф 0 = Q < 
Ismeretes, hogy ha r==0,—1,—2,..., akkor С(т) V-ben teljes. 
Az 5. és 6. segédtételekből és ezen két utóbbi megjegyzésünkből követ-

kezik a 

3 
IV. T É T E L . C,(R) akkor és csak akkor teljes V-re nézve, ha R e r ^ y , 

3 

deтфу. CI(T) akkor és csak akkor teljes Lq-ra nézve (1 s q < 00), ha 

Re т S 2 2 C,(T) akkor és csak akkor teljes Lm-re nézve, ha Reт < 2. 

5. 

Végezetül a C(r) rendszer teljességét vizsgáljuk meg. Legyen először 
1 1 1 1 3 3 

— y < « ^ y , de t 4= у • Akkor у < a-f 1 < y , de т + 1 ф у s így а 

IV. tétel szerint а C ^ r - f l ) rendszer V-re nézve teljes. Az 1' segédtétel szerint 
akkor lényegében legfeljebb csak egy С(т+1)-ге ortogonális súlyfüggvény 

n 
m i t X 

létezik V-ben; ez nyilván — cos^^-í/f, hiszen tudjuk, hogy c o s 2 1 - 2 o r t o -
i 1 4 

gonális C(r)-ra, ha Re x > . Minthogy egyrészt C(r) = {cos rx) + C ( r + 1), 
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másrészt pedig 

п n n 

jÁosTXű? —J c o s = j cosTX c o s ^ r d x = =j= 0 
0 x 0 

(1. 11. old.), azért ha — — é s T ^ \ ' a k k o r nincsen C(r)-ra orto-

gonális, 0-tól különböző l/-beli súlyfüggvény. 

A C, rendszer a IV. tétel szerint V-re nézve teljes. így az Г segéd-

tétel szerint p(x) lényegében az egyedüli c [ ^ )-re ortogonális súlyfüggvény. 
TI 

Ha-L< a, akkor — j cos-l - ~ d t C(r)-raortogonális súlyfüggvény V-ben. 
X 

1 3 
Ha , akkor С](т) IV. szerint V-re nézve teljes, s így az 1' segéd-

n 

tétel szerint —J cos2'-2— dt lényegében az egyedüli C(r)-ra ortogonális 
X 

súlyfüggvény V-ben. 
1 1 3 5 

Ha a — 2 T=i= — 2 ' — 2 ' — 2 ' а ^ о г v a n °'Уап n egész 

szám, a m e l y r e — A k k o r viszont a fentiek 

szerint С(т + л) V-re nézve teljes, s így a fortiori С(т) is. 

Ha még figyelembe vesszük, hogy С j-yj = С | — U j = С | — y-j = 

. . . , akkor kimondhatjuk a következő segédtételt: 

7. SEGÉDTÉTEL. H a a г és тф у , ——, — —,..akkor С(т) 

V-re nézve teljes. p(x) lényegében az egyedüli c | y —/rj-ra (к 0, 1, 2 , . . . ) 
ti 

ortogonális súlyfüggvény V-ben. Ha a > — , — j cos-1- -^-dt C(r)-ra ortogo-
x 

1 3 

nális súlyfüggvény V-ben. Ha y - < « < — , lényegében ez az egyedüli C(r)-ra 

ortogonális, V-beli súlyfüggvény. 
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Innen rögtön következik a 

8 . SEGÉDTÉTEL. Ha a 2 > nincs C(x)-ra ortogonális integrálható, 0-tól 

1 x 1 3 
különböző függvény. Ha a > y , cos2'"2 — ortogonális C(r)-ra. Ha — < « < — , 

lényegében ez az egyedüli C(r)-ra ortogonális, integrálható függvény. 

д c o s 2r-2_ függvény akkor és csak akkor korlátos, ha « 1, és akkor 

és csak akkor tartozik L9-ba (1 ^ q < «=), ha a > 1 . 

Ismeretes, hogy ha т = 0 , — 1 , - 2 , . . . , akkor С(т) V-re nézve teljes. 

Ezzel bebizonyítottuk a következő tételt: 

V. T É T E L . C ( T ) akkor és csak akkor teljes V-re nézve, ha Re r g —, de 

1 1 3 
T =}=—, ——, ——,... C(T) akkor és csak akkor teljes L''-ra nézve, ha 

£ £ £ 
1 

Re T ^ 1 ( 1 ^ q < °O). C(T) akkor és csak akkor teljes L -re nézve, 

ha Re T < 1. 

6. 

Ha egy függvényrendszer teljes, de akármelyik függvényét elhagyva a 
maradékrendszer már nem teljes, akkor azt mondjuk, hogy a rendszer exakte 
teljes, pontosabban, hogy a rendszer exakte teljes arra a H függvénytérre 
nézve, amelyre a teljességet vonatkoztatjuk. Ebben a pontban megmutatjuk, 
hogy a vizsgált trigonometrikus rendszerek, ha teljesek, akkor exakte is tel-
jesek, hacsak a nem kisebb, mint a teljesség határát jelző a érték minusz 1. 
Ez az állítás még nem egészen pontos, alább közöljük a pontos tételt. 

Itt meg kell jegyeznünk, hogy az exaktság vizsgálatánál а С(т), Сфт) 
stb. függvényrendszereket nem mint függvényhalmazokat, hanem mint függ-
vénysorozatokat tekintjük, s egy függvényt annyiszor számítunk egy rendszer-
hez, ahányszor az előfordul, ha к befutja a 0, 1 , 2 , . . . értékeket. így pl. C ^ j 

V-re nézve exakte teljes, de c | — ^ - j nem, jóllehet c j ^ - j é s —^-j ugyan-

azokból a függvényekből áll. 

VI. T É T E L . a. 1. C(r) V-re nézve akkor és csak akkor exakte teljes, 

ha — d e т ф у . 2. С(т) Lq-ra nézve (1 <*>) akkor 
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és csa/c akkor exakte teljes, ha < Re т ü 1 . 3. С(т) M-re nézve 

akkor és csak akkor exakte teljes, ha 0 Re т < 1. 
1 3 

ß. 1. С, (т) V-re nézve akkor és csak akkor exakte teljes, ha у < R e r g y , 

3 1 
de тф — és még ha т=фу • 2. Cx(r) L''-ra nézve (1 2 q < <*=) akkor és csak 

akkor exakte teljes, ha 1 T - < R e r g 2 T - . 3. C,(т) M-re nézve 

akkor és csak akkor exakte teljes, ha 1 ^ Re т < 2. 

у. 1. S(t) akkor és csak akkor exakte teljes V"-ra nézve, ha 0 < Re т ^ 1 
és т ф 1. 2. S(t) L'J-ra nézve (1 ^ q < °o) akkor és csak akkor exakte teljes, 

1 1 3 1 ha — < R e r ^ — ,,—. 3. S(r) M-re nézve akkor és csak akkor 2 2 q 2 2 q 
1 3 

exakte teljes, ha — s! Нет < — . 

BIZONYÍTÁS : Minthogy a közölt 9 állítás bizonyítása egymáshoz teljesen 
hasonló, megelégszünk у. 1. bizonyításával. 

A 111. tétel miatt a 0 < Rer 1, т ф 1 feltétel szükségessége nyilván-
való. Megmutatjuk, hogy ez a feltétel elégséges is. 

Tekintsük a 0 < R e r g 1 , т ф 1 feltevés mellett az 5(тфЛф-1) rend-
szert, ahol к nemnegatív egész szám. A 3. segédtétel szerint 

Re T ф T ф 1 > 1 (v = 0, 1,2, ...,k) 
miatt a 

(6) cos'-* у , cos-*"1"2 y'•••' c o s 2 t +'k y 

súlyfüggvények rendre ortogonálisak az 5 ( т ф 1), 5 ( т ф 2 ) , . . . , S(r + k+ 1) 
rendszerekre, s így mindnyájan ortogonálisak ezen rendszerek legkisebbikére, 
5 ( т ф Л + l)-re. Teljesen nyilvánvaló, hogy a (6) függvények K°-ban lineárisan 
függetlenek. Következésképp K°-nak 5 ( т ф Л ф l)-re ortogonális altere leg-
alább Аг-f-l dimenziós. Az 1. segédtétel értelmében akkor S(r + к + 1 ) к 
számú függvény adjunkciójával V°-ra nézve semmiképp sem tehető teljessé, 
s így az {S(r + k+ 1), sin ТХ, sin ( т ф l )X , . . . , sin (т + k—1)X} = S (T ) — 
— { sin (Лфт)х} rendszer К°-га nézve nem teljes. Tehát S(t) tetszőleges 
elemét elhagyva a maradékrendszer már Ln-ra nézve nem teljes, s éppen ezt 
kellett bizonyítani. 
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3. §. 

1. 

A III., IV., V. és VI. tételek alapján most már kimondhatjuk a vizsgált 
függvényrendszerek zártságáról szóló tételt. Az „exakt zártság" fogalmát az 
exakt teljességhez teljesen hasonló módon értelmezzük. Ahelyett, hogy azt 
mondanók, hogy egy függvényrendszer egy térben exakte zárt, röviden azt 
mondjuk, hogy a függvényrendszer exakt az illető térben. Könnyebb áttekint-
hetőség kedvéért a tételt táblázatos alakban közöljük. A bevezetőben mondot-
tak alapján, a fenti tételekből a C5(r) és C,5(r) rendszerek zártsági viszo-
nyai is könnyen kiolvashatók. Külön kiemeljük a következő tételt : 

VII. TÉTEL. A cos rx, sin rx, cos (1 + т)х, sin (1 + r ) x , . . . függvények 
lineáris kombinációival akkor és csak akkor lehet minden folytonos függvényt 
a [—;T, ;T] intervallumon tetszőleges pontossággal egyenletesen approximálni, 

ha Re т Ш у és 2r nem egész szám. Ha a fenti rendszerhez még az / (x) 1 

függvényt is hozzávesszük, akkor az approximálhatóság feltétele az, hogy 
Re г ^ 1 legyen, és hogy т ne legyen egész szám. 

2. 

Legyen £2 a véges [a, b] intervallumon értelmezett korlátos és integrál-
ható függvényeknek egy halmaza. Ismeretes, hogy ha £2 zárt //'-ben, akkor 
zárt Lv -ben is, ha 1 ^ p' <p °o. így található egy olyan 1 ^ у ^ <*> szám, 
amely elválasztja egymástól azokat a p értékeket, melyekre £2 Lp-ben zárt és 
amelyekre nem zárt. Ha £2 semelyik Ü térben sem zárt, legyen y = 1; ha 
mindegyik U térben (1 ^ p < zárt, legyen y — °o. Mármost £2 zártsági 
fokát p(/2)-t a következő szimbólummal értelmezzük: 

= ha £2 LT-ban zárt; 
ç(£2) = y—0, ha £2 L7-ban zárt. 

Ezen fogalom birtokában pl. a CS(r) és а С,5(т) rendszerek zártsá-
gára vonatkozó tétel a következőképpen fogalmazható meg: 

G[CS(T)] : 

1 
2 Re г— 1 

1 0 , 

- 0 , 

e t C S Í T ) ] 

1 
2 Re г — 2 ' 

1 - 0 , 

o, 

ha 

ha 

ha 

ha 

ha 

ha 

у < Re т < 1, 

Re T = 1, 
1 

R e r ^ y . 

1 < Re г < 

3 Re г = 

Re г = 



A zártságra vonatkozó tétel 

akkor és csak akkor zárt akkor és csak akkor exakt 
C[0, л]-Ьеп, ha C°[0, л]-Ьеп, ha D< [0, .-íj-ben (1 <p<oc), ha L [0, я]-Ьеп, ha C[0, л]-Ьеп, ha C"[0, л]-ben, ha L"[0, л]-ben (Kp»), ha L[0, л]-Ьеп, ha 

C(r) 

Re r<7, de _ 2 
1 1 

r*J>—2> 3 
~~2' " 

1 1 Reiá2+V Re г < 1. 
1 1 

dê -i-: 

1 1 
-Y+2p< 
<Rer̂ - + 

1 
0 á Re r < 1. C(r) 

Re r<7, de _ 2 
1 1 

r*J>—2> 3 
~~2' " 

— 

1 1 Reiá2+V Re г < 1. 
1 1 

dê -i-: 

1 1 
-Y+2p< 
<Rer̂ - + 

1 
0 á Re r < 1. 

C,(r) 

3 
Re г ̂  —, de 

3 
t ф —. 2 

— 

3 1 
У 2 p ' 

Re t < 2. 
1 3 
— < Re t —, 3 de г ф — , to-2 

- 1 
vábbá, ha г =—. 

1 1 
T+2~p 3 <Rer̂  1-~ 2 

1 
1 ^ Re r < 2. C,(r) 

3 
Re г ̂  —, de 

3 
t ф —. 2 

3 1 
У 2 p ' 

Re t < 2. 
1 3 
— < Re t —, 3 de г ф — , to-2 

- 1 
vábbá, ha г =—. 

1 1 
T+2~p 3 <Rer̂  1-~ 2 

1 
1 ^ Re r < 2. 

S(r) 
semmilyen 

r-ra sem zárt 
C[0, л]-Ьеп. 

Re1, de 
« 4= 1,0,-1, Rê l+7. R e r < | . 

semmilyen r-ra sem exakt С[0,я]-Ьеп. 
0< Rer̂ l, 
de г + 1. 

1 
2 p 

1 
1 H . 

- 7 p 

i^Rer< 
3 

<2-
akkor és csak akkor zárt pi 

akkor es csak akkor exakt 4 
C[ —л, л]-Ьеп, ha 

Lp[—n, л]-Ьеп (1 <p < <x), ha L[—л, л]-Ьеп, ha C[— 71, я]-Ьеп, ha Lr[—л, я]-Ьеп (1 < p < 0 ), ha L[— 71, я)-Ьеп, ha 

es( о 
Re r < — de r ± — 0, — 2 2 1 3 

2' h
 2 ' " 

Re r < — + 7. Re r < 1. 1 1 
0 < Re г < —, de г Ф —. 

1 _ 11 — < Rer <_ 4- —. 2p -22p 
— <Rer< 1. 2 

C,S(r) Re r < 1, de 
0,-1,-2,... Rer< 1 + 7 

» 2 p 
3 
"2" ' 

1 
— < Rer< 1, der+1, 

1 
továbbá ha r = —. 

2 

1 1 
1 < Re x < 2 2p — 1 

2 p 

3 
l<R*<y. 
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Ha p-t nem mint szimbólumot, hanem mint számot tekintjük, akkor p-t 
mint r függvényét ábrázolhatjuk mindaddig, amíg о véges: 

Magyar Tudományos Akadémia 
Alkalmazott Matematikai Intézete. 
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