BIZONYOS TRIGONOMETRIKUS RENDSZEREK
TELJESSEGEROL

CZIPSZER JANOS és RENYI ALFRED

Bevezetés

« K Sajpuxov egy cikkében [1] a
1) A{cos (k+1)x,sin (k+7)x} (k=0,1,2,...), r=konst.

rendszer L*[—u, sr]-beli teljességét vizsgalja, és erre nézve a kovetkezd tételt
bizonyitja be:

Az (1) rendszer L*[—u, sr]-ben teljes, ha rgg, de nem teljes, ha
'r>i

i

A jelen dolgozatban hasonld, azonban leényegesen altalanosabb problé-
méval foglalkozunk. A

C(t):{cos (k+7)x} (k==0,1,2,...)),
Ci(v):{1l,cos(k+7)x} (k=0,1,2,...),
S(r):{sin(k+1)x} (k=0,1,2,...),
CS(®):{cos(k+7)x,sin(k+7)x} (k=0,1,2,...),
C.S(v): {1, cos (k+T)x,sin (k+7)x} (k=0,1,2,...)

rendszerek zartsagat fogjuk vizsgalni a kovetkezo fliggvényterekben: A p-edik
hatvanyukkal integralhaté fiiggvények terében, L”-ben, ahol 1 = p < oo és a
folytonos fiiggvények terében, C-ben. (Fiiggvényen mindig komplex értékil
fiiggvényt értiink.) Ha a C(¥), Ci(t) S(r) rendszerekrdl van szo, akkor min-
dig ugy értendd a dolog, hogy a szobajovo fiiggvények értelmezési tartomanya a
[0, 7] intervallum; ha a CS(t) vagy a C,S(7) rendszerrdl van szd, akkor [—, 7z}
az értelmezési tartomany.* Ahol sziikséges, hogy ezt kiilon kihangstlyozzuk, ott
az L*[0, n], C[O, =] ill. az L*[— =, 7], C[—, 7] jelolésekkel fogunk élni. Az
eredményeket a dolgozat végén tablazatos forméaban foglaljuk ossze. Teljes
valaszt fogunk adni arra a kérdésre, hogy ezek a fiiggvényrendszerek
milyen komplex = értékekre zdrtak valamelyik L”-ben vagy C-ben és melyekre
nem zartak, ekdzben eldontjiik azt a SAJpukov altal nyitva hagyott kérdést,

* A problémat Reénvi Averép vetette fel.- TOle szarmazik -az 1. §. ‘1.-pontja. A dolgo-
zat tobbi része' Czipszer JAnostdl szarmazik. K. Sajpukov cikkérdl csak a jelen cikk 1. §-anak
elkészitése utdn értesiiltiink. :
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hogy az (1) rendsver—g—< r<%—re teljes-e L*ben? Az S(v) rendszer ese-

tén még a O helyen eltiind folytonos fiiggvények terében, C°-ban val6 zart-
sagot is eldontjitk. (Erre esak azért van sziikség, hogy C('r) -r0l és S(¥)-rol
az egyik alabbi megjegyzés alapjan attérhessiink CS(t)-ra és C,S(¥)-ra, amikor
ezeknek a rendszereknek C[—:v,:x]-beli zdrtsagat vizsgaljuk.)

Emlékeztetiink a zartsdg definicidjara. Egy fliggvényrendszert egy linearis
normalt fiiggvénytérben (I. [2], 53. o.) akkor neveziink zartnak, ha a rend-
szer elemei beletartoznak a térbe és a rendszer elemeinek linedris kombina-
cidival a tér barmely eleme tetszéleges pontossaggal approximalhats. Az
L" (1=p<oo), az L®, a C és a C° terekben a normat a szokott modon
értelmezziik, tehat ha altaldban az alapintervallumot [a, b]-vel jeldljiik, akkor

1

=177 Lben (1= p < ),

| f||=Vrai max L*-ben,

a=sr=b

|fll= max |f| C-ben és C‘-ban.
a=r=h

. Minthogy azok a rendszerek, amelyeket vizsgalunk, folytonos fiiggvé-

nyekbdl allanak, és az alapintervallum véges, azért ezek a fiiggvények bele-
tartoznak az Osszes L' -terekbe és a C térbe, s igy a felvetett problemanak
mindenesetre van értelme.

A részletes targyalds sordn elég, ha-csak a C('r), C.(t) és az. S(r) rend-
szerekre szoritkozunk. Elég tudniillik ezen rendszerek -zdrtsagat eldonteni,
mert innen a CS(7) és C,S(r) rendszerek zart vagy nem zart volta mar egy-
szeriien kovetkezik. Csupdn a kovetkez6 két trivialis tételre kell hivatkoznunk :

1. Legyen £ egy L"[—a, a]-ba (1 =p = oo,a>0) tartozd, paros és
pératlan fiiggvényekbdl allo rendszer. £2,-gyel, ill. £2,-vel jeloljilk azon fligg-
vények Osszességét, amelyek a [0, a] intervallumon vannak értelmezve, és ott
£ valamelyik paros, ill. paratlan fliggvényével megegyeznek. Akkor &2, és £2,
fiiggvényei beletartoznak L*[0, a]-ba, tovabba £ akkor és csak akkor zart
L?[—a, a]-ban, ha L, és L, mindketten zirtak L”[0, a]-ban.

2. Legyen £ C[—a,a]-ba tartozo, paros és pdratlan fiiggvényekbdl
allo rendszer. £2,-gyel, ill. £2,-vel jeloljiik azon fliggvények Osszességét, amelyek
a [0, a] intervallumon vannak értelmezve és ott £2 valamelyik péros ill. parat-
lan fiiggvényével megegyeznek. Akkor €2, fiiggvényéi C[O, a]-ba, &2, fiigg-
vényei C°[0, a]-ba tartoznak, tovabba £ akkor és csak akkor zart C[—a, a]-ban,
ha £, zart C|[0,q]-ban és 92 zart C°[0, a]-ban.

Tudvalevl, hogy ha £ egy H linedris normalt fliggvénytér egy rész-
halmaza, akkor £2 akkor és csak akkor zart H-ban, ha a O-n kiviil nincs
olyan H-n értelmezett linedris operacio, amelyik £ minden fiiggvényén eltii-
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nik (I. [2], 58. 0.). Ezen zartsagi kritérium birtokaban feladatunk a kovet-
kezOképpen fogalmazhato: _

E! kell dontentink, hogy adott p mellett melyek azok a ¢ értékek,
melyekre nincs LP-n értelmezett nem azonosan O linearis operacio, amelyik a
vizsgalt fiiggvényrendszeren eltiinik, és hogy melyek azok a = értékek,
melyekre nincs olyan C-n értelmezett linedris operacié, amelyik a vizsgélt
fiiggvényrendszeren eltiinik anélkiil, hogy azonosan O lenne. S(v) esetén még
ugyanezt a vizsgdlatot a C° térben is megejtjiik. Marmost tudvalevé, (1. [3],
[4] és [5]) hogy minden LP-n (1 = p < oo) értelmezett A linedris operacio

Af—(fe fer”

alakban irhaté, ahol g az L?1 ill. p—1 esetén az L® tér valamelyik eleme,
és minden C-n értelmezett A linedris operacio

Af=|[fdefec

......

az a(x)= a(x+0)—|2—a(x—0) feltétellel normalt fiiggvény. A tovabbiakban

az ilyen tulajdonsagu «(x) fiiggvények osszeségét V térnek fogjuk nevezni. A
V térben a normit a szokott modon értelmezziik: ¢ normdja egyenld e totalis
variacidajival. A linedris operdci6t generalé g(x) ill. e(x) fiiggvényt a linea-
ris operacio nulifiiggvénytdl eltekintve egyértelmilen meghatarozza, s az ope-
raci6 normdja megegyezik g(x).ill. e(x) normdjaval. Megjegyezziik, hogy a V
térben az azonosan O-n kiviil nincs is mdas nullfiggvény. A C° térben értel-
mezett linedris operaciok is egy V-beli «(x) stlyfiiggvénnyel képezett Stieltjes-
integral alakjaban allithatok eld, most azonban «(0)-t tetszOlegesen felvehet-
jiik, e(x) csak a 0 < x = sz intervallumon van egyértelmiien meghatarozva.*
Ha el6irjuk, hogy «(0)= a(+0) legyen, akkor ezzel &(x) mar egyértelmiien
meg van hatarozva a linedris operacio éltal, és a linedris operdcié normdja
megegyezik e(x) norméjdval. V-nek a O helyen folytonos fiiggvényei egy alteret

alkotnak, amelyet V°-lal jeloliink. Forditva: minden L%-beli (%—i—%:l),

V-beli és V'-beli fiiggvény L"-ben ill. C-ben ill. C°-ban egy linearis ope-
raciot general nyilvanval6 értelemben. L, V és V° elemei és az LP-n,ill. C-n,
ill. C°-on értelmezett linedris operaciok tehat kolcsonosen egyértelmiien felel-
nek meg egymasnak, agy, hogy a megfeleltetésnél a norma és a linearis
struktara valtozatlan marad.

* Ez az dllitas ugyanigy bizonyithatd, mint a C-re vonatkozo Riesz-féle tétel, sot
abbdl kénnyen le is vezethetd.
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Allapodjunk meg a kovetkezd definiciokban : v

Feltessziik, hogy az 0Osszes szoba jovo fiiggvények értelmezési tartomdnya
egy véges [a, b] intervallum. Legyen H egy normdlt linedris fliggvénytér.
Legyen £ a fiiggvények valamilyen haimaza. Azt mondjuk, hogy £ H-ra
nézve teljes, ha

b
1. "fg létezik valahanyszor f€ Q2 és g¢ H és ha .

b
2. J'fg=0 minden f€ £2-ra és egy g€ H-ra maga utdn vonja, hogy

|gl|= 0 [Vo. [6], 45. o.]. | b
Azt mondjuk, hogy £2 a H sulytérre nézve teljes, ha 1. .'fdg létezik,

b .
valahanyszor f¢ 2 és g€ H és ha 2. degz 0 (ahol g ¢ H) minden f € £2-ra

maga utan vonja, hogy || g|=0.

A zéronormaju fiiggvényt nullftiggvénynek nevezziik. f=0 csak azt jeloli,
hogy f nullfiiggvény, nem pedig azt, hogy f minden x helyen nulla. A tar-
gyalasbol mindig vildgosan ki fog deriilni, hogy az ,f nullfiiggvény“ A4llitas
melyik H tér metrikdja szerint értend6. Ha f€ H és g€ H és vannak olyan
«, 8 szamok, melyekre |[ef+8g||==0 és ¢80, akkor azt mondjuk, hogy
f és g lényegében azonosak H-ban.

Ha az f és g fiiggvények szorzatdnak integralja O, akkor azt mondjuk,
hogy f ortogondlis g-re és forditva. Ha egy f fiiggvény ortogonalis egy fiigg-
vényhalmaz mindegyik elemére, akkor azt mondjuk, hogy f ortogondlis az

b
illeté halmazra. Ha f fdg =0, akkor azt mondjuk, hogy f ortogondlis a g suly-

b
fiiggvényre vagy, hogy a g sulyfiiggvény ortngonalis f-re. Ha [fdg:O vala-
hanyszor f valamilyen H halmaz eleme, akkor azt mondjuk, hogy a g stly-
fiiggvény ortogondlis a H halmazra.
A fent emlitett zartsdgi kritérium ezen definicick és az idézett tételek
felhasznaldsdval a benniinket €rdekld esetekben a kovetkezOképpen fogalmaz-
hatd meg:

Egy fiiggvényrendszer akkor és csak akkor zdrt L?[0, ]-ben (1=p <o),
ill. C[O, st]-ben, ill. C°[0, x}-ben, ha & beletartozik L*[0, 7t)-be, ill. C[O, 7t]-be,

ki
ill. C°[0, x]-be és teljes L°[0, x]-re (qz%) y, il V-re ill. V°-ra nézve.

* || g |l-val g H-beli normajat jeloljiik.
* p—1 esetén g =ox.
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Az 1. §-ban a Parseval-egyenloségre és egy integralformulara tamasz-
kodva bebizonyitjuk SAJDUKOV idézett tételének egy éElesitését. A 2. §-ban
eldontjiik, hogy a C(t), Ci(v) és S(z) fiiggvényrendszerek egy tetszbleges
adott g-ra* (1 =¢ = o) milyen 7-kra teljesek L’-ra nézve, tovibba milyen
z-kra teljesek V-re és S(r) esetén V°ra nézve. A 3. §-ban a zartsaggal
foglalkozunk.

1. §.
1.

Bebizonyitjuk a kovetkezd, tételt:

Ha Rer = % ,
BizoNYiTAS: Vezessiik be az e¢=Ret jelolést. Tegyiik fel, hogy f(x)
négyzetesen integrathatd és ortogondlis C(z)-ra, azaz

akkor C(t) és S(t) feljes L*-ben.

ff(x) cos (k+7)xdx =J'f(x) COS TX COS kxdx—jf(x) sin Tx sin kx dx=0
0 0 Q

(k=0,1,2,..).

Legyen
Q= %Jf(x) cos TXx cos kxdx.
0
Akkor
) f(x) cos tx~ > a cos kx O=x=mn), .
k=1
3) - f(x) sin Tx ~ > ay sin kx O=x=n).
k=1

frjuk fel a Parseval-egyenldséget erre a két Fourier-sorra:

e [

[17Car| cos wxpax=F 3lal, |17 sin vxi*ax = F >la

k-1 k=1

Vonjuk ki egymasb6l a két egyenletet:

i?lf(x)|2 (| cos zx|*—|sin Tx|2) dx =f]f(x)|2 cos’ ax— sinfex)dx =
=f|f(x)|f‘j cos 2axdx==0. .

* Megjegyzendd, hogy az L-re nézve valo teljességre a zartsag eldontésénél nem
lesz sziikség.
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Ha |e| = 711—, akkor cos2¢x a 0<x<:r intervallumon pozitiv, s igy f(x)
sziikségképpen m. m. 0. Kovetkezésképp C(7) teljes L®-re nézve, ha |Rer|= —‘lr .

Szorozzuk meg (2)-t cos i—vel, (3)-at sin l-vel, és adjuk a kettot
g 2 5 J

Ossze, majd szorozzuk meg (2)-t — sin %-vel, (3)-at cos %—-vel, €s adjuk

.a kettbt Ossze:

. @ - f(x) cos ('r— —;:—) X~ gak cos (k— %)x O0=x g T),
(5) f(x) sin (i'r— -;—:)va 1Zmak sin (k— %Jx 0O =x=).

Konnyen belathatd, hogy ezeket a formalis atalakitdsokat jogos volt el-

végezni abban az €rtelemben, hogy (4) és (5) jobboldalai f(x) cos (T——;—Jx

2

ill. f(x) sin (1 —L)x Fourier-sorai a [0,:r] intervallumon ortogondalis

cos (k——;—)x (k=1,2,..) ill.sin (k——%)x (k=1,2,...) rendszer szerint. Ezek
a rendszerek teljesek L*[0, :r]-re nézve. Ez az allitds ekvivalens azzal, hogy

a 3cos (k—%)x, sin (k— %)x% (k=1,2,...) rendszer teljes L* [én, 7T]-re

(e Y :
nézve, ez pedig ekvivalens azzal, hogy az e'(A ) (k=0, 41,4 2,...)rend-
szer - teljes L*|—:t,:t]-re nézve. Ez azonban nyilvin igaz, mert ha
g(x) € L*[—-=, T] és

92‘ 7 .‘—lm
g~ 2 Ckf—’(’ ) )
k= -0

akkor-

B

. w
gx)e T~ 3 qei
Kk=-¢

s az e fiiggvények teljessége miatt

ki .

1 2 C‘L 2
S Jiswrac— £ o
Ve -7

i b - o ,
azaz az e */ rendszerre érvényes a Parseval-egyenlGség, s igy az valo-
ban teljes.
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Tehat a 5 5

L2[0, ;t]-re nézve. gy a (4) és (5) sorfejtésekre érvényes a Parseval-egyenl6ség :
j}f(x)[‘2 cos (T—%) =%Zﬂ|ak|2 e’s'[|f(x)!2 sin (r—h)
0 = 0 [
=5 2 lal
k=1
Innen
Jlf(x) |? ; cos ('r— L) x 2 — } sin ('r—— —I—)x
\ 2 { 2
0 . .
oV 1 L, 1) |
= |{f(x)|?]cos’ ¢ — - | Xx— sin*|e— & |x dx =
0 ’ '

J]f(x)[gcos (2¢—1)xdx—0.

cos (k—— —L)x ésa 3 sin (k—L)xz rendszerek is  teljesek

o

9

dx=

1 3
Ha T =Ee= 1’
sziikségképpen f(x)==0 m. m. Ezzel bebizonyitottuk, hogy C(r) L*-re nézve

akkor cos (2e¢—1)x a 0 < x < 7 intervallumon pozitiv, s igy

teljes, ha 1 = Re v = .

4 = 4
Hatra van még az az eset, amikor ¢ < ——}1—. Legyen n olyan pozitiv
egész szam, melyre ——}1— =atn= % A mir bizonyitottak szerint C(z-+n)

telijes L*-re nézve, s azért C(tr+n)c C(r) miatt C(r) is teljes L>-re nézve.
Ezzel bebizonyitottuk, hogy C(t) teljes L*-re nézve, ha Rer é%.
Teljesen hasonidan bizonyithatd ugyanez S(t)-ra is, de ahelyett, hogy
a fenti bizonyitast megismételnénk, parcidlis integralds segitségével is kony-
nyen belathatjuk, hogy S(t) teljessége L>-re nézve kovetkezik C(7) teljes-
ségébol.

"Most megmutatjuk, hogy C(zr) nem teljes L’-re nézve, ha Re v > 7‘2—

Ez abbdl a ténybdl kovetkezik, ho cos‘-”-2iort0 onalis C(r)-ra,ha Rer>-—1—
cny gy 2 g 2
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s ez a fliggvény négyzetesen integralhatd, ha Re = > i Ennek igazolasara a

4
kovetkezd integralformuldra hivatkozunk :
fcos“'1 x cos b idx == 27l (a) ,
- 2 2 a,(a—i—b—}—l) (a—b—}—])
0 2°1 r
2 2
~ 1 x
ha Rea>0 és ﬁz)zo’ ha z I'(2)-nek poélusa tovabbd a cos“-l? és a 2°
hatvanyok a foértéket jelentik. (L. [7] 189. o. és [8] 108. o.).
Az idézetteknél valamivel rovidebben a koévetkezOképpen szamithatd ki
a baloldali integrdl. Legyen Reb>Rea—1>—1. A'z=e¢" helyettesitéssel
. . Lox " 1-a+b
— a-li i :_!_[ a—li Ib? _~1_J\ inc ix)o-1 —_
I—Jcos 2cosb2dx 5 JcosTiye dx—za e (1+e%)" dx=
0 -n S
i _ a-b+1
=——;Jz T (142)"de,
2 c
ahol C a pozitiv irdnyitdst egységkort jelenti. Ha az integrdcios utat az abra
szerint deformaljuk és r— O, azt kapjuk, hogy
? b+1
. a-b+
T—=— 2 {1 (et sin (_—“—b“ :r)2i=
. 2" 2
-1
1
2 a—b+1 J - achil al g
=7 sm( 5 JT) X (1—x)" " dx=
0
. a—b+1 1—a+b .
- =g [ g am[g o)
J 1+b—a ),
. 2 .(a—b+1 )’_ 3 )’(")
— sin -
2° 2 ( at+b+1 )
r
2
L 2xl (a)
: A o a+b+1 (a—b—{—l)'
| SRR

Analitikus folytatidssal a formula érvényessége kiterjeszthetd a- Reb = Rea—1
esetre is. '



BIZONYOS TRIGONOMETRIKUS RENDSZEREK TELJESSEGEROL 399

Ezzel bebizonyitottuk a kovetkezd tételt:

I. TETEL. C(7) L*-re nézve akkor és csak akkor fteljes, ha Ret = e

i
Innen rogton kovetkezik a

Il. TETEL. CS(7) L*-re nézve akkor és csak akkor feljes, ha Re v = 2

4
(Sajdukov tételének élesitése).

A II. tételre adott fenti bizonyitdsunk SA)puKkov bizonyitdsatol teljesen
eltérd és annal lényegesen egyszerfibb.

Ebben a paragrafusban mar arra a sokkal altalanosabb kérdésre kiva-
nunk valaszolni, hogy a C(z), C,(t) és S(r) rendszerek mikor teljesek L’-ra
nézve, ahol 1 =¢q = oo.

Elérebocsatunk egy segédtételt, amely a tovabbiak soran alapvetd sze-
repet fog jatszani.

1. SEGEDTETEL. Legyen H normdlt linedris fiiggvénytér és legyen £ egy
fiiggvényrendszer. Tegyiik fel, hogy £2-t alkalmas n szdmi 9., 9., ... g, figg-
vénnyel kibévitve, H-ra nézve teljes rendszert kapunk. (Nem ftessziik fel, hogy
a g-k nem elemei £2-nak.) Azt dllitjuk, hogy H-nak £2-ra ortogondlis fiigg-
vényei legfeljebb n-dimenziés halmazt alkotnak. Ugyanez igaz akkor is, ha
H £2-ra nézve sulytér.

BizoNyiTAS: Ha a segédtétel nem igaz, akkor meg lehet adni n--1
szamu linedrisan fiiggetlen, £2-ra ortogondlis f,, fs, ..., fun fliggvényt H-ban.
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Ha a ¢, ¢, ..., c. Szamok a

~

bl P
N

.Q Jfag#)xv‘_o (u=1,2,...,n)

r=1
w1
egyenletrendszer egy nem trividlis megoldasét jelentik, akkor > ¢, f, ortogo-
r=1

nalis az {£, g1, 8,..., 8.} rendszerre, s igy ezen rendszer teljessége miatt
nt+l

> c,,f, nullfiiggvény, ami' viszont az f-ek linearis fuggetlensege miatt lehe-

tetlen. Minthogy a fenti egyenletrendszernek mindig van nem trividlis meg-
oldasa, azért ellentmonddsra jutottunk, amivel a segédtétel els6 részét bebizo-
nyitottuk. Ha H sulytér, a bizonyitds ugyanigy megy.

Kiilon kiemeljiik az 1. segédtétel kovetkez0 specialis esetét:

1 SEGEDTETEL. Ha egy £2 fiiggvényrendszer egy fuggveny adjunkcio-
Jjaval egy linedris normdlt H (suly -)fiiggvénytérre nézve teljessé tehetd, akkor
H lényegében legfeljebb csak egy £2-ra ortogondlis (suly-)fiiggvényt tartalmaz.

Ebben a paragrafusban tobbszor hallgatolagosan fel fogjuk hasznalni
a kovetkezd tényeket:

Ha egy fliggvényrendszer egy fiiggvénytérre nézve teljes, akkor annak
minden alterere nezve is teljes. Ha egy fuggvenyrendszerhez nem 1ala'11hat(’) ra
gonalis mtegra]hato fiiggvény sem.

Ebben a paragrafusban mindvégig feltessziik, hogy =0, —1,—2,...,
hacsak az ellenkez6iét explicite ki nem kotjiik.

2.

-3% bizonyos értelemben az egyediili

C(r)-ra ortogonalis fiiggvény, ha « nem til nagy. Tegyiik fel, hogy
%< « 5—1—. Akkor a L. tétel szerint C(r—1) teljes L>-re nézve. Minthogy
C(r—1)={cos(t—1)x}+ C(), azért ez azt jelenti, hogy C(v) mar egy
fiiggvény adjunkciojaval L’-re nézve teljessé tehetd, s igy az 1’ segédtétel

Meg fogjuk mutatni, hogy cos*

értelmében cos 2 —;ilényegében az egyediili olyan négyzetesen integralhato

fiiggvény, amely C(t)-ra ortogonalis. EbbOl az észrevételiinkbdl és a 1. tétel-
bél kovetkezik a

2. SEGEDTETEL. Ha « <1, nincs C(t)-ra ortogondlis, 0-t6l -kiilonbézd
korldtos fiiggvény. Ha 1 = e = %,‘cos‘—’“%lényegében az egyediili C(t)-ra
orfogondlis, korldtos fiiggvény. '
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3.

Tegyiik fel, hogy f(x) € V°, f(x)=0 és hogy az f(x) sulyfiiggvény orto-
gondlis S(r)-ra. Az ortogonalitds miatt parcidlis integraldssal adodik, hogy

0= [" sin (k=-1)xd f(x) = [ f(x) sin (k+ 1) x]§ — (k +7) _ff(x) cos (k+7)x dx.

0
Innen k- r==0 miatt

n

f(x) cos (k+1)xdx=0.

€}
Tehat f(x) ortogondlis C(r)-ra. Jegyezziik még meg, hogy f(x) korlatos..
A 2, segédtétel szerint, ha « < 1, akkor
f(x)=0 m.m.
f(x) € V* miatt innen kovetkezik, hogy
f(x)=0 0 =x=-1),

amivel bebizonyitottuk, hogy ¢ < 1 esetén S(r) V'-ra nézveteljes. Hal =« = %,.

ugyancsak a 2. segédtétel szerint konstans szorzo6tol eltekintve
f(x)= cos”*% m. m.
Megint f(x) € V° miatt innen kovetkezik, hogy

f(x) = cog>2 ; O = x < 1)

Ha ¢ =1, de 71, akkor cos*-2 %-nek nincs a :t helyen baloldali hatar-

értéke, s igy a tett feltevéseknek eleget tevé f(x) fiiggvény nem létezik. Ha
v=1, adddik, hogy
f(x)=1, ha O0=x<uzx é f(r)=0.
Ez a figgvény valdban beletartozik V*-ba és mint sulyfiiggvény orto-
gonalis S(l) re. A tovabbiakban ezt a fuggvenyt p(x)-szel fogjuk jelolni. Ha

I<e= :Z , akkor adodik, hogy

J(x) =cos¥2 ; 0= x= °T),
s ez a fuiggvény valoban beletartozik V°-ba és mint sulyfuggveny ortogonalis.-

S(7)-ra, ha e > 1.
Foglaljuk 0ssze ezeket az észrevételeket:

3. SEGEDTETEL. Ha @ =1 és T=k1, akkor nincs S(v)-ra ortogondlis,
Vi-beli O-tol kiilonbozo sulyfiiggveny. p(x) lényegében az egyediili V°-beli
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S(1)-re ortogondlis sulyfiiggvény. Ha > 1, a cosz-2X sulyfiiggvény bele-
2

tartozik V°-ba és ortogondlis S(t)-ra. Ha 1 < ea = %, lényegében ez az egye-

diili S(t}-ra ortogondlis silyfiiggvény V°-ban.

Innen rogton adodik a kovetkezd

4. SEGEDTETEL. e =1 esetén nincs S(t)-ra orfogondlis integrdlhato
fiiggvény. Ha e > 1, akkor

d
—— cos¥-2

X X
dx 2

X
27-3 i
= —(r—1) cos 5 sin 5

S()-ra ortogondlis integrdlhato fiiggvény és ha 1 <ea = %, akkor lényegében
ez az egyediili S(t)-ra ortogondlis, integrdlhato fiiggvény.

Ez a fiiggvény « > 1 esetén akkor és csak akkor korldtos, ha « é%

és a g¢-adik hatvdnya (1 =g < o) akkor és csak akkor integralhato, ha:

ho3 1
2 2q ° .
Ha =0, —1,—2,..., akkor ismeretes, hogy S(v) L-re nézve teljes.

A V° sulytérre nézve azonban nem teljes, mert p(x) mint stilyfiiggvény orto-
gondlis S(v)-ra.

S(7) semmilyen 7-ra nem teljes V-re nézve, mert a O hely karakterisz-
tikus fiiggvénye beletartozik V-be és ortogondlis S(7)-ra.

Fenti eredményeinket a kovetkezd tételben foglaljuk Ossze:

IIl. TETEL. S(T) semmilyen <«-ra nem teljes a V silytérre nézve. S(v) V'-ra
nézve akkor és csak akkor teljes, ha Ret=1 és v1,0,—1,—2,...8(7)
Li-ra nézve (1 = q < o) akkor és csak akkor teljes, ha Ret = g—-—%q

S(7) L*-re nézve akkor és csak akkor teljes, ha Rer < %

4.

Tegyiik fel, hogy f(x) € V,f(x)=E0 és, hogy f(x) ortogonalis C,(t)-ra.
Akkor

n n

Ja7()=0 és [ cos (k-+v)xdf (x) =[cos (k+n)x fi+

0 )

+(k+) | sin (k1) x f(x)dx =0,
0
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Innen f(0)==f(sx)==0, tovdbba k4 v ==0 miatt
| £ sin (k+0)xdx=0,
0

azaz f(x) ortogondlis S(v)-ra. Minthogy f(x) korlatos, azért a III. tétel szerint

ilyen f(x) e < -; esetén nem létezhet. Tegyiikk most fel, hogy% =a=2. Ak-

kor a III. tétel szerint S(t—1) L-re nézve teljes. Tehdt az S(v) rendszer a
sin (t— 1)x fiiggvény adjungalasaval L-re nézve teljessé tehets, s igy az 1’
segédtétel értelmében L-ben lényegében csak egy S(t)-ra ortogonalis fiigg-

vény létezhet. A 4. segédtétel szerint cosx-3 X sin X

5 5 ortogonalis S(7)-ra, ha

« > 1. Ezzel bebizonyitottuk, hogy% = « = 2 esetén lényegében ez az egye-

diili integralhat6, S(z)-ra ortogonalis fiiggvény. Tehat konstans szorzotol el-
tekintve
x . X
f(x)=cos*-2 -5 sin 0 < x< ),

ha%g «=2. Ha a:%, de T:i:—g—, akkor a feltevéseknek eleget tevd

f(x) fiiggvény nem létezhet, mert cos-3 X gin X -

5 5 nek nincs a sz helyen bal-

oldali hatarértéke. Ha 1=%, akkor adddik, hogy

f(x) =sin % 0 =x<),

f(T)y=0.
Ez a fiiggvény val6ban V-beli és mint sﬁlyfﬁggvény' G (%) -re ortogonalis.
Ha % < @ = 2, akkor adédik, hogy '

f(x)==cos*-3 _‘:x): sin % O=x=n),

s ez a fliggvény valoban beletartozik V-be €s mint silyfiiggvény C,(t)-ra

ortogonalis, ha « >—3—. Ezzel bebizonyitottuk a kovetkezd segédtételt:

2
) 3 3 3 ,
5. SEGEDTETEL. Ha @ < -5 vagy ha a=-2—,de 'l‘Zi:?, akkor nincs
C.(v)-ra ortogondlis V-beli, nem O sulyfiiggvény. A n helyen eltiind, a

. .X . , .
0 = x < 7zt intervallumon sm?-vel egyenld fiiggvény lényegében az egyediili

2 111 Osztaly Kozleményei V/4
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G (%)-re ortogondlis sulyfiiggvény. Ha « > %, c052‘*332c— sin % V-beli, C,(v)-ra
ortogondlis sulyfiiggvény. Ha % <a =2, lényegében ez az egyediili V-beli,

C.(v)-ra ortogondlis siilyfiiggveny.
Az 5. segédtételbdl kozvetleniil folyik a
6. SEGEDTETEL. Ha « = 3 , nincs C,(t)-ra ortogondlis integrdlhato fiigg—
vény. Ha a>%, a
X 27—3 x

d ‘21-3£ H __x__ . 2z-2 7 24 7
dx oS sin = (t—1) cos 5 5 cos*ig

Jiiggvény integrdlhato és ortogondlis C,(t)-ra. Hq% <a =2, lényegében ez
az egyediili ilyen tulajdonsdgu fiiggvény.

Jegyezziik meg, hogy (t—1) cos‘“-zg—L;?’cos?H% > % ese-
tén akkor és csak akkor korlatos, ha « = 2 és akkor és csak akkor integral-
haté a g-adik hatvanydval, ha ¢ > 2——217(1 =g < o).

Ismeretes, hogy ha v=—0,—1,—2,..., akkor C(z) V-ben teljes.
Az 5. és 6. segédtételekbdl és ezen két utobbi megjegyzésiinkbdl kovet--
kezik a

IV. TETEL. C,(*) akkor és csak akkor teljes V-re nézve, ha Rerg—s,

de'r:):%. Ci(v) akkor és csak akkor teljes L'-ra nézve (1 =g < o), ha

Ret=2— ZLq C\(t) akkor és csak akkor feljes L ®-re nézve, ha Ret < 2.

5.

Végezetiil a C(t) rendszer teljességét vizsgaljuk meg. Legyen el6szor

1 1 1 1 3 3 .
—7<a§—2—, de T:JF?. Akkor7< a1 §7, de ¢41 :i:? s igy a
IV. tétel szerint a C,(r-+1) rendszer V-re nézve teljes. Az 1" segédtétel szerint

akkor lényegében legfeljebb csak egy C(r--1)-re ortogondlis silyfiiggvény

n

létezik V-ben; ez nyilvan —J‘cos‘-”?t dt, hiszen tudjuk, hogy cosﬂ'-‘z% orto-

gondlis C(t)-ra, ha Ret > % . Minthogy egyrészt C(t) = {costx} + C(r 4 1),
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masrészt pedig

n n

~ 27 t —_— 2z X _ T
jcos'rxd[—J cos é—dt]—‘[cosrxcos §dx-—?$0

0 x Q0

(I. 11. old.), azért ha — % <e = % és r:i:—;—, akkor nincsen C(t)-ra orto-

gondlis, O-t6l kiilonbozd V-beli silyfiiggvény.
A C (%) rendszer a IV. tétel szerint V-re nézve teljes. Igy az 1’ segéd-

tétel szerint p(x) lényegében az egyediili C(—;—)—re ortogonalis sulyfiiggvény.

Ha%< «, akkor — fcos‘-’"'-’—;jdz‘ C(r)-ra ortogonalis sulyfiiggvény V-ben.

T

Ha —1—< « <i akkor C,(r) IV. szerint V-re nézve teljes, s igy az 1’ segéd-

2 2’

n

tétel szerint —Jcosg'*%dt lényegében az egyediili C(v)-ra ortogonalis

stlyfiiggvény V-ben.

1 . .1 3 5 ,
Ha «=—-5 € r_i_——‘,z—, —o T akkor van olyan n egész
szam, amelyre-—%<a+n§—;—,de T+ n== —;-. Akkor viszont a fentiek

szerint C(v+n) V-re nézve teljes, s igy a fortiori C(7) is. .
Ha még figyelembe vessziik, hogy C(%) :-C(—%)———C(——%)_—_

—..., akkor kimondhatjuk a kovetkezd segédtételt:

!

Vg pgl 1 3 akkor  C(%)

7. SEGEDTETEL. Ha ¢ = — és v 4 —, ——, ——,...,
-2 T2 2 2

V-re nézve teljes. p(x) lényegében az egyediili C (—;———k)-ra (k=0,1,2,..))

ortogondlis sulyfiiggvény V-ben. Ha « > % , ~J cos>2 %d t C(r)-ra ortogo-

X

ndlis sulyfiiggvény V-ben. Ha % <e< % , lényegében ez az egyediili C(t)-ra
orfogondlis, V-beli silyfiiggvény.

2%
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Innen r6gton kovetkezik a

8. SEGEDTETEL. Ha a<——

5 nincs C(w)-ra ortogondlis integrdlhato, O-tol

kiilonbozo fiiggvény. Ha « > ; , COs¥*2 ? ortogondlis C(t)-ra. Ha —;—< « <—‘3—,

lényegében ez az egyediili C(t)-ra ortogondlis, infegrdlhato fiiggvény.

A cos®2 X fuggveny akkor és csak akkor korlatos, ha «¢ = 1, és akkor

és csak akkor tartozik L'-ba (1 =¢ < o), ha ¢ >1 —Zl—q'

Ismeretes, hogy ha 7==0,—1,—2,..., akkor C(t) V-re nézve teljes.
Ezzel bebizonyitottuk a kovetkezd tételt:

V. TETEL. C(t) akkor és csak akkor teljes V-re nézve, ha Ret = —%, de
T:{:—;—, ——L, ——g—, ... C(%) akkor és csak akkor teljes L'-ra nézve, ha
Rer =1 ——(1 q< o). C(7) akkor és csak akkor teljes L% -re nézve,
ha Ret < 1.

6.

Ha egy fiiggvényrendszer teljes, de akdrmelyik fiiggvényét elhagyva a
maradékrendszer mar nem teljes, akkor azt mondjuk, hogy a rendszer exakte
teljes, pontosabban, hogy a rendszer exakte teljes arra a H fiiggvénytérre
nézve, amelyre a teljességet vonatkoztatjuk. Ebben a pontban megmutatjuk,
hogy a vizsgalt trigonometrikus rendszerek, ha teljesek, akkor exakte is tel-
jesek, hacsak ¢ nem kisebb, mint a teljesség hatarat jelz0 e« érték minusz 1.
Ez az allitis még nem egészen pontos, aldbb kozoljitk a pontos tételt.

Itt meg kell jegyezniink, hogy az exaktsag vizsgalatdnal a C(t), Ci(7)
stb. fiiggvényrendszereket nem mint fiiggvényhalmazokat, hanem mint fiigg-
vénysorozatokat tekintjiik, s egy fiiggvényt annyiszor szamitunk egy rendszer-

hez, ahanyszor az el6fordul, ha & befutja a 0,1,2,... értékeket. Igy pl. C (—;—)

V-re nézve exakte teljes, de C(— %) nem, jollehet C( 1 ) és C(— _]_) ugyan-
azokbol a fiiggvényekbdl ali.
VI. TETEL. @. 1. C(v) V-re nézve akkor és csak akkor exakie teljes,

ha —%—<Rer§%, de 'r#—;—. 2. C(t) L%ra nézve (1 =q< ) akkor
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és csak akkor exakte teljes, ha — —217 <Rer=1— %q . 3. C(t) L®-re nézve
akkor és csak akkor exakte feljes, ha 0 = Rewr < 1.

8. 1. Ci(t) V-re nézve akkor és csak akkor exakte teljes, ha ! < Re T=5,

de T:i:—g— és még ha fr=~é~. 2. Ci(r) L™-ranézve (1 =q < oo‘) akkor és csak

akkor exakte fteljes, ha 1—2;11\ Rer = 2——— 3. Ci(r) L®-re néezve

akkor és csak akkor exakte teljes, ha 1 =Ret < 2.

v. 1. S(t) akkor és csak akkor exakte teljes V'-ra nézve, ha 0 <Ret = 1

és T==1. 2. S(t) L%ra nézve (1 =g < oo) akkor és csak akkor exakte teljes,
1 1 3 1 '

ha? 24 <Rer = 5 2g 3. S(r) L”-re nézve akkor és csak akkor

exakte teljes, ha % =Rer < —:23— .

BizonyiTAs: Minthogy a kozolt 9 allitas b1zony1tasa egymashoz teljesen
hasonlo, megelégsziink . 1. bizonyitasaval.

A 1II. tétel miatt a O<Rer =1, r5=1 feltétel szuksegessege nyilvan-
valo. Megmutatjuk, hogy ez a feltétel elégséges is.

Tekintsiik a O<Rer =1, v==1 feltevés mellett az S(r-+k+41) rend-
szert, ahol k nemnegativ egész szam. A 3. segédtétel szerint

Rer+v-4+1>1 (r=0,1,2,...,k)
miatt a

(6) . cos¥ ; cos?+? ch e cosff“"%

sulyfiiggvények rendre ortogondlisak az S(v+1),S(r+2),...,S(t+k+1)
rendszerekre, s igy mindnydjan ortogondlisak ezen rendszerek legkisebbikére,
S(t+ k- 1)-re. Teljesen nyilvanvalo, hogy a (6) fiiggvények V’-ban lineédrisan
fiiggetlenek. Kovetkezésképp VP-nak S(t + k- 1)-re ortogondlis altere leg-
alabb k-1 dimenzids. Az 1. segédtétel értelmében akkor S(t+k-+1) k
szdmu fiiggvény adjunkciojdval V°-ra nézve semmiképp sem tehetd teljessé,
s igy az {S(r+4k41),sinzx, sin(r+1)x,..., sin(t+k—1)x}=S(r)—
— {sin(k+7)x} rendszer V°-ra nézve nem teljes. Tehat S(r) tetszbleges
elemét elhagyva a maradekrendszer mar V°ra nézve nem teljes, s éppen ezt
kellett bizonyitani.
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3.§.
1.

A 1IL, 1V., V. és VI. tételek alapjan most mar kimondhatjuk a vizsgalt
fiiggvényrendszerek zdrtsagarol szolo tételt. Az ,exakt zartsag“ fogalmat az
exakt teljességhez teljesen hasonlé modon értelmezziik. Ahelyett, hogy azt
mondandk, hogy egy fliggvényrendszer egy térben exakte zart, roviden azt
mondjuk, hogy a fiiggvényrendszer exakt az illetd térben. Konnyebb attekint-
het6ség kedvéért a tételt tabldzatos alakban kozoljiik. A bevezet6ben mondot-
tak alapjan, a fenti tételekbdl a CS(r) és C,S(r) rendszerek zdrtsagi viszo-
nyai is konnyen kiolvashatok. Kiilon kiemeljiik a kovetkez6 tételt:

VII. TETEL. A cos Tx, sin Tx, cos (1 +7)x, sin (1 +7)x, ... fiiggvények
linedris kombindcidival akkor és csak akkor lehet minden folytonos fiiggvényt
a [—m, st] intervallumon ftetszdleges pontossdggal egyenletesen approximdini,

ha Ret = —;— és 2 nem egész szdm. Ha a fenti rendszerhez még az f(x) =1

fiiggvényt is hozzdvessziik, akkor az approximdlhatosdg feltétele az, hogy
Ret =1 legyen, és hogy T ne legyen egész szdm.

2.

Legyen £ a véges [a, b] intervallumon értelmezett korlatos és integral-
hato fiiggvényeknek egy halmaza. Ismeretes, hogy ha £2 zart /”-ben, akkor
zart L” -ben is, ha 1 = p’ < p = co. Igy taldlhaté egy olyan 1 = Y = oo szam,
amely elvilasztja egymastol azokat a p értékeket, melyekre £ L”-ben zart és
amelyekre nem zart. Ha &2 semelyik L’ térben sem zart, legyen y=1; ha
mindegyik L* térben (1 = p < o) zart, legyen y— cc. Marmost £ zartsagi
fokat o(£2)-t a kovetkezd szimbolummal értelmezziik :

0($2)=y, ha £ L'-ban zart;

0(2)=y—0, ha £ L-ban zairt.

Ezen fogalom birtokdban pl. a CS(z) és a C,S(v) rendszerek zartsa-
gara vonatkozo tétel a kovetkezOképpen fogalmazhato meg:

I ha —1—<ReT<1,

2Ret—1 "~ 2
o[CS(v)] = 1—0, ha Rer=1,
o—0, ha %Tg%n
1 3
ﬁ—eT—_—Z—, ha 1<Re'l'<?,
oG:S(n)} = 1—0, ha Re'r=i .
y 2 b

oo —0, ha Rer=1.



A zartsagra vonatkozo tétel

akkor és csak akkor zart akkor és csak akkor exakt
C|0, z]-ben, | C°[0, z]-ben, | L”[0, z]-ben | L[0, z]-ben,| C[0, #]-ben, |CO[0, =]-ben,| L7[0,n]-ben | L0, z]-ben,
ha ha (1<p<Lx), ha ha ha ha (1<p<x) ha ha
Rer< : d : |- 1 <
ek AEE I e
=3 e 1 el 1 > T35,
1 1 1 1 Ry =75 1
€O |r+5—5 | ——— [Res=g +—| Res<l. . L RN (9 T Rl [ TR
3 2 de v+ — 1
TE e LT
R B
123 T CrS 5 T
Retéf, Aa i : 2 A 2 2 2p
Ci(2) 3 el Ret§§+2—p. Rez << 2. der:i:—z—,to- <PRer=-— 1 }§R61<2.
ATy Shh fia ¢ &
\Y a, I——?. + E’p—
1 1
semmilyen | Rez=C 1, de semmilyen — <Rez= | —=Rer <
1 3
S() v-ra sem zart |z 1,0,—1, Rez<1+4—.] Rez<—. }| 7-ra sem exakt Oj Reiél Ll 2p i 2 3
e, nbber | 5 22 x 2p 2 C[0, 7]-ben. SR vl g e e
2p 2
akkor és csak akkor zart akko?és csak akkor exakt
\
x L"[—=, n]-ben | L[— =, =]-ben, 7 £ L?[— =z, n]-ben
C[— =, n]-ben, ha (1< p< ) ha fia C[—x, n]-ben, ha (I<p<o) ha L[—n},];z)-ben,
1 1 i 3 ¢
Reré;,der';g,o, 1 1 1 1 1 1 1
CS() ok o 18 Re’§?+§;. Rez < 1. 0<Rer;—2—,der$5.§;<Re ‘5+2_p' ?gRet<1.
2 ’ ) 2 % 2o
]<Re =S lidezt1 1+1 Rer <
& 1 3 - 1< 1, 2=k 1, — Tt —< T 3
CiS@) Res = 1,4e Rez<1+-—.| Rev<—. 2 i 2 2 | = Rwi<-—.
t+1,0,—1,—2,... 2p 2 oy i o 2
tovabba ha 3—5. _:1+§;.

T1QYIOISSA[TIL MIYAZSANTY SONALIWONODIIL SOANOZIE

60¥
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Ha o-t nem mint szimbdlumot, hanem mint szamot tekintjiik, akkor o-t
mint 7 fiiggvényét dbrazolhatjuk mindaddig, amig o véges:

.

<]
|
II " 1]
1 I:p=glC(®)]=g[CS@)]
! : p=g [S(@)]=9[C;S()]
‘ P
|
i M:p=g[C)]
; {
|
s
0 ; f o 7: ‘;; 2 Re @
2. dbra

Magyar Tudomdnyos Akadémia
Alkalmazott Matematikai Intézete.
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