- AZ ELEKTRON MOZGASEGYENLETE
HORVATH JANOS a fizikai tudomanyok kandidatusa

Osszefoglalds

A dolgozat az elektron mozgasegyenletével kapcsolatos problémakkal foglaikozik,
figyelembe véve az elektron magneses nyomatékanak és az elektromagneses térnek a kolcson-
hatasat is.

Bevezetés

Az elektron mozgasegyenletével kapcsolatos problémak régota foglal-
koztatjdk azokat, akiket az elektromagneses térrel, ill. az elektromagneses
térnek és toltésnek a kolcsonhatasaval kapcsolatos kérdések érdekeinek. Az
elsé uttord vizsgalatokat ezen a téren, az elektronelmélet meginditdja, H. A.
LORENTZ (1916) végezte,! aki elOszOr vizsgalta azt a kérdést, hogyan befo-
lydsolja az elektron &ltal keltett elektromagneses tér, az Gn. sajdttér, az elekt-
ronnak a mozgdsat. Abban az idében az elektron sajat magnesesnyomatéka
még nem volt ismeres és igy LORENTZ csak az elektron toltésének és az
elektromdgneses térnek a kolcsonhatdsat tanulmanyozta. :

A problémat tjra, -a nem olyan régen elhtnyt kivaldo orosz fizikus,
J. I. FRENKEL (1926) elevenitette fel, aki mar figyelembe vette az elektron
sajat-magneses nyomatékat is, de nem volt tekintettel a magneses momentum
altal keltett sajattérnek az elektron mozgdsara vald visszahatédsra.

Annak ellenére, hogy ebben az idében az elektronelméletnek még sza-
mos exisztencidlis jellegii nyilt problémaja volt, melyek koziil csak az elektron
sajat-energiajaval, ill. az elektromagneses tomegével kapcsolatos nehézségekre
kivanok utaini, az elektronelmélet torténetében hosszabb, kissé terméketlenebb-
nek mondhato id6szak kovetkezett.

A modern elektronelmélet csak P. A. M. Dirac (1938) vizsgdlataival
indult meg tizentt évvel ezel6tt. Ebben nagy része volt részben annak, amint
arra DIRAC is ramutatott idézett munkdjaban, hogy a huszas évek végén és
a harmincas évek elején a hirtelen kibontakozé kvantummechanika annyira
lekototte a kutatok érdeklodését, hogy mintegy, nem maradt id6 az elektron-

1 A nevek utdn irt évszamok egyben irodalmi utalast jelentenek. A felhasznalt iro-
dalom a dolgozat végén talalhatd meg.!
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elmélet megfeleld kifejlesztésére; részben pedig, kétségteleniil, fontos szerepet
jatszott az a koriilmény is, hogy sokan éppen a kvantumelmélettdl és a vele
kapcsolatban kifejlddott kvantumelektrodinamikatdl remélték az elektronelmélet
alapproblémdinak automatikus megoldasat.

Mig azonban a kvantumelmélet, ill. a kvantummechanika pl. az atom-
elmélet szamos problémdjat valoban automatikusan megoldotta, addig a kvan-
tumelektrodinamika pl. a vakuum-polarizacidval kapcsoiatban tovabbi nehéz-
ségeket vetett felszinre. [gy mindinkdbb nyilvanvalova valt, hogy a~klasszikus
elektronelmélet problémainak a megoldasat a klasszikus elmélet keretei kozt
kell keresni.

Az alapvetd probiémak és a torténeti vonatkozasok e vazlatos attekin-
tésénél meg keil még roviden emlékeznem G. MIE (1912, 1913) klasszikus
vizsgdlatairol. MIE ugyanis megdllapitotta, hogy amennyiben a relativitasi
elvvel és az energia megmaradasi elvével Osszhangban akarunk maradni, agy
az elektronnal kapcsolatos problémédk két probléma koriil csoportosulnak.
Részint meg kell tudni magyardzni azt a kozismert tényt, hogy minden elekt-
ronnak pontosan ugyanakkora a toltése; tehat valamiképpen fel kell deritent
azt a MAXWELL-elmélet szempontjabol érthetetlen, természeti torvényt, melynek
kovetkeztében az Ssszes lehetséges toltéskonfiguracidk koziil éppen az elektron-
toltésnek, ill. az elektrontoltés egész szamiul tobbszorosének megfeleld toltés-
mennyiség stabilis. Végiil pedig meg kell indokolni azt, hogy minden elektron
véges é€s azonos nyugalmi tomegge! rendelkezik.

A kvantumelmélet az els6 problémadra kielégitd valaszt adott azzal, hogy
az elektrontoltést az elektromossdg elemi kvantumdnak tekinti, a masodik
probléméra azonban nem sikeriilt kielégitd valaszt adni. A nehézséget, amint
az kozismert, az jelenti, hogy pontszerii elektron esetében az elektron elektro-
magneses tomege végtelenné valik, viszont véges Kkiterjedésii elektron nem
illeszthetd be, minden tovdbbi nélkiil a relativisztikus térgyaldsi modba.

Bér az utébbi id6ben egy négy-dimenzids invaridns segédfiiggvény, az
un. ,alak-faktor“ bevezetésével H. McManuUs-nak és R. E. PEIERLS-nek (1948)
sikeriilt a véges Kkiterjedésii elektront is beillesztenie a relativisztikus elektron-
elméletbe és ezek a vizsgalatok kétségteleniil igen jelentdsek, mégis a tovab-
biakban az elektront pontszeriinek fogom tekinteni. Ezt nemcsak azért teszem,
mert az emlitett elmélet esetében az elektron mozgéasegyenlete integro-diffe-
rencialegyenlet lesz, ami a matematikai tdrgyalast igen megneheziti, hanem
azért is, mert ugy hiszem, hogy a pontelektron jobban megfelel az elektron-
nal és altaldban az elemi részecskékkel kapcsolatban altaldnosan -elfogadott
fogalomalkotdsnak. Ha ugyanis az elektront (és az elemi részecskéket) véges
kiterjedésiinek tekintjiik, tgy elkeriilhetetleniil felmeriil az elektron bels6 szer-
kezetének a problémaja. Mihelyt azonban az elektronnak és az elemi részecs-
kéknek a belsd szerkezetérdl, vagy amint azt pl. a klasszikus LORENTZ-elmélet
is teszi, az elektron toltéselemei kozt felléps er6rdl beszéliink, ellentétbe
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keriiliink az atomizmussal, mely szerint az elemi részecskék és igy az elekt-
ron is az anyag végsd épitdkovei.

Ha a terek kvantumelméiete szempontjabol nézzitk a problémat, gy
szintén nehéz lenne a tér kvantumait véges kiterjedésiinek tekinteni igy két-
séges, hogy a véges kiterjedésii elektron elvileg konzekvens kiinduldsi alapot
képezhetne.

Pontelektron esetén viszont elsd pillanatra elkeriilhetetlennek latszanak
a divergencia-nehézségek. Azonban nyilvdnvaloan csak formalis természetiiek
és nincsen fizikai gyokeriik. Erre a koriilményre érdekesen mutattak ra H. J.
BuaBHA és H. C. CorRBEN (1941), akik felhivtdk a figyelmet arra, hogy pl.
az elektron sajat-energidjanak végtelen volta, tisztin a sajat-energia definicio-
janak a kovetkezménye. Ha ugyanis a klasszikus elektrodinamika szellemének
megfelelden, az elektron sajat-energidjat az elektron toltésétdl szdrmazo elekt-
rosztatikus energiaval azonositjuk és az eredetileg véges kiterjedésii toltést
pontra huzzuk Ossze, tigy természetes, hogy végtelen nagy energia adodik,
hiszen végtelen nagy munkat kell kifejteni ahhoz, hogy véges kiterjedésii
toltést pontszeriivé zsugoritsunk. Mindaddig tehat, mig a pontelektront a véges
kiterjedésii elektron hataresetének tekintjiikk elkeriilhetetlen a divergencia-
nehézség. Nincs azonban sem logikai, sem pedig matematikai alapja annak,
hogy az elektront, ill. az elemi részecskéket altalaban ilyen hatarmenettel
értelmezziik.

A sajat-energia végességével kapcsolatos formdlis nehézség szoros kap-
csolatban van a hiperbolikus differencidlegyenletek megoldasa soran fellépd,
tisztan matematikai természetii divergencia-nehézséggel. igy a hiperbolikus
differencialegyenietek megoldasaval kapcsolatos 1njabb eredmények, melyek
modszert adnak a nehézségek elkeriilésére, automatikusan megoldjak az
elektronelmélet megfeleld divergencia-nehézségeit is.

Ha a pontelektron a toltésen kiviil még magneses dipolmomentummal
is rendelkezik és a dipolmomentum is explicit kélcsonhatdsban van az elektro-
magneses térrel, akkor a probléma sokkal inkdbb bonyolodik. Pedig ennek
a problémanak a megolddsa is fontos és elvi jelentdségii kérdés, hiszen pl.
nukleonok és a mezontér kdlcsonhatisanak a szamitdsanal is hasonld nehéz-
ségek lépnek fel. Ez az oka annak, hogy az utobbi idében tobben foglalkoz-
tak ezzel a problémaval. Itt els6sorban BHABHA és CORBEN fentidézett dolgo-
zatat kell megemlitenem, valamint hivatkozom C. M. LATTES, M. SCHONBERG
és W. SCHUTZER (1947), tovdabba G. MARx (1952) vizsgalatara.

Mig MARX szdmos szerz vizsgalatdhoz csatlakozva fenomenologikus
oldalrol fogta meg a problémat,? addig a tobbiek elektronelméleti alapon fog-
lalkoztak a kérdéssel. Nevezetesen BHABHA és CORBEN a Dirac-féle (1938)
elektronelméliet alapjan és LATTES, SCHONBERG €és SCHUTZER a LOPES—

2 Részletesebb irodalmi utaldsok Marx idézett dolgozataban talalhatok.
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SCHONBERG-féle (1945) elmélet alapjdn targyaltdk az elektron mozgasi prob-
lémajat.

A jelen vizsgalatban, szorosan csatlakozva az eredeti FRENKEL-féle gon-
dolatmenethez, variacios elvb6l kiindulva. vezetem le a mozgéasegyenleteket,
majd a probléma explicit feldolgozasinal M. RiEsz (1936, 1948) hiperbolikus
differencidlegyenletek megoldasara kidolgozott modszerét alkalmazom.

Egy tovabbi vizsgélat sordn szandékozom foglalkozni azzal a probléma-
val, hogyan befolydsolja az elektron magnesesnyomatékanak és az elektro-
magneses térnek a kolcsOnhatdsa az elektron elektromagneses tomegét, vala-
mint a sajat-energiajat. gy ezeket a problémakat a tovabbiakban nem kiva-
nom érinteni.

Tekintettel arra, hogy a hazai irodalomban a RIEsz-féle potencidlok
modszere, mely a modern matematikai fizikdnak egy igen hatasos és sok
helyen alkalmazhaté. modszere, kevésbé ismeretes, a dolgozathoz illesztett
fiiggelékben referdltam az elmélet fontosabb eredményeit.

I. A Maxwell—Lorentz-féle egyenletek altalanositasa

1. §. A tér metrikdjdval kapcsolatos megjegyzések. Legyen P(x) a négy-
dimenzids pszeudo-euklidesi térnek egy tetszés szerinti pontja. A térnek a
metrikajat a

ds* = (dxyY—([dxy—(@x*)—dxyY=
= Gupd X" d X"
ivelem hatdrozza meg, mely minden
dxt==a,dx"; d,a,==10y; det(a,)=-+1
ortogonalis (LORENTZ-) transzformdcidval szemben invarians.
A metrikus alapfenzor komponensei tehat

o= 1, g11=g22:g33="_1; g;m:O ha All:4: v.
Rogzitsiik a P(x) pontot €s a Q(z) fussa be a tér Osszes pontjait.
A tér pontjai annak megfelelden, hogy a koztik levd tdvolsag negyzetének
milyen az eldjele:
' >0
Ipg==3=0
<0
harom csoportba sorolhatok. Az Irpo—0 feliiletet fenykupnak nevezziik..
Az 1}, >0 pontok Osszessége alkotja a fénykip belsejét, az r;, <0 pontok
pedig kiviil esnek a fénykipon. rjo==0 esetben azok a pontok melyekre
2—x">0 az utdkipot, melyekre pedig 2°—x°< 0 az eldkupot alkotjak.
Egy tetszés szerinti feliilet pontjait térszeriinek, fényszeriinek, vagy id6-
szeriinek mondjuk aszerint, amint a feliilet normalisa a tekintetbe vett pontban
idOszerii, fényszerli vagy térszeril.
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A térnek azt a részét, melyet a P(x) ponthoz tartozd elokup és egy tér-
szerii pontokbol allo § feliilet hatarol D§ -sel fogjuk jelolni. Az ~ feliiletnek
azt a részét, melyet a fénykiup az S feliiletbs! kimetsz, SP-vel jeloljiik.

A szokasos differencidlis operacidk a pszeudo-euklidesi térten is értel-
mezhetok.

Az egyes dxfferenc1aloperatorok kozti Osszefliggések, valammt a harom-
dimenzi6s térbeli integraltranszformaciok kozvetleniil altalanosithatok. Igy pl.
érvényes a GREEN-féle tétel:

_ (0, 0ul
f{umv—v[}u}dQ— Vﬁuan v

P P
Dg S

ahol dQ a térfogatelem, dS a feliileten és oin az S’ feliiletnek a Df tarto-

many belsejébe mutatd normélisanak az iranyaba vett differencialhanyados.
Az u és v fliggvényekrol feltessziik, hogy kétszer folytonosan differencial-
hatok.?

2. §. Adipoltenzor. Kbzvetleniil az elektron sajat mechanikai impulzusnyoma-
tékanak, ill. a hozzatartoz6 magneses nyomatéknak a felfedezése utdn tobb
kisérlet tortént arra vonatkozdéan, hogy az elektronspint klasszikusan leirjak.*
Ezek a prébéalkozdsok manapsag, amikor DIRAC relativisztikus kvantummecha-
nikai elmélete egészen mds alapon vezeti be az elektronspint, nagyrészt mar
csak torténeti jelentGséggel birnak. Mégis szdmunkra, minthogy mi a spin-
elektron klasszikus mozgasegyenletével kapcsolatos problémdakkal kivanunk
foglalkozni, ezek a vizsgdlatok igen fontosak.

G. E. UHLENBECK és S. GouDsMIDT hipotézisének megfelelden, tegyiik
fel, hogy a nyugvo elektronnak e toltésen kiviil m sajat magnesesnyomatéka
van, mely az elektron sajat-impulzusnyomatékaval (8) a kovetkezOképpen fiigg
Ossze:

e
myc

8,

ahol m, az elektron nyugalmi tomege és c a fénysebesség. Mikor ezt feltesz-
sziik, ugyanakkor hangsiilyoznunk kell, hogy a nyugvé elektronnak nincsen
elektromos dipol-, kvadrupol- stb. és magneses kvadrupol- stb. nyomatéka.
Szemléletesen szoélva ez annyit jelent, hogy az elektron altal keltett tér olyan
mintha azt egy, a kozéppontjan atmend tengely koriil, egyenletesen forgo,
homogéniil elektromosan feltsltott gémb keltené. ®

3 L. M. Riesz (1948).
4 L. H. A. Kramess (1938).
5 E szemléletes értelmezés kozismert kritikdjival nem kivanok foglalkozm
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Ha az elektront pontszeriinek tekintjiik, akkor a £ térer6sségii homogén
magneses térben a rahato forgaté nyomaték (n X 9); tehat az elektron mag-
neses nyomatékanak az iddegységre esd valtozédsa:

m=(m X 9H).
Ebb6] az osszefiiggésb6l azonnal kovetkezik, minthogy
(1ir, m) =0,

hogy
m* == konst.

Mozogjon mar most az elektron v sebességgel egy ¢ elektromos tér-
erOsségii térben, akkor az elektronnal egyiittmozgd koordinatarendszerben

észletheté magneses térerdsség

kovetkezésképpen

131*—-31!0([53-}— %((S‘ XU)“’

ha a % nagysagrendii tagokat elhanyagoljuk.

Az igy kapott osszefiiggés azonban csak akkor volna helyes, ha az m
vektor LORENTZ-transzformacioval szemben invaridns lenne. Minthogy azon-
ban m csak egy harom-dimenzids térbeli vektor, ez nem teljesiilhet. Ki kell
tehat egésziteni az m-t egy négyes-vektorra, vagy egy masodrendii tenzorr.
Ezt a feladatot FRENKELnek sikeriilt megoldania, aki heurisztikusan feltételezte,
hogy bevezethetd egy tovabbi térbeli vektor p, mely kielégiti a kovetkezd
relaciokat.

a). Abban a koordinatarendszerben, ahol az elektron nyugszik a p
eltiinik.

b) Az m és a p vektorok LORENTZz-transzformacié esetén ugy transzfor-
malodnak, mint a © és az ¢ vektorok, tehat egy négy-dimenzids antiszim-
metrikus tenzor térbeli, ill. id6ébeli komponensei:

-

N
—py >

0 —p. —p, —b:
De 0 m, —m,
p, —m. O m,
P: m, —m, O
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Ezeknek a feltételeknek elegettevd p vektor valoban bevezethetté és az
m magneses nyomatékkal a kovetkez6 Osszefiiggésben van:

1——(i><m
p= c .

PauLl egy megjegyzésének a felhaszndlasdval FRENKEL ezt a kovetkezo-
képpen bizonyitotta be. Legyen z=z(r) az elektron vildgvonalanak tetszés
szerinti pontja (¢ az elektron sajatideje, mely nem maés mint a vilagvonal

. ‘s . TR dz .
ivhosszlisag-paramétere), akkor az elektron sebességét leird v =Jr sebesség-

vektor és a X, = 3., (r) dipditenzor segitségével képezziik a v, 2%, négyes-“

vektort. Az elektronnal egyiittmozgd koordinatarendszerben ennek a négyes-
vektornak el kell tiinnie, minthogy ebben a K koordindtarendszerben feltéte-
linknek megfeleléen o =—v,= ¢, =10 ¢és g = Sy === 0. Ebbél azonban,
a négyesvektorok transzformdcids torvénye kovetkeztében, altaldnosan is kovet-
kezik, hogy

2, 1) v S, =0

Ezt a feltételt szokds FRENKEL-féle feltéteinek nevezni.

Helyettesitsiik be a FRENKEL-féle feltételbe a megfelelé haromdimenzids.

kifejezéseket, akkor kapjuk:
w3 ‘;L:— (v, )=0

Py e == 3
v

1 - T3

I

és a megfeleld térbeli komponensek esetében:

c

pzilextee

amivel a fenti dsszefiiggést igazoltuk.

Eredményiink fizikailag annyit jelent, hogy egy olyan koordinatarend-
szerben, melyben az elektron v sebességgel mozog, az elektronnak a sajat-
magnesesdipolnyomatéka kovetkeztében elektromos dipolmomentuma is van,
melynek az irdnya meréleges a sebesség és a magnesesnyomaték irdnyara.

Az eredményeink kozvetleniil altalanosithatok arra az esetre is, mikor a
mozgd részecskéknek sajat-elektromosdipolnyomatéka is van.® Minthogy azon-
ban a természetben ilyen tulajdonsagokkal rendelkezd részecskék nem isme-
retesek, ezzel az altalanositidssal nem foglalkozunk.

A bevezetett Y, dipoltenzorbol két invarians képezhetd:

2,2 h=- 2 2 = mr—p?
\

6 Az emlitett altalanositasok megtaldlhatok Buasua és CorBen, valamint LATTES,
ScHONBERG €S ScHUTZER munkaiban.
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és

L=+ 252+ 2p 2= (m, ).
I, a FRENKEL-féle feltétel kovetkeztében elektron esetében azonosan eltiinik.
Az [, invarianciajabol pedig kovetkezik, hogy :

m’'—p* =m?,
Ez az Osszefiiggés azonban a kovetkezd alakba irhato:
||

=
:

ahol », a o vektornak az m-re merdleges komponensét jelenti. Ily modon
(2,2)-b6! kozvetleniil megkaphatjuk az |m| transzformacios formulajat..

A tovabbiakban az egy-elektronproblémaval fogunk foglalkozni. Tobb-
elektronproblémat igyekeztek, legalabb is formalisan, LATTES, SCHONBERGER
és SCHUTZER (1947) figyelembe venni. A problémanak azonban ez a formalis
ltaldnositdsa tekintettel arra, hogy pl. a tobbszoros-sajatidét’ nem sikeriilt
bevezetni, nem jelent elvi Altalanositist és csupan a formuldk irdsmodjat
bonyolitja.

Egy-elektron problema esetén a 5§ dipdl eloszldsi siiriiség az elektron
vildgvonalara lokalizalodik. 3., analitikus el6allitisa éppen ugy torténik az
elektronelméletben, mint az dramsiiriiség négyes-vektordnak az eldallitasa:

s(x)—e Jv(v)-0(x—z(v))dv,

(X)

tm| =

kovetkezésképpen :
S (X) =g | Su(v)d(x—2z(7)) d,

ahol g a dipdl-toltés és S.,(t) az elektron vildgvonala mentén értelmezett
antiszimmetrikus tenzor, melynek ki kell eleglteme a (2, 1) alatti FRENKEL-féle
feltételt, tovabba per difiniciorum
2,3 Suy ¥ = konst =
Tovabba d(x—z(7)) a Dirac-féle O.

A (2, 3) alatti relacié voltaképpen az elektron negye> sebessége esetén
fennallo, kozismert reldcionak:

(2,4) =yt =
a megfeleldje és szamolastechmkal konnyitést fog okozni a tovabbiakban.
Eddig az elektron :
: z=—12(T)

vilagvonaldval kapcsolatban kozelebbi megszoritast nem tettiink. Tudjuk azon-

7 ,Multiple-time formalism® L. pl. G. WenTzeL (1949).
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ban mar a klasszikus elektronelméletbdl, hogy a vildgvonal sziikségszerint
Hid0szerii“ gorbe, ami azt jelenti, hogy érint6je mindeniitt id6szerii. Ennek
természetesen igy is kell lennie, hiszen az elektron sebessége sem lehet
nagyobb a fénysebességnél.

N. E. FREMBERG (1946) utan, a vildgvonalrol feltételezziik, hogy v = — oo
esetben id6szerii asszimptotija van, ami a valosidgban azt a feltevést jelenti,
hogy az elektron kezdetben egyenesvonalii egyenletes mozgast végzett. Ana-
litikusan ezt a feltevést a koveikezOképpen fogalmazhatjuk meg:

Z(T)=V_oT+ Zw Tk,
k=0
ahol :

V.o = lim v(7) = lim a’_z )

1=~ T—= - d
Az elektron sebességével kapcsolatban feltessziik még, hogy

dz
(2, 6) ——>0,

amivel biztositjuk azt, hogy a gbdrbe mentén, barmilyen { paramétert is veze-
tiink te, a { paraméter véltozasaval, a gorbe befutdsa egyirdnyu lesz.

Emlitettiik az S, definialdsdndl, hogy S.,-nek ki kell elégitenie a (2, 1)
alatti FRENKEL-féle feltételt. A tovabbiakban ennek a feltételnek a figyelembe
vétele felesleges komplikacidkat okozna, célszerii ezért, amint azt pl. MARX is
teszi,® bevezetni az

27 Myy = Suy + 02 Spute1vm
tenzort,” mely amint az kozvetleniil belathatd, azonosan kielégiti az
My, vw =0

FRENKEL-féle relaciot.

3. §. A probléma LAGRANGE-fiiggvénye. A téregyenleteket és a mozgas-
egyenleteket

G, 1) sfLaQ=0

8 (G. Marx (1952).
9 Az irdsmod egyszeriisitése céljabél a Scuouten-féle szimbolikahoz hasonléan a
tovabbiakban alkalmazni fogom a kovetkezd roviditést:
A[uBy]EA‘u.B'V—A'pr..
Azokat az indexeket (ha vannak), melyek ebben a kommuticiéban nem vesznek részt, fiig-
gbleges vonas kozeé helyezem

kz... d... — kt... d...
A[p.[(m.!.]t lBle...|l lv]:Apgo-...1 Bs... V_A

Tehat pl. (2,7) a kovetkezd Kifejezés rﬁvjditésére szolgél

kt... J...
... Bé‘

veo. pe

My'y = Sp.y + UQSpgv'y—'UQSyg’lJy.

Részletesebben L: J. A. ScHouten (1924). A nala szerepld %faktorokat elhagytam.

3 HI. Osztaly Kozleményei V/4
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tipusu varidcidselvbdl kivanjuk levezetni, ahol L a probléma LAGRANGE-féle
fliggvénye.
Mindenekel6tt gondoljuk meg a kovetkezbket. A mozzgd elektronnak
a toltése is €s a magnesesmomentuma is kiilon-kiilon gerjeszt elektromagne-
ses teret és explicit kolcsonhatasba 1ép a kiils elektromdgneses térrel.
Legyen a kiils6 elektromagneses tér tértenzora H,, és vektorpotencial-
janak komponensei ®,. Akkor

Hyy = 1 D).

A tovabbiakban ezt a kiils6 elektromagneses teret adottnak és allandénak
tekintjiik. _

Az elektronnak a toltése, ill. a magnesesnyomatéka altal gerjesztett
sajatterének a tértenzora legyen Fyy., ill. Fe.. @ megfeleld vektorpotencidlok
pedig Ay, ill. A@,. Tehat az elektron sajatterének a megfeleld mennyiségei
(3, 2) Fuy :Ftl)#1'+F(2)#1"

ill.

(3,3) Ap= A+ Agp-

Ezen eloéllitas kovetkeztében az elektron toltése explicit kdlcsonhatasba 1ép
nemcsak a kiilsé elektromagneses térrel, hanem a magneses momentum 4altal
keltett térrel is. Hasonl6 a helyzet a migneses momentum esetében is, mely-
nek az elektron toltése altal keltett térrel vald kolcsonhatdsat is figyelembe
kell venniink. Ha mar most arra gondolunk, hogy ezen feliil az elektron tol-
tése, ill. magneses momentuma altal gerjesztett térnek magara a gerjesztd
elektrontoltésre, ill. magneses momentumra valdé visszahatasat is szamitasba
kell venniink, akkor azonnal lathatjuk, hogy a magneses dipolmomentum
figyelembe vétele milyen komplikaciét okoz. Hogy ezek a kolcsonhatasok
valoban fellépnek a valosadgban az nem kétséges é€s a priori nehéz lenne
megmondani e kolcsénhatasok nagysagrendjét. Az eddigi irodalomban mind-
ezeket a kolcsonhatasokat szisztematikusan nem vették figyelembe, ami két-
ségteleniil azt mutatja, hogy a problémat a korabbi vizsgéalatok tiikrében nem
tekinthetjiik lezartnak. Amint latni fogjuk a tovabbiakban a probléma explicit
feldolgozasanal, szamos szamolads technikai nehézséggel taldlkozunk és nem
hiszem, hogy a kérdés a Riesz-potencidlok alkalmazdsa nélkiil a gyakorlat-
ban, konnyen végigszamolhato lenne.

Ebben a részben az elektron altal gerjesztett teret egységesen kezeljiik
és csak a IIl. részben vessziik figyelembe a (3,2) és a (3, 3) alatti felbontast.
Anélkiil, hogy a tovabbiakban erre kiilon utalnék, konnyen belathatjuk, hogy
ez meggondolasaink sordn specidlis nehézséget nem okoz.

A rendszer tehat, melynek a LAGRANGE-féle fiiggvényét meg akarjuk
hatdrozni, a mozgo6 elektronbol és az (F, -+ H,,) tértenzoru elektromdgneses.
térbol all.
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A téregyenletek és a mozgasegyenletek levezetésénél H. WEYL (1918)
modszerét kovetjiik.® Ennek megfelelden egyenidre eltekintiink attol, hogy az
elektron nyugalmi tomege m,, toltése e és magneses dipolnyomatékanak a
toltéssiirlisége g csak az elektron vildgvonaldra lokalizalodik és feltessziik,
hogy w,, & ill. 7, allandd toltéssiirtiséggel eloszlik a harom-dimenzids térben.
Ennek a feltételnek a jelentoségét, mely elvi nehézségekbe nem iitkozik, mert
csak egy ad hoc segédfeltevés, a mozgasegyenletek levezetésénél fogjuk latni.

Ezek el6rebocsatisa utdn a problémank LAGRANGE-fiiggvénye a kovet-
kez$ alakba irhato:

1 v v
L = g+ Tisies + Tﬂ (F;w -+ Hm') (FFl =+ H" )—
34 .
—&(Ap+ D)o — P 7o(Fpr + Hu) M.

Ebben a kifejezésben az els® tag az elektron mechanikai nyugalmi energiajat
adja. A Tysies tagot FRENKEL vezette be,” anélkiil, hogy explicite megadta
volna; csupdn a variaciojat definidlta, melyet mi a mozgasegyenletek leveze-
tésénél klasszikus analogidk alapjdn megalapozunk. A harmadik tag a tér
teljes energidja, melyet FRENKEL, minthogy & a részecske &ltal keltett sajat-
terének a részecske mozgadsara valo visszahatdsdt nem vette figyelembe,
elhagyott” és csak LATTES, SCHONBERG €s SCHUTZER munkdjidban taldlhatd
fel ujra®® Ok azonban nem voltak tekintettel arra, hogy a tér egy részét
a mozgs részecske gerjeszti, ami a végleges mozgisegyenleteknél jelentkezik.

Az utolsé két tag az elektronnak a toltése, ill. magneses momentuma
kovetkeztében fellépd potencidlis energidja.

A FrENKEL-féle eredeti LAGRANGE-fiiggvényben™ a harmadik tagon kiviil
nem szerepel az u,-nak megfeleld tag és & My, helyett S.,-t hasznal™ Ilyen
koriilmények kozott azonban neki kiilon figyelembe kell venni a (2,4) és
(2, 1) alatti feltételeket. Ezt 6 meg is teszi és kés6bb LAGRANGE-féle multip-
likatorokkal szorozva a feltételeket hozzdadja a szokdsos modon a varidlt
LAGRANGE-fiiggvényhez. A LAGRANGE-féle multiplikdtorok meghatarozasanal
azutan kideriil, hogy az egyik éppen az elektron nyugalmi tOmege, a masik
pedig olyan tagot eredményez a mozgasegyenletekben, mely éppen M,, hasz-
nalata miatt nalunk is fel fog 1épni. Ez a koriilmény a mélyebb oka annak,

W L. pl. H. Tuirring (1924). Ennek a feltevésnek a szemléletes tartalmat a mozgas-
egyenletek levezetésénél még diszkutdlni fogjuk.

11 Ne feledkezziink meg arrdl, hogy nalunk a fénysebesség egységnyi, tehat ez a tag
Hoc-nek felel meg.

12 L. J. L. Frenker (1926).

13 L, C. M. Lattes, M. SCHONBERG €és W ScuuTzER (1947).

A mi jeldlésiinknek megfelelden.

3%
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hogy az elekiron tomegének, toltéssiiriiségének és dipoltoltéssiiriiségének a
korabbi ,elkenése“ nem okoz elvi nehézséget.

Amint emlitettiik a téregyenleteket és a mozgasegyenleteket a (3, 1)
alatti variacids egyenletekbdl vezetjiik le. Most roviden foglalkozunk még
azzal a problémdval, hogyan kell a varidciot lebonyolitanunk.”

Kétféleképpen varidlhatunk ugyanis. Vagy az elektromdagneses potenci-
alokat tekintjiik fliggetleniil varidlhat6 fiiggvényeknek és az elektron vilagvo-
nalat rogzitve képzeljitk, vagy pedig a vilagvonalat varidljuk és a potencidlo-
kat tekintjiik adottaknak. Az els6 esetben az elektroméagneses tér téregyenletét
az utobbi esetben pedig a mozgasi egyenleteket kapjuk meg.

Az elmondottakbdl nyilvanvalo, hogy az elektron altal gerjesztett Fy, tér

.....

a téregyenletek levezetésénél veendd tekintetbe és eltiinik a mozgasegyen-
letek levezetésénél.

Ezek elérebocsdtasa utdn eldszodr a téregyenleteket vezetjitk le, majd a
I. részben a mozgasegyenletek meghatarozasaval foglalkozunk.

4. §. Az elektromdgneses tér alapegyenlefeinek a levezetése varidcids elv-
bol. frjuk a (3, 1) alatti variaciosprobléma hatasintegraljat a kovetkezd alak-
ban.

W=W,+ Wy+ W+ W, + W, =

Y —Jgﬁo-‘r Tstes + 1677 Fov + Hw) (F" 4+ H"") —

: 1 v
— (Ap-F d’#)su“‘?(Fﬂv'i‘H/w)“\'” dQ.

Amint az imént emlitettiik a téregyenletek levezetésénél a kiils6tér poten-
cialjat, tehat a @, fiiggvényt, varialjuk. Igy

ow=|

- Tekintettel arra, hogy

dQ.

8%"5 (F™ 4 H")0 Hypy— s S Dy — % SO H,,

5 | P+ H — 50 H,,dQ :J (F" +H" —3")7, 6 D,dQ —

= _J(F‘“'—}-H""—Z“”)V.,J(D,,dQ,
ha, amint az szokdsos, feltessziik, hogy 0 @, az integracios tartomany hata-

15 Ezzel kapcsolatban utalok egy kordbbi vizsgdlatomra, ahol W. Pauui (1921) vizs-
galataikoz kapcsolddva altalanosabb szempontbol targyalom a problémét (J. I. HorvATn und
A. Moor (1952)).
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ran eltlinik, ugy (3, 1) alapjan kapjuk, hogy
(3W=J;%rv,,(F’“’—{-H“"——.S“")—s" 0P, dQ=0.

Minthogy ennek az egyenletnek tetszés szerinti Jd ¢, variacié esetén
teljesitinie kell, kapjuk a téregyenleteket

Lo, 3y s,

4sc
melyet a kovetkezd alakba irhatunk ét: :
“4,2) Vo (F* +H)=4mst + 477, 3.

Feltételezhetjiik a tovabbiakban, hogy H,,, tehdt a kiilsé tér tértenzora
-eleget tesz a vakuum téregyenletének:

(4’ 3) vy H"“,: 0)
akkor tehat kapjuk a sajattér téregyenletét
(4,4) Vo F* = 4m(s+ + 7, 3"),

mely a tovabbiakban-kiinduldsi egyenletiink lesz.

Jegyezzitk most meg, hogy a (4,3) egyeniet nem jelenti a probléma
lényeges specializdldsat, mert, ha H,, nem a vdkuum tértenzora lenne, hanem
valamilyen o* négyesdrambdl lenne levezethetd, akkor a viszonyok csak annyi-
ban valtoznanak, hogy a varidciosproblémédnkban az s* négyesdram helyett az
(s*+ o*) négyesdram szerepelne. Konnyen beldthat6 azonban, hogy ebben az
esetben a sajattér téregyenlete szintén a (4, 4) alatti egyenlet lenne. Viszonta
mozgasegyenletek levezetésénél o+ ugyis kiesnék, minthogy fiiggetlen az
elektron vilagvonalatol.

A (4,4) egyenlet alapjan azt mondhatjuk, hogy a sajatteret az s(x)
négyes-aramsiirliség és a 3 (x)={3"} = {7, 3"} dipolaramsiiriiség gerjeszti.
Gondoljunk mdr most az s(x) és a 3, (x) fliggvényeknek a 2 §-ban meg-
adott definiciojara, akkor azonnal latjuk a definicioban szereplé w, retardalt
idének a mélyebb értelmét. Nevezetesen nyilvanval, hogy a P(x) pontbeli
gerjesztés az elektron vilagvonalan levd toltés és dipolsiiriiségnek csak attol
a részétol fiigg, mely a P(x) tartoji elkiipba esik. Hiszen a vilagvonalnak
csak err6l a szakaszardl jovO hatdsok juthatnak el a P(x) pontba.

Végiil azonnal itt ramutatok arra a nehézségre, mely a tovabbi explicit
szamitasokndl nehézséget fog okozni. A dipolaramsiiriiség definicidjandl a P(x)
pont koordinatai szerinti parcialis differencidlas szerepel. Ha azonban a par-
cialis differencidlhanyados definicidjara gondolunk, azonnal lathatjuk, hogy a
koordinatik infenitezimalis megnovelésénél megvéltozik a (2,5) alatti defini-
ciosegyenlet kovetkeztében a 7, retardalt id6 is. Igy minden olyan fiiggvény
esetében, mely a helykoordinitdknak és a retardalt idének a fiiggvénye (mint
amilyen pl. maga az s(x) és a 3,,(x) fiiggvény is), a parcidlis differencial-
hdnyados kiszamitasanal figyelembe kell venni a retardalt idének az x-t6l
valo fiiggését is.
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Ha A, az elektron sajatterének négyespotencialja, akkor az F, tértenzor
a kovetkezbképpen allithatd el :

(4’: 5) F,u,,» = v[l‘ A‘r].

Feltéve mar most a szokott modon, hogy az A, négyes potencial kielé-
giti a LORENTZ-féle feltételt:

VP AL=0,
akkor a (4, 4) alatti béregyenletek a kovetkez6 alakba irhatok:
DA~ —4as—4:13;
vagy komponensekre kiirva:
4, 6) OA" = —4s —4aV7, 3.

Ez a négyes-potencidlok alapegyenlete. Latjuk tehat, hogy a négyes-potenci-
alok az inhomogén hulldmegyenlet megolddsai.

II. A mozgasegyenletek levezetése

5. §. Altaldnos megjegyzések a mozgdsegyenletekkel kapcsolatban. A mag-
neses momentummal rendelkez6 elektron mozgéasegyenietének a levezetésénél
BHaBHA és CORBENY, csatlakozva DIRACY megéllapitasaihoz, néhany fizikai
szempontbol igen mély és tanulsdgos megjegyzést tesznek. Mi a tovabbiakban
a (3, 1) alatti variacidselvb6l kiindulva vezetjiik le a mozgdsi egyenleteket,
mégis hasznos lesz, ha foglalkozunk az emlitett meggondoldsokkal.

Tekintsiik egy pillanatra adottnak az elektron vildgvonaldt és vegyiik azt
koriil egy infenitezimdlis sugari hengerrel. A vildgvonal két végpontjaban
zarjuk le a hengert egy-egy, a vilagvonalra merdleges, hipersikkal. Tekintsiik
mar most az elektron altal keltett tér fesziiltség-energia-tenzordnak a fluxusat
ezen a zart feliileten at. Hatardtmenettel megmutathato, hogy ez a fluxus a
henger palastjan eltiinik, ha a henger sugara zérohoz konvergél, kovetkezés-
képpen a fluxus csak a henger két véglapjan torténd fluxusbol all; vagyis a
fluxus a fesziiltség-energia-tenzornak a vildgvonal két ,két végpontjaban“
felvett értéktdl fiigg™ Matematikailag ez annyit jelent, hogy az integrandusz-
rinti sebesség és magnesesnyomaték esetén altaldban nem teljesiil. Eppen
ennek a tisztan matematikai természetli feltételnek a segitségével valaszthatjuk
ki a lehetséges mozgdasi allapotok koziil azt a mozgasi éllapotot, mely a valo-
sdgos mozgas folyaman megvalosul. Az igy meghatdrozott fluxus végered-

16 L. H. J. Buapaa and H. C. Corsen (1941).

17 L. P. A. M. Dirac (1938).

18 Az egyszeriibb beszédmod kedvéért ,végpontoknak® nevezem a vildgvonalnak és
infinitezimalis hengeriink két véglapjanak metszéspontjat.
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ményben az elektron energidjanak és teljes impulzusanak” a megvéltozdsat
adja. Tehat az energia- és impuizusmegmaradasi tétel, ill. a 1Il. NEwTON-féle
axioma alapjan, ez a fluxus az elektronra hato sajatertt adja.

A tovabbiakban majd latni fogjuk, hogy mindazok a kifejezések, melyek
az emlitett fluxus kiszdmitdsdhoz szitkségesek explicite rendelkezésiinkre fog-
nak allni. Mégis mi nem ezt az utat valasztjuk a sajater6 kiszdmitasanal.
Részint azért, mert a szamitds ezen az tton, bdr egyszerii, de rendkiviil
hosszadalmas®, részben pedig azért, mert ez a moddszer, tovabbi segédfelte-
vések nélkiil nem egyértelmli eredményre vezet. Annak a fiiggvénynek a meg-
szerkesztése ugyanis, melynek az integrandusz teljes differencidlja, sokfélekép-
pen elvégezhet.”

Sokkal természetesebbnek latszik az a kivansdg, hogy a mozgasi egyen-
leteket, amint azt mi is célul tiiztiik ki, varidcidéselvbdl vezessiik le. A prob-
léemaval ebben a megfogalmazdsban el6szor FRENKEL (1926) foglalkozott.
Emlitettem mar, hogy 6 nem vette figyelembe az elektronra hato sajaterdt.
LATTES, SCHONBERG és SCHUTZER kiegészitve az eredeti modszert, a TET-
RODE—FOKKER-féle variacioselv megfelel6 altalanositisaval® vezették ie a moz-
gasegyenleteket. Ok azonban részben nem vették figyelembe a sajattérnek az
elektron vildgvonalatol vald fiiggését, részben pedig a LOPES—SCHONBERG-féle
elméletre alapoztdk meggondolasaikat, igy sziikségessé vélik a mozgésegyen-
letek ) levezetése.

6. §. A mozgdsegyenletek levezetése varidcioselvbol. A mozgéasegyenletek
levezetését a 3. §-ban mar el6készitettiik. Amint arra mar ott utaltunk, az
elektron tomegét, toltését és dipoltoltését a haromdimenzios térben konstans
siiriiséggel elkenve képzeljiik. Mar most a haromdimenzids teret egy tetszés
szerint megvdlasztott idopillanatban osszuk fel infinitezimalis elemi tartoma-
nyokra. Egy-egy ilyen tartomdnyra esé tomeg, toltés, ill. dipoltoltés legyen
dm,de ill. dg. Az id6 valtozasaval ezeknek a tartomdnyoknak a négydimen-
zi0s térben egy-egy infinitezimalis csé fog megfelelni, mely a tekintetbe vett
tomeggel, tOltéssel és dipoltoltéssel rendelkezd szubsztancia infinitezimalis
darabjanak a vildgvonalat veszi koriil.

Ha mar most u, a tekintetbe vett tomeg, & a toltés és y, pedig a dipol-
toltés siiriiség, akkor irhatjuk, hogy

1 dQ=u,dgdr=dmdr,
5dQ =g dqdv=dedr,
70dQ=7y,dgdt—dgdr.

Az elmondott szemléletes meggondolds matematikai tartalma a kovet-
kez6: Az eredeti vilagvonal helyett tekintsiik a vildgvonalaknak a négydimen-

19 A teljes impulzus most is a transzlaciés mozgas impulzusabol és a magneses
momentumnak kapcsolatban allé sajatimpulzusbol tevodik Ossze.
20 L. H. Terrope (1922) és A. D. Fokker (1929).
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zids teret egyszeresen befedd seregét és a varidciot ezen gorbesereg szimul-
tan varialdsaval hajtsuk végre.

Ezen meggondoldsok alapjan a (4, 1) alatti hatasfliggvény a kovetkez6
alakba irhato.

W= W+ W+ W+ W,+ W, =
. 1 .
— ] a’mjd'r—{— J.TkﬁlcsdQ"i_ ]6—7EJ-(FM,—}—H,L,,)(FM+HM)dQ——

— [deJ(A,L + @) dr— —J dg (Fan+ H) M dz.

Az integracios tartomdnyok hatarat kiilon nem jeldltem meg, minthogy az
okoskodésunkban nem jétszik szerepet. Mindﬁssze a szokott médon annyit

.....

A varidcidé végrehajtisanal legyiink tekmtettel arra, hogy feltetelﬁ_nk
értelmében a harom-dimenzidstérben a' tomeg, toltés és dipoitoltéseloszlas
allandd. Ennek kovetkeztében, akarhogyan varidljuk is a vildgvonalat, vagy
szemléletesen: akarhogyan deformdljuk is az infinitezimdlis csOrendszeriinket,
a harom-dimenzios tartomanyokra kiterjesztett

6, 1) mO::dm, e=J~de, és gZJ‘dg

integralok varidciofa elttinik. igy tulajdonképperi csak a vildgvonal mentén

......

Ezek elérebocsatasa utan W egyes tagjainak a varlacxolét a kovetkezo-
képpen szdmithatjuk ki:

@)
OW,=|dmd|d=
Ismeretes azonban, hogy

J'a"r :J‘wdt

-l
dt dt
és ¢ egy tetszés szerinti paraméter a vildgvonal mentén. Tegyiik fel, hogy ¢

a valdsagos mozgasnak megfeleld viligvonal mentén éppen az iv ivhosszusag-
paraméter. Akkor : ¢

dz 4z . dZ dz‘ dz* dz*  dZ
6fdf“i[ 3 —ar ®ar —ar e —ar Sar \ e

1 dz» . dzv
"JW&WW?OWTW-

ahol
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Tekintettel arra, hogy a valdsagos (tehat nem varidlt) gérbe mentén

dt =d; w:].dz# dz¢

aF de

parcialis integréléssal kapjuk hogy

kovetkezésképpen:

OW,=— Jdmdjdfr Juo "*wdQ

Ebbdl a formuldbol kozvetleniil lathatjuk, hogy (2, 4) alatti egyenletet mellék-
feltételiil és a pu,-t LAGRANGE-féle multiplikatorul haszndlva pontosan ugyan-
ehhez az eredményhez jutottunk volna.

1 v v vy
W3:m—ﬂJ{FHVF# +2FH‘VH# +HF“’H” }dQ

A H,, kiils6 elektroméagneses tér energidja fiiggetlen a vilagvonal variacioja-
tol, kovetkezésképpen

6 | Hyy H* dQ=0.
Kiilonben kapjuk, hogy

W, — B%J{(F’“’JFH’W) Vi Fuy+ Fuy T2 H*) 24 d Q.

Ez a tag az el6z6 szerzOknél nem szerepel, ami azt jelenti, hogy 6k a tér
teljes energidjanak a valtozasat a vilagvonal varidlasakor nem vették figye-
lembe.

¢)
OW,=— | ded | (Au+ D) 24 dr. )

Kozvetlen szamitassal kapjuk, hogy
6 [ (Aut Do) 2rdv = [{(OAu+ D) 24 (Au+ D) Si0dv—
:J; (VaAu+Va®,) 2# 024 4-
+ g et 8)02] —(T1 A V2 8 292+ .

Kovetkezésképpen (a harmadik tagban a 4 és u osszegezési indexek felcseré-
1ése utdn);

(SW4= —JSO

(Fu Ha) 202+ [(Au+ D,) 6241 dQ
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Kozben felhasznaltuk a tértenzorok é€s a négyes-potencidlok kozti Ossze-
fliggést.

d)

oW, = —% [dg()'J (Fuy + Hu) MM d.
Ennek a kiszamitdsanal a d M"”, pontosabban a J¢S"", kiszamitasa jelent
problémat, amit FRENKEL nem-relativisztikus meggondoldsok kézenfekvo alta-
lanositasdval a kovetkezOképpen végzett el:

A méagneses momentum oo infinitezimdlis elforgatisa esetén az (m X 9)
forgatdnyomaték munkaja, az energia-megmaraddsi elv kovetkeztében meg-
egyezik az m magnesesmomentum —(m$) potencidlis energidjanak a
—O0(—mP) = (0mY) csokkenésével. Kovetkezésképpen

(Om, H) = (0o, (n X H)) = ((dv X m), H),
Oom=(do X m).

A megfeleld négy-dimenzids kifejezés az elektron nyugalmi rendszerében
()S!w . ()‘Q[HINS?:]O’

ahol 022"" egy antiszimmetrikus tenzor és térbeli komponensei megegyeznek
a do vektor komponenseivel. Természetesen 4ltaldban sem a do, sem pedig
a 092" nem teljes differencidlok, ami azt jelenti, hogy nincsen az x* koordi-
dinataknak megfelelo 2" ,szogkoordinata® (nem-holonom rendszer)?.
Marmost ezeknek a felhasznalasaval 092" a kovetkezd alakba irhato

M= 68#74—2'065[%!912'1']—{—62‘"8[5‘10&”1 —
=0V S gzest 27+
27 (OS2 — 062,281 52").

A szamitds tovabbi része nem jelent djdonsagot:

.

ahol

. 1 7
oW, = _7J“/o 3 [Fluie1 "+ Hiuo1 S' 7y +

A (For + Hyp) 2.8%,129 02" 4-
+ [(VaFur+ V3.Hu) S — (Vo Fur + Vo) £ S¥ s 27 —
— (Fuy 4 Hup) S5, 3V — (Fur + Hup) Y10 271 02" +

d v} ¢ A
+ e [(Furt Hu) S22 027 dQ.

e)
OW,— 0 | Ties dQ = | 0 T Q.

2t L. J. I. FrenkeL (1926).
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Ennek a tagnak a variaciojat hagytam utoljara, mert ezt FRENKEL nem rész-

a kovetkezoképpen definidlja :

~7
" 7o- ) ,
0 Txs1es — 2—0 Sm,()w“”

e o . ftal
ahol Q== — €5 o’ egy antiszimmetrikus tenzor, melynek a térbeli kompo-
0

nensei megegyeznek a haromdimenzidos szogsebességvektor komponenseivel :
0 ={w® m%, 0"}.

A O Twues kifejezésre adott formuldt a tobbi szerz6k is datveszik FRENKELtOI

anélkiil, hogy érdemleges megjegyzést fliznének hozza®; pedig a d. alattihoz .

hasonl6 meggondolédssal egyszeriten igazolhato:

Nem-relativisztikus esetben, merev test transzlacids és rotacids mozgasa

kozti kolcsonhatasi energia, ha v, a merevtest stilypontjanak a koordinataja
Friles == Moy (&; X 1'3).

Ez egyszerii atalakitdssal a kovetkezd alakba irhato

- - 1 -
fisles = @ (1 X My V,) = (8- ) = — r (m, ),

ahol felhasznaltuk az elektron spinje és magnesesnyomatéka kozti Osszefiig-
gést, feltételezve, hogy az elektron siilypontjdhoz rogzitett koordinatarendszer-
ben ¢ az elektron sajat mechanikai impulzus nyomatékat allitja elo. Igy

" 1 >
J tk(j]cs = - ? (m, (l)).

Mig fxsies merev test mozgasa esetén az ismert okokbdl eltiinik, elektron ese-
tében, melynek sajait mechanikai impulzus nyomatéka van, a Ofgics==0.
Bevezetve mar most a fentebb definialt o szogsebesség tenzort, mint d. alatt,
irhatjuk

-

() Tk(j]cs — "/~0 Sp,f,r (; w*” .

20
A korabban definidlt 02" és a dw*” tenzorok kozti Osszefiiggés®
d I P
dr 02" =dw,
Kovetkezésképpen

) d ” 1 d U2 !
()W2=J'Q%SFL"E(69# )dQ:J.dgjz—g Sﬂwa‘;(()g' Yd© =

dt

e (14 s s g g
= [agg- [} & (502" So2

2 L. C. M. Larres, M. Scuénserc and W. Scuirzer (1947). 221. old.
L. J. I. FrenkeL (1926).
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tehat

\ 1. \d i & ol
OW, = 2_9J ” 3 (502" — Swo|aQ.

Miutdn az egyes tagok varidciojat igy egyenként kiszamitottuk, ered-
ményeinket 6sszesitve kapjuk, hogy

W :ﬂ [_” 22 Suv— L Fu11 S — £ Hyi ST —

— f?" (Foo+ Hoo) 2, S é"]] 0" +

1
g

o ,
P‘OZA‘{‘E;E(F#V"—H#V)VAF“ +
14 d .V 7 .
Fur a2 ((Funt- ) ¥y | 023+

+ (;1'—1_ [‘jzl’—:) S#V()‘"(gyp _ (80 [A; —[— (D;\] + % [F’“, + Hl“’] S[f‘-lvlél]) (jz}‘] dQ-

Ha mar most integralunkat éppen ugy felbontjuk, mint az egyes tagok

......

szefiiggéseket, akkor fenti integralunk ismét egy ¢ szerinti integralra korlato-
zodik. Minthogy integracios tartomanyunk végpontjaiban dz* és 02" feltéte-
leink értelmében eltiinik, integranduszunk harmadik tagja az integraldsnal
kiesik.
A 02" és 092" tetszés szerintiek lehetnek és egymadstol fiiggetlenek,
tehat a (3, 1) alatti varidcidselviink a kovetkezd mozgasegyenletekre vezet:
1 C o o (X4 I
o Sw= S Fiotn + S Higpay + (Foo -+ Hoo) S¥ 1122,
d \ 1
dr Moo+ ?g(FM"i‘HM)SWMIU : = e(Fy+ Hy)v" +

1 v : 1 oy » 1 "
-i-?gs" VAF;W‘_E(F‘ +H# )VAF;W_‘E‘;;FH VAH;W-

Mozgasegyenleteinket Aattekinthet6bb alakba irhatjuk, ha bevezetjilk a
kovetkezd roviditéseket

(6, 2) Doy = Fon— Flojo1vnt?
(6, 3) K, = HW—H[Q-";] (P

1w 1 d y
6,4)  h=eFur+5gS" ViFut g g Fw" S+

1 v o v 1 v
+%(F# _*_H#')VAF#V+§;F# VAH;W-

Itt D,, nyilvdnvaléan az elektron altal keltett térnek a visszahatdsat tar-
talmazza az elektronra. K, a kiils0 tér és az elektron magneses nyomatéka
kozti kozvetlen kolcsonhatdst adja. Végiil pedig az fu a keresett LORENTZ-féle
sajatero. '
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A LorenTz-féle sajaterd kifejezésében szerepld utolso két tag FRENKEL-
nél és mas szerzOknél nem szerepel. Ennek az oka az, hogy az eddigiekben
a hatasintegralban szerepld W, tagot figyelmen kiviil hagytik. Meg szeretném
emliteni ezen a helyen még a kovetkezOket. E két tag els6 pillanatra abban
kiilonbozik a sajaterd kifejezésében szerepld tobbi tagtol, hogy explicite nem
tartalmazza a sajattér és az elektron mozgasat meghatdrozo allapothatiarozok
kozti osszefiiggést. Tekintettel azonban arra, hogy Fu a v, és az S, fiigg-
vénye, a kolcsonhatds implicite megvan. E problémdaval méds helyen kivanok
majd a tovabbiakban részletesen foglalkozni. '

Ezek elorebocsatasa utdn elektronunk mozgasegyenletei a kovetkezod
végleges alakra hozhatok:

1

(6, 5) o Suv = S Dioy s+ S Kooy

valamint

d 1 » 1 Y
(6, 6) E;lmm+~§gH@S%Wﬂ:=ﬁ+wHMN+"§gS“VuMW

Egyenleteink koziil az elsé az elektron roticios mozgasat, a masodik
pedig a transzliciés mozgasat hatdrozza meg. Mint érdekes részleteredményt
kaptuk, hogy a kett6 nem fiiggetlen egymastol.

A tovabbiakban a sajattér allapothatdrozdit szamitjuk ki a RiEsz-poten-
cidlok segitségével. A sajaterbvel kapcsolatos tovabbi problémankkal azonban,

amint arra a bevezetésben is utaltam, egy kés6bbi vizsgédlatban kivanok fog-
lalkozni.

III. A Riesz-potencialok alkalmazasa a tér allapothatarozodinak
kiszamitasanal

7. §. A Riesz-potencidlok. A hullamegyenlet megoldasaval. kapcsolatos
alapprobléma a kovetkezoképpen fogalmazhaté meg*:

Legyen f(x) egy, az egész négy-dimenziés pszeudo-EUKLIDESI-térben
értelmezett, fliggvény. Hatarozzuk meg azt a @ fiiggvényt mely kielégiti a

(1, 1) o®=f

hulldmegyenletet, feltéve, hogy @ parcidlis differencidlhdnyadosaival egyiitt,
a CaucHy-problémanal megszokott modon egy adott feliileten meghatarczott
értékeket vesz fel. Feltessziik tovabba, hogy mind f, mind pedig @ és diffe-
rencidlhanyadosai rendelkeznek azokkal a folytonossagi és regularitasi tulaj-
donségokkal, melyekre a soronkdvetkezokben sziikség lesz.

2 Részletesebben 1. a FUGGELEKet.
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M. RiEsz (1936, 1948) bevezette a kovetkezd négy-dimenzids, RIEMANN—
LiouviLLE-tipusi, integralt

(.2) 1%P) ~ iy | FQrid 0,
ahol "
(1,3) H(@)— 2"l (32‘-) r (i;—z) :

Ha f folytonos, akkor ez az integradl « > 2 esetben konvergens és analitikus
folytatdssal, mint az ¢ komplex parameter fliggveénye, « = 2 esetre is defini-
alhato. ,
Integralunk mindenekel6tt kielégiti az alabbi alapvetd relacidkat
1Py =f(P); I91P =1P; g —

valahanyszor f és S elsd differencialhanyadosaikkal egyiitt folytonosak.
A mi esetiinkben csak arra a specidlis esetre kell szoritkoznunk, amikor
a toltés eloszlds csak egy vildgvonalra Kkorlatozodik és leirhatd egy a vilag-
vonal mentén értelmezett, F(f) fiiggvény segitségével. Ekkor a probléma
RiESz-potencialja a kovetkezd alakba irhatd:
tl)
(1, 6) A9Py =) | F@yriar
s H(a)t Q
'S

ahol t; annak a pontnak megfelel6 paraméterérték, ahol a gorbe metszi a fenti
S feliiletet és ¢, a P-hez tartozd retardaltpontnak megfelelé paraméterérték.
Ha az elektron vildgvonaldnak van idOszerii asszimptotdja®, amit a tovabbi-
akban feltételeziink, akkor a (7, 6) alatti integralnak f{= —oc esetben is van

értelme.®

8. §. Az elektronelméleti probléma Riesz-potencidljai. Ezek elérebocsatasa
utan a (4, 6) alatti

(4, 6) OA" = —das"—477,3"
hullamegyenlet RiESz-potencidljai a kovetkezOképpen allithatok el6:
@ 1) A = AR + AS
ahol
@) 4:te 0 .
®2) A5 Py —— % [ @ridaq
» L. 2. 8§

2 Részletesebben 1. FUGGELEK 5.
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és

(@) o 4g v a-4 l
3) AP =—47E v, s Qridaq
. -
A felbontasunkbél nyilvanvaldan latszik, hogy A{f* a migneses momentum
nélkiili elektron RIEsz-potencidlja, az A" pedig a térnek a dipélmomentum-
bdl szarmazo részét dllitja eld. A tovabbiakban egyenldre feltételezziik, hogy
P nem pontja az elektron vildgvonalanak.

9. §. Uj integrdcios vdltozok. Integriljaink explicit kiszamitisanak meg-
konnyitése céljabol a © és az .
9, 1) R=r"=r"=rbg=r"r.=(x—2(1))’ = (x' —2*(v)) (tu—24(1))
valtozok helyett vezessiik be az x és az
r=llrl=(rn)"®

valtozokat fiiggetlen valtozoknak.
Altitsuk most ossze azokat az Osszefiiggéseket ezek kozott a valtozok
kozott, melyeket a tovabbiakban ismételten fel fogunk hasznalni.
Mindenekel6tt elektron sebessége a kovetkezOképpen fejezhetd ki

dz dr
©,2) “dr T T dr
Ezek felhasznalésaval irhatjuk, hogy
dr =~ =z
ahol -
9,4 ' z=(r, V).

Tekintsiik most az x és az r valtozokat fiiggetlennek, akkor (9, 1) felhaszna-
lasdval kapjuk, hogy

Old(ri)_(ar_()z '_(dir_ﬁzif )_r_yOT
2 gxt J axt gt dx*’ ) M T ax’

ax~  dx+’ )T

tekintettel arra, hogy

ar A
(9’ 5) })xu )/"’
kovetkezOképpen :

at _ In
©,6) ax oz’
Hasonloképpen kozvetleniil belathatjuk, hogy
,7) | L

ax+ it
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Ezek felhaszndldsaval integraljainkat kozvetleniil kiértékelhetjiik.
Hogy formulagyiijteményiinket teljessé tegyiik alakitsuk at a (7.3) alatti
normalasi faktort a kovetkez6képpen:

98 . He= 2“’1,”:1’(%) F(“;z:) _ 4n2“:£1;(%) €~ '

Végiil ismét felhivom a figyelmet arra, hogy = és x nem fiiggetlenek
egymastol, kovetkezésképpen valahanyszor F= F(X, 7), ahol F kiilonben egy
tetszés ‘szerinti fiiggvény

©,9) (ﬁ) _oF  oF ot _ﬁ_’_ﬂﬁ

axt).  axt ' 4t ax*  4x* ' 4T x

Formulankban az r index arra utal, hogy az x* szerinti parcialis differencia-
laskor az r, melyet most az 0j integraciés valtozok bevezetésével fiiggetlen
valtozonak tekintiink, allandé marad.” Ennek az oOsszefiiggésnek a mélyebb
okara a 4. §-ban ramutattunk.

10. §. A Lienard—Wiechert-féle potencidlok. Szamitsuk ki mindenek
eldtt a RiEsz-féle potencidlok segitségével az elektron toltése altal gerjesztett
sajattér potencialjait, melyeket LIENARD—WIECHERT-féle potencidlok néven a
klasszikus elektronelméletbdl jol ismeriink® :

A potencialok (8, 2) alatti definici6jabol, az 1ij vdaltozok bevezetésével,
9, 3) és (9, 8) alapjan kapjuk:

0,1 (@ p :__fz(—a—L W aa _
(10, 1) Ay (P) 2"“2{F(a/2)}2jxra dr

0

Alkalmazzuk most a kovetkezd altalanos érvényii formulat:

(10, 2) Jim ﬂff(x) xP-Ldx = £(0),

mely teljesiil valahanyszor az integrdl valamilyen 8> 0 esetben konvergens és
az f(x) folytonos az x = 0 pontban.

Akkor, minthogy a (10, 1) alatti integrdl 2 < e < 3 esetben konvergens,
kapjuk @—2--0 esetben, hogy

evt evt
EA R a0
ahol az index arra utal, hogy a zdr6jelbe tett kifejezés r*=0, tehat retardalt
idében veendd.

(10, 3) Ap(P)=—

27 Ezen a ponton koszonetemet fejezem ki S. B. Nmwsson kollégamnak, aki szives
utbaigazitasaival segitségemre volt.
2 L. N. E. FremBerc (1946).
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11. §. A Bhabha—Corben-féle potencidl. Hatarozzuk most meg az elekt-
ron magnesesnyomatéka altal keltett sajattér potencialjait.

Az qj valtozas bevezetésével (8,3), felhasznalva (9, 3) és a (9, 8) alatti
formulainkat, a kovetkezd alakba irhato:

« s™
(1,1 AB(P )—T“—E(;T/z)jv J —— e

Most latjuk a 9. §-ban bevezetett @j valtozok eldnyeit. Minthogy ugyanis fel-
tételiinknek megfelei6en x* és r fliggetlenek, az integraci6 és a differencialas
sorrendje felcserélhetd, kovetkezésképpen (11, 1) a kovetkezd alakba irhatd

[as]

g
APy — Se=D J V( ) =34r,
@) ( ) ct -2 IF( /2)}2 v % r r

A (9,9) alatti formulank alkalmazasaval
S'V[J. S‘V# 9 k (S'VH) 1 9 ’rvSwJ-
v"(”z_)__TﬁJr % ) 9% —76‘;( )
Tehat S

Alx _g(_a_—_Z)__ J 19 (r,,SW) -3
(1 1,2) ) a -2 {F((Z/Z)}2 2 aT ¥ rer.

A (10, 2) alatti segédtétel alapjan, minthogy integrdlunk 2 < e <5 esetben
konvergens, kapjuk ¢-— 240 esetben, hogy

, s
(11,3) Ag'=g L_a_(r,,S )

b 0T *

0
vagy részletesen:

(11,4) A(z)“r(r v)g{(ry S — 1, 8™) (1, V) 1,87 —r, 8™ (1, V),

ahol a zaré6jel mellé irt index mindkét esetben azt jelenti, hogy a zardjelben
levd kifejezés retardalt idében veendd.

Ezek a potencidlok mar BHABHA és CORBEN dolgozatiban is szerepel-
nek. Ok azonban mas tton vezették le.

12. §. Az elektromdgneses tértenzor. Az Awy" és Ag potencidlok isme-
retében most mar megvan a lehet6ség arra, fhogy a (3,2) alatt bevezetett
Foy” és Fg/” tenzorokat is meghatdrozhassuk. A szokott (4,5) alatti rotacio-
képzeés segitségével formalisan kozvetleniil el6allithatjuk ket

Fur = Vi Ay 1ll. Fww = Vi A

alakban. Az explicit szdmitdsra azonban a (10,3) és a (11,4) formulaink
nem alkalmasak, mert ezekben a formuldkban a zéréjelben levé mennyisége-

4 1. Osztaly Kozleményei VI/4
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ket retardalt idében kell venni, a 7, retardalt idd viszont, amint arra a 4. §-
ban mdr rdmutattam, nem fiiggetlen x*-tol.

A nehézséget igen egyszeriien elkeriilhetjiik, ha az A{)" .6s az Ag"
RIESZ-potencidlok segitségével elébb definialjuk az
(12,1) Flfir = Vi A ill. FSh = Vi A8
tenzorokat, majd ezeket a RIESz-féle modszert kovetve, az « paraméter fiigg-
vényének tekintjiik és ¢ — 20, analitikus folytatassal, a problémank meg-
oldasat szolgaltato
(]2, 2) F(l)m' = F((il))m' ill. F(Q);w :F((';))lw
tértenzorokat el6allithatjuk.

Ratérve mar most az FS$), tenzor explicit kiszamitasara a (9,9) alatti
formulank alkalmazasdval kapjuk ..

v (L _ 0% v ﬂ_o_(_”z _ 10 (rw),
Mz) o917 2" zot\ox) xot\ z )

kovetkezésképpen :

[eo]
(12,3) F&,, — _ﬂi J 1o (f[um) rass gy,
A (e2)y*) » gt =«
0

Tehat (10, 2) alatti formulank alapja’m a (12, 2) alatti hataratmenettel kapjuk, hogy

(12, 4) F(l)ml = ! g (M)SQ

,/d’L‘ %

ill. a szamitasokat explicite elvégezve

\ Vi lv} 1 . 'l'}[#l',,] |
p—— r —_—
I, V);[ =G v i

ahol az index ismét azt jelenti, hogy a zardjelbe tett mennyiség retardalt

idében veendd.
Hasonloképpen szamitjuk ki az Fg, tenzort is. Alkalmazva ismét a

(9, 9) alatti formulat:

'S¢, V1 9 (r,S N\ 0 V1 4 (rgs‘f,,)"
V"( > ) 7*‘175%(7 )5""‘ TAriSCE §,+

L0 U_L(rgs.,,)s it :_1~3i(8,“,)+1[vl_p_(r#rgs?,,)]s
dtlzar\ 2 Naxt xlot\ = otix dt 7 V

Kozben felhasznéltuk a (9, 7) alatti Osszefiiggést. Behelyettesitve ezt a (12, 1)
ill. a (11, 2) alatti egyenletbe kapjuk, hogy '
Sur
O'r( b4 )+

i le]
10 (28] gy

(12, 5) 1:(1)111'

« —2) 1
12,6 I p— _g(ff___
(12,6) 2 e 2)1 ]

d
T

7 9T 4
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Ez az integral 2 < ¢ <7 esetben konvergens, tehat a (12, 2) alatti analitikus
folytatassal

Sw), 0 (1 9 rf[3'°vl])]
(1277) F(‘))#‘V g; [ 61(;)+6T(/ 07[_0;— 0

valamint

(12, 8) F(’)m' g32 SI“’+ Sm)’i‘

202 St )

1—3
3

o

—3

(U[#S]qlvl ’o+r[#S|91"]”9—r[nS|?L]re+

—( — 5 S e+ 203 8%y vo— 201, 8% fo)—

— TS 9,'.159——2r[“S?,,]vg—{—r[,ig"fl,,]rp o

ahol »" = (r,v), »”"=(r, V) és az index arra utal, hogy a zaréjelben levo kife-
jezések retardalt idében veendobk.

Osszehasonlitva eredményiinket BHABHA és CORBEN mas tton levezetett
formulaival teljes egyezésben vagyunk. Egyediili eltérést az jelent, hogy a
(12, 8) formulaban hatulrél a negyedik tagban naluk S¢, helyett S¢, és a har-
madik tagban a ,—*“ el6jel helyett , - el6jel all. Ez az eltérés azonban
csak sajtohiba kovetkezménye lehet.

Az energia-impulzus-tenzort most is ugy definidljuk, mint az az elektro-
magneses tér esetében altaldban szokésos. Elészdr értelmezziik az un. RiEsz-féle

1
@
(]2, 9) T ny — 4:7’_
energia-impulzus tenzort, melyb6l azutdn analitikus folytatdssal eldallitjuk az

elektromagneses sajat tér 7,, energia-impulzus tenzordt. Ennek az explicit
alakjara azonban a tovabbiakban nem lesz sziikségiink.

’ !
F(a)#(’ F(“)?r _ 71_ v F(a)(m FU’)‘?”

13. §. Az elektromdgneses tértenzorok meghatdrozdsa az elektron vildg-
vonaldn.

A sajaterd kiszamitdsa céljabol, mindenekelétt hatarozzuk meg az elekt-
romagneses tértenzorok értékét az elektron vildgvonalan. Ily modon nyilvanvald,
hogy a mozgo elektron altal keltett térnek az elektronra gyakorolt visszaha-
tasat kapjuk. Természetesen kifejezéseink az elektron vildgvonaldn divergen-
sek, a Riesz-féle médszer segitségével azonban, analitikus folytatdssal egy-
szerilen kiszamithatjuk a divergens integrdlok véges részét.

Az el6zoekkel ellentétben legyen tehat most a P(x) pont az elektron
vildigvonalanak egy pontja és hatdrozzuk meg a (12,5) és a (12,8) alatti
Fuyuy €s Fey, tértenzorokat ebben a pontban. '

4*
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Szamitasaink megkonnyitése céljabol ismét ugy jarunk el, hogy elébb
az Fi, és az F8), tenzorok (12, 3) ill. (12, 6) alatti kifejezéseit megfelelGen
atalakitjuk és az analitikus folytatast azutan eszkozoljiik.

Integraciosvaltozoként vezessiik be ismét a = ivhossziisagparamétert,
akkor (12, 3) a (9, 3) alatti formula felhasznaldsaval és parcidlis integralassal
a kovetkez6 alakra hozhato:

« —2)(e—4)
13,1 Fig, — — & [r“ eyre-td
(13, 1) e 2y ) T.
Hasonldképpen

0 . ge—2
13,2 Fh— =5 ﬂ ( -
(13,2) T2 e ) 17T\ #

+i[_l_ 9 (rgr[ys| L])] sﬂﬂdT

dt|lx 0T %

A (13,1) alatti integrdl 2< e <5, a (14,2) alatti pedig 2< e <7 esetén az
e regularis fiiggvénye és igy az « —2--0 hatardtmenet esetében analitikus
folytatdssal a benniinket érdekld =2 esetre is értelmezhetd.

Bontsuk mindkét integralt két részre és integrdljunk mindkét esetben
részint a (—oo, A), részint pedig az (A, 7,) intervallumon. Az els6 integral
mindkét esetben véges marad az ¢ — 2 40 hataratmenet esetén és «— 2-re
az integral elotti faktor kovetkeztében a megfeleld tagok eltitnnek.

A masik két integrdl kiszamitdsa céljab6l az integranduszban szerepld
mennyiségeket fejtsik sorba a 7, kornyezetében |v—v,|=e¢ >0 hatvanyai
szerint. Akkor kapjuk, hocy

3)

—& ) (vu)o+ o (7’#)03‘*‘ 6 (U#)032+ 4(1’#)0 &4 55 120 (Un)os -}—0(:;’)

ahol tekintetbe vettiik, hogy (r.)o=0 és altalaban O(¢") jeloli azokat a tago-
kat, melyek legalabb & -t tartalmazzak. Hasonlc')képpen

= (U)o + (Fu)os + - (vu)os2 +—= 6 ( #)033 +a7 24 (”n)o'94 +0()

= (U)o + (V)08 + 5 (1),1)082 +—= 3 (U#)oss +55 24 (Uu)o *-1-0(&)

stb., valamint
. 1 - N . ]
Sir = (Surh+ (Suro ¢ + 5 (Sur)o® + & (s,n)oso+ 4(8#,)05 +0(&)

stb. Ezeknek a felhasznalasaval

%= — 1——(v2)(,e — 4(v V)& — O(v v)0 ]5(7; )o}s —|—0(e*‘)$
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& | . 2 . N
Tuty) == — =5 3(% o= 7 (Upavsp)ot +0(¢) %

R ;1 — (O — 1 (5, V0 |
stb. ahol kozben figyelembe vettiik, hogy
VEes 15 (v, V) + V=0 (v, V) - 4(¥, V) + 372 =0
(v, ) = 0; (v,V) - 3(V, ¥) = 0; stb.
kovetkezésképpen az et bevezetve uj iﬁtegréciés valtozonak kapjuk :

0
e(a—2)(e—4) g
2 (a/2))

£4

és az analitikus folytatds azt adja, hogy

{
F(I‘;Lv =

1 . 2 ..
o B (Vg To)o - 3 (fuvm)os +0() | de

2e ..
(13,3) Fyw == ‘3_8 (Ve -

Az elektron dipdlmomentuma altal keltett tér tértenzordt az elektron viladgvo-
nalan hasonléképpen szamitjuk ki. Tekintettel azonban arra, hogy ez a tér-
tenzor kissé sok tagbol tevodik Ossze, a részletes szamitast itt hosszadalmas
volna kozolni :

V2 ® 2 e 5 . .
(13,4) Foyw=¢ 3 (Spr)o + 3 (") (Sur)o— 3 (v, V)0 (Sur)—
‘ 1 (3) 4 S . >~ o -
T3 (S Is)Iﬂ'] Voh— 3 (S I?L'l e)—2(vS L'IVJ Todo—
4. O, 2 ol -
3 (oS I?Iﬂ Vo)o— 3 (”[#S|: ],,]’09)0—2 O S l?]a'] Ve)o—

.o 2 . alel - 4 .
—2(0pS [")lv] Ve)o 3 (.S ' la/] To)o— 3 (S l?lvl Ve)o—

3)

1 0
3 (Vu S l?f]“@)o_

— (&%) [(U[;LS'?L/] o+ (1'[;“5; l‘-"r]”@)o + (Q}IMSIE)]”]%)"] -
3V . .
B (7) V, V) (v S I?!v] Voo | -

Eredményiinket osszehasonlitjuk részben DIRAC (1938) és FREMBERG
(1946), részben pedig BHABHA és CORBEN (1941) eredményeivél. A DIRAC-
féle nomenklatiraban a most kiszamitott tértenzor éppen az

Fist = 5 (Fsl— F)

Gin. sugarzotérnek felel meg. Mig Fuy., esetében a megegyezés kozvetleniil
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ellenérizhetd, Fg., Osszehasonlitisandl a BHABHA CorBEN-féle (140) egyen-
1 7 1

letben k1=?, kﬁ:_ﬁ’ k3:§‘, k= 3 , ks =0 helyettesitést kell végezni.

A kg hatarozatlan egyiitthatot tartalmazd tagban a faktorban eltérés mutatkozik,

erre azonban mar HARISH—CHANDRA (1946), valamint R. C. MAJUMDAR és

S. Gupta (1949) is felhivtdk a figyelmet; tovabba a harmadik tagban

5 2
3 helyett 3 szerepel.
Legyiink most tekintettel a (2, 1) alatti FRENKEL-féle feltételre, akkor
0:8% =0 ST, 35,80 4 36,80+ 1,80, — 0
S v"{“'Ug =0 ; Stb.
1 —I—ZUQS 1/"‘1/9 0

melyeknek a felhasznéldsaval
. V2 @ 2 .0 e 5 . .
(13,5) Foyn=g K} (Sur)o 1 3 (©*)o(Sp— B (v, V)o (Sprdo —
1 . . . . 1 3)
3 (S I?L'] To)o— (v S ¢ |1’] Tgho— 3 (S lglr] Vedo—
2 .. Glel s 4 . & 2 .. Gle
-3 (0 S lilﬂ] Vedo— 3 (S '?]r] Voo — 3 (S L"r] e+

A 2(52)0 (11 S 1ot -

Amivel a keresett végformulankat megkaptuk. Ezeknek a birtokdban kénnyen
meghatarozhatjuk pl. az elektron sajatterének a fesziiltségenergia-tenzorat a vilag-
vonal mentén.

14. §. Megjegyzések a sajdterd explicit kiszdmitdsdval kapcsolatban.
A sajaterd kiszdmitdsanal ugyanazt a modszert kell lényegében véve kovetni,
melyet az el6z6 §-ban mar alkalmaztunk :

A sajaterd (6,4) alatti kifejezésében az egyediili ujabb problémat a
Ve Fu, explicit kiszamitdsa jelenti, melyet az aldbbiakban részleteziink.

A (3, 2) alatti felbontasnak megfeleléen

V Fﬁf? — V (l)m + VQ ((;;)#1 ’
kovetkezésképpen a (9, 9) alatti formuldnk ismételt alkalmazasaval, és a 12.
§-ban részletezett m6don kapjuk, hogy

Fe —2) Lolu?y
]5) 1 ;; ; );.1 —————e(“ ‘[ ; [ ]
( ) et 2 (@2 ) = ot

0

+Li(mm)$,“dr,
% 0T\ 4 .



AZ ELEKTRON MOZGASEGYENLETE 441

valamint

.

—2) "1 a4+1 9 roSur

15, 1 Vo FSpw = _g)(i___J AT ___[i*’i

(15,1) O T (e 2)) zazrgxa'z S
0

MuSielrl | GowSTts | 1 9 (rgz[,is ,,rt,)]s »
+ 4 + 7 +701 4 redr.

A (15, 1) alatti integrdl 2<e <7 és a (15,2) alatti 2<e« <9 esetben az e
regularis fiiggvénye. Az « =2 esetet analitikus folytatassal kapjuk:

, : A 9 [ Zewtm Li(fof[uvrl)(
(15, 2) Ve Fuour=—e {x (’)TKT)_F % 0T x 0
3 9 (., reSur S",
(15,4) Vo Foyur = ggl (’)T[/ 0'[( b g@[# ]+
r[#SIOIzl ror[uSI 7o %)]
T + z 0 T/ P4

ahol az index mindkét esetben azt jelenti, hogy a zardjelbe tett kifejezés
retardalt idében veendé.

A tovabbiakban ugyantgy kell eljarni, mint azt a 12. §-ban és a 13.
§-ban részleteztiik. Minthogy arra mar ismételten utaltam, a sajaterével kap-
csolatos problémdkkal a kozeljovében egy kiilon tanulmanyban kivanok fog-
lalkozni, a (15, 3) és (15, 4) alatti kifejezések, ill. azoknak a vildgvonalon fel-
vett alakjanak explicit felirdsat mell6z6m.

FUGGELEK. A RIESZ-FELE POTENCIALOK ALKALMAZASA
HIPERBOLIKUS DIFFERENCIALEGYENLETEK MEGOLDASANAL

1) Hiperbolikus differencidlegyenletek megolddsdnak klasszikus modszerei. Ismeretes,
hogy a hiperbolikus differencialegyenletek Cauchv-féle problémajanak a megoldasanal, tobb
mint két valtozo esetén specialis divergencia-nehézségek lépnek fel.

E divergencia nehézségek lényegét konnyen megérthetjilk, ha a potencialegyenlet

sres

2u  Pu  u
ax* " 9yr 022

Au=—

LapLace-féle egyenlet megoldasa, mely a tekintetbe vett tartomanyon és az azt koveté S’
zart feliileten folytonos és kétszer folytonosan differencialhato, legyen tovabba

1
Vxe—x + y— ) + G—2R '
ahol P(x,, yy, 2p) az §’ feliilettel hatarolt tartomany rogzitett belsd pontja. Vegyiik koriil ezt

3 L. B. B. Baker and E. T. Copson (1950). 7. §.
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a P pontot egy kis ¢ sugard o gombbel, akkor a ¢ és az S’ feliiletekkel hatarolt V tarto-
manyban .

‘{uAv—vAu}dV:O,

v

kovetkezésképpen a Green-tételbdl kapjuk, hogy

v ou |
u——v—$d0=0,
aon on

) .
ahol 6(— a kifelémutatd normalis iranyba vett differencialast jelent. Mar most a jol ismert
n

modon &0 hatirmenettel kapjuk, hogy

Ha tehat ismerjiik a potencial értékét a tartomanyt hatarolé S’ feliileten, akkor meghata-
rozhatjuk formulank segitségével a tartomany barmely belsd pontjaban is.

Helyettesitsiik mar most az x és az y valtozokat az ix és /iy valtozokkal, akkor a
haromdimenziés™ pszeudo-euklidesi metrikdhoz jutunk és a fenti potencidlegyenlet atmegy
a hengerhullamok

differencialegyenletébe és

Ve—2f—(—xP— =y
Természetesen most is érvényes, hogy

) J{uL(v)—vL(u)}dV:O,
¥
ha azonban most is alkalmazni akarjuk a Green-formulat, hogy u(P) értékét a tartomany
- ou . . . cre - .
hataran ismeretes u és on segitségével meghatarozhassuk olyan specidlis nehézségek 1ép-

nek fel, melyekkel a potencidlelméleti problémanal nem talalkozunk :
Igy mindenekeldtt lathatjuk, hogy a v fiiggvény csak akkor valds, ha
(e—20P = (x—x0)> + (y—yo)™
Ennek megfelelden integracios tartomanyul valasszuk a térnek az

(x—x0)* + (¥ —po)® — (z—2y)?
kuppal (fénykip abban az esetben, ha z=cf), valamint az S’ feliilet azon tartomanyaval
hatarolt részét, melyet a fenti kip az eredeti S’ feliiletb6l kimetsz.
A Green-formula alkalmazasanak azonban még igy is van akadalya, ugyanis a v fiigg-
vény a kipon végtelenné valik, tehat az integralel6allitasban a feliileti integral divergens lesz.
Kétiéle klasszikus modszer all rendelkezésiinkre e probléma lekiizdésére.
V. VoLterra (1894) a v fiiggvényt a 2, szerinti integréljaval helyettesiti:

: V(z— 20 — (x— xoP— (y— yo)? Vix—x0)* + (¥ — 3o

az (1) alatti indentitasban. Ennek a fiiggvénynek nincsen szingularitisa a kiipon, és csupan
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a kap tengelyén valik végtelenné. A kup tengelyét egy infinitezimdlis koaxalis hengerrel
kirekesztjiikk és igy mar alkalmazhaté a Green-féle formula. Ezzel a médszerrel VoLTerra az

[ u(xXy¥o20)d 2y

ou I .
szamara vezetett le formulat az u és In keriileti értékeinek a felhasznaldsaval.
n

A masik moédszert J. Hapamarp (1932) dolgozta ki. Mddszerének lényege abban all,
hogy a Green-formula alkalmazasakor fellépd divergens integralnak a véges részét hata-
rozza meg.31

Riesz Marcel (1936) kimutatta, hogy mindazok a nehézségek, melyek a Hapamarp-féie
moédszer alkalmazhat6sagat korlatozzak, egyszeriien athidalhatok, ha egy o komplex para-
méter bevezetése utan analitikus folytatassal valasztjuk le a divergens integraljaink véges
részét.

2) A Rieman—Liouville-féle integrdl és annak dltaldnositdsa. Az f(x) fiiggvény n-szer
megismételt integralja

Ty 12 Tu—1

J . Jf(x,,)dx“dxu_l oo dx,

a a a

attranszformalhaté a kovetkezd alakra
1
(@) . _ a-1
JOI0= s J FO —at.
0

Ennek az integrainak, melyet a klasszikus fiiggvénytanban Riemann—LiouviLLe-féle integrél-
nak hivunk, értelme van nemcsak « = n egész értékére, hanem, feltéve, hogy R(a) > 0,32
az « komplex paraméter minden értékére, az f(x)-re vonatkozd igen altalanos folytonos-
sagi kikdtések mellet. Ha az f(x) fiiggvény torténetesen reguldris, akkor J (")f(x) értelmez-
hetd, analitikus folytatassal, « <- 0 esetben is. Specidlisan, ha f(x) folytonos az x pontban

JOf) =fx)

és a J@ operator kielégiti a kovetkezd a)apvet6 relaciokat :

j(a)j(ﬂ' ,7j(a+ﬂ) j(a+1) ](a).

Riesz Marcer (1936, 1948) altalanositotta a Riemann—LiouviLLe-féle integralt3s az m-
dimenzios pszeudo-euklidesi térre : '

@ JOfP) = () ]f(Q)rPQ"‘dQ,
., Db
ahol ,
Hu@=2taz 1 (3] (ﬁi_”ﬁ’) oo

A Dg tartomany az m-dimenzios térnek az a része, melyet a P tartdju fénykup és a S’
térszerii feliilet megfelelé tartoméanya3$ hatarol.

~ 31 L. R. Courant und D. Hiert (1937). 438 old.
32 R(e) az « redlis részének a roviditése.
33 A soron kovetkez6 referdtumot Fremperc (1946) munkaja alapjan allitottam Ossze,.
hol az idézett tételek bizonyitisai is megtaldlhatdk.
3¢ Ugyantigy mint azt az 1. §-ban m =4 esetén részleteztiik.
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Minthogy a fénykiipon r%,Q:O, a (2) integral altalaban csak o > m—2 esetben lesz
konvergens. Ha azonban az f(P) fiiggvény és az S’ feliilet, az alabbiakban pontosabban
korvonalazott médon regularis, akkor I™f(P) analitikus folytatdssal « << m—2 esetére is
‘értelmezhetd és érvényesek az alabbi alapvetd formuldk

® 195P) - f(P)
valamint

e)) J@ B _ [(ath)
és

®) OJ@?) . j(@)

3) A hullamegyenlet Riesz-féle megolddsa. A hullamegyenlettel kapcsolatos Cauchy-
féle probléma megoldasanal mar most a kovetkezOképpen jarhatunk el:
Tekintsiik a
a+2-m

_ Tpg
© " H, T D

- fiiggvényt, mely valahanyszor « >> m folytonos és eltiinik a tartomanyunkat hatarolé fény-
kipon elsé differencidlhanyadosaval egyiitt. Minthogy tehat

r}l)Q’ln
Oe=- -
| H,,(<)
irhatjuk, hogy . g
1 o
(7) I(G)f(P):____ J Du(Q)ra+ mdQ“}—‘
H,(e+2) |
o
. 1 VOt(Q)  p4uo or‘f+° K
"l QP

Vezessiik be az

1
*(@) (l m
"', f, b} (P) = H,,.( 3 Jf(Q) aQ+

P
I)S

J sg(Q)f}‘?,’”—h(Q) or ”Q ds’

e

Hm (a)
\

jeldlést, akkor kimutathato, hogy az I*® operator is kielégiti a (4) és (5) alatti relaciokat
¢és analitikus folytatassal kimutathatd, hogy

) IO f, g, )(P)=f(P).
Legyen a megoldandd hullamegyenlet .
Du=/.
du -
Az u fiiggvény az S’ feliileten legyen g és on legyen h (elore megadott kezdeti értékek).
Akkor a probléma Riesz-potencialja

ﬂ“h«fﬂA~l“"”3Euu, ,uy (P)
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€s analitikus folytatassal kapjuk, « =0 esetben, hogy

|

ami a hulldmegyenlet keresett megoldésat allitja eld.
Az

w(P) - 19u(@)= 1) Ou, z—’;, u s (P),

U@ P):

‘yﬂQ)gg"dQ

P
I'a‘

Hm( )

@ 1 -m ’

W) (p). H()J<®m” as’
m S 5

integralokat rendre az f(Q) térfogati, g(Q) feliileti és h(Q) kettdsréteg-eloszlas Riesz- fele
potencidljanak nevezziik.

4) Vildgvonal mentén eloszlott toltéssiiriiség potencidlja. Az elektroneiméleti alkalma-
zasok soran kiilondsen fontos az a speciilis eset, amikor a toltéseloszlas a térben egy
gorbére korlatozédik. Ezt a toltéseloszlast heurisztikusan egy f.(P) térbeli toltéseloszlas
hatdresetének tekinthetjiik. Tegyiik fel, hogy barmely, az adott gorbét nem tartalmazo,
tartomanyban egyenletesen teljesiil, hogy

lim f,(P)=0
H-»0

azonban, ha a D tartomany az L goOrbét is tartalmazza, akkor
Qe
hm]ﬁ@MQ F(t) dt

n>w
A

ahol Q; és @, a tartomanynak és az L girbének a két metszéspontja, F(f) pedig a gdrbén
értelmezett siirliségeloszlas.
Hogy a fizikai alkalmazasokhoz mmel jobban alkalmazkodjunk, tegyiik fel, hogy a
''''' -z(f) gorbe, mely mentén az F(¢) tolteseloszlast, (mely folytonos és megfeleléen sokszor
folytonosan differenciathato fiiggvénye a ¢ paraméternek) értelmeztiik iddszerii, tehat

L ]
dz\2
dt |

dz
— >0, .
dt

Tegyiik tovabba még azt is fel, hogy

amivel azt biztositsuk, hogy a gorbe befutdsa a f paraméter valtozasaval egyiranyu.
Ezek elbrebocsatisa utan a z = z(f) vilagvonal mentén értelmezett F(f) toltéssiira-
ség Riesz-potencialjat a kévetkezOképpen adhatjuk meg
Q.ret
®) APY= | FM)yrpy" dt,
Oy .
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ahol Qg az a pont, ahol a gorbe az S7 feliiletet metszi, Q¢ pedig a gorbének a P(x)
ponthoz retardalt pontja; melyet az

{x—2(t))2=
egyenletbdl hatarozunk meg.

Ha a P(x) pont nem fekszik a gérbén, akkor A9 (P) az «>2 esetben konvergens
integral és analitikus folytatassal ¢ > 2 esetre is értelmezhetd.

Az )

- R=r*= rf,Q
definicidval vezessiink be uj valtozot.

Tekintsiik tovabba a kovetkezOkben az x és az R valtozokat fiiggetleneknek. Ez azért
lehetséges, mert az x és az R, valamint a t és az R valtozdk kozott egyértelmii megfelel-
tetés lehetséges, melyet az alkalmazas sordn részleteztiink.

Az 1j viltozd bevezetésével irhatjuk, hogy

)] 19(P) - L Fi 2L RE aR
T Hy(e) oR '
L
Bevezetve tovabba a '
1
(10) c@=—— 7y
-1, 75 —
2z 2 I ( 5 )
faktort A (P) a kovetkezd alakba irhato
@y c(a) at
APy r_——(“_’”+2) fF(t)o—RR T dR.
2 L
Ebbél parcialis integraldssal kapjuk, hogy
1719
. ) C(a) 3 a-m+2 ret
APy = e mTh {F(t) 3 2 —
=)

o«-m+2

c(e) ot —5=
__;_m+4 joRzp(t) g T dR,

ahol a kiintegralt rész a felsGhataron eltumk, valzhanyszor ¢ > m—2. Az integral ¢ > m—4
esetben konvergens, igy formulank megadja A®(P) analitikus folytatasat, valahanyszor
a>m—4.

Ismételt parcidlis integracioval az N-ik lepes utan kapjuk :

N-1 ])H'lc(a) 6f w%»i‘
A9p) - ( )R 3 s +
;;r(a—m—*—Z ) R Vo,
an '
0

(—1)Ve(a) \ ((t) ) a‘;m+NdR.
)

+ — 4
r(L';_H+N JoRrY

Definicid ;: Az f(8,k;) fiiggvény az A sl6 = b, E (k)] fiiggvényosztalyba tartozik, ha ren-
delkezik a kovetkezd tulajdonsagokkal :

a) Az f(s, k) egyértékii és folytonos fiiggvény, valahanyszor 8 > b és k, eleme az
E(k,) tartomanynak.
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by Az f(8, k,) az E(k,) tartomany minden {k;} pontjdban analitikus holomorf fiigg-
vény, valahanyszor g8 > b.

Téfel : Valahanyszor a g(8,t, k;) fiiggvény az Aﬁ[ﬁZO, 0 t< T, E(k)] fiiggvény-
osztalyba tartozik a
T

1
' G(ﬁ,k,-):—mfgw, k) Lt
. 0

fiiggvény eleme az Aﬂ[ﬂgO, E(k)] fiiggvényosztalynak és
GO, k) =g(0,0,k).

A tétel a segédtételiink kozvetlen folyamanya.
Visszatérve mar most a (11) alatti formulankhoz tegyiik fel, hogy az F(f) és a z({)

m——l'J ) l’m+l
ill.
2 2

] esetben (11) megadja A (P) analitikus foly-

elemei a C[”’_‘_l] ill. a c[m_+_1 fiiggvényosztalyoknak, tehat -szer foly-

2 2

m
tonosan differenciathatok3s, akkor N =

tatasat, valahanyszor ¢ >>0. Ha m pératian, akkor a (11) alatti formuldban szerepl6 integral
konvergens « =20 esetben, ha pedig paros, tigy alkalmazhato a fenti tétel. Kovetkezésképpen
A®(P) eleme az Ae[a >0, E(x)] fiiggvényosztalynak. Minthogy tovabba c(0)==0

A9P)y=0

ha a P pont nem pontja a gorbénknek.
Benniinket a tovabbiakban csak A®(P) érdekel. Legyen tehat a (11) alatti formula-

m—3
ban N— } akkor. (11) elidallitia A®(P)-t « > 2 esetben. Ha m paratlan, dgy a (i1)

alatti integral konvergens «==2 esetben is, tehat A(z)(P) kozvetleniil kiszamithat6, ha F
és z, valamint a differencidlhdnyadosaik ismeretesek a Qg pontban. :

Ha m paros (ami benniinket is kozelebbrdl érdekel) a (11) alatti Osszegezés a I
faktorok kovetkeztében tagonként eltiinik, az integral pedig segédtételiink alapjan

A@ _ =™y ot ﬁ)‘
1@ (P) — F(b) 3 %

2 | 5 RY 3
Minthogy . )
%:%;_)4:—2(5 u)
kapjuk, hogy
at 1
h aR 2, u)’
Kovetkezésképpen
(12) APy — =™ ( ! 3)2v il
oN+2 N+l |\ (v, u) 9¢) (v,u) O

Ez a formula szolgaltatja m =4 esetben, az elektronelméleti alkalmazas soran a LieNarD—
WiecHerT-féle potencialokat.

5) A sugdrzdsi probléma. Foglalkozzunk végiil még egy exisztencialis jellegfi kérdéssel.
Az el6z0kben emlitettiik, hogy a gbrbe menti toltéseloszlas egy f, (P) térbeli eloszlas hatar-

3 [x] az x egész részét jelenti.
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esetének tekinthetd. Legyen mar most az f,(P) térbeli toltéseloszlashoz tartozé Riesz-
potencial U,(l“)(P), akkor (5) alapjan

DU P) = U2 (P)
és analitikus folytatassal ¢ — 2 esetre kapjuk, hogy
UP(P)=1,(P).

Bizonyitas nélkiil hivatkozom arra, hogy érvényes a kovetkezd formalis szamitas

lim J f(QdQ= lim
> H—»
D

anal. folyt.f U 2(Q)dQ
o-»2
s )

= anal. folyt. 3 lim J‘U,(L“_Q)(Q)dQ s .

a-»2 n—>o
{
D

Minthogy azonban definicioknak megfeleléen .
lim U(P)=A“P),

H—>00

kapjuk, hogy

.

n-» 00
D D

lim J‘fﬂ(Q)dQ == anal. io]yt.a [A(u_zw(Q)dQ s ,

kovetkezésképpen
Qs

J“.[(uv-'l)(Q)dQ s — J‘F(t)dt.

2
Eredményiink a kovetkezOképpen értelmezhetd: A gorbénket vegyiik koriil egy idészerd
pontokbol alld infinitezimalis koaxalis henger feliilettel, melyet a két végén egy-egy a Q,
és Q, pontokon atmend térszerii feliilettel lezarunk. Alkalmazzuk erre a hengeres tarto-

manyra az
oD
fa PdQ=— [—dﬁ
Jon

D . 3

(13) anal. folyt.
a2

\

Gauss-tételt, akkor

A@
J A 2(Q)dQ ::j 01QdQ= —f%(—@ a2,
D

3

D

kovetkezésképpen
Q2
g AP
— f-—u d.‘J:JF(t)dt.
an
z ’ 2

Azt kaptuk tehat, hogy az F(f) fiiggvénynek a vilagvonal mentén a Q, és a Q, pontok
kozott vett vonalmenti integradlja megadja a potencial fluxusat, tehat a fizikai értelemben
vett sugdrzast, a gbrbénket koriilvevd infinitezimalis hengeren at.

6) Egyszerit alkalmazds a klasszikus elektromdgneses tér esetében. Az elektromag-
neses potencidlok alapegyenlete

OA =—4nas.
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Az s-r6l feltételezziik, hogy regularis, az A-t6]l pedig megkoveteljiik, hogy x0—» — oo eset-
ben elso differencialhanyadosaival egyiitt eltiinjék.
A tér Rms;-potenciélja az el6zGek alapjan

4n
AOPY=— | (@i de.
Hy(a) re
Vezessiink be j valtozokat
{(X'—2) (x;—z)} =0,
ahol a latin indexek az 1,2, 3, értékeket vehetik fel, tehat ¢ a térbeli tavolsag ;
rrg=R Z—xt=F

P=x0—(R+¢2)"

1 1
dQ-==d2'd2'd2dP — — ———
2 JR+¢

dR d}

akkor kapjuk, hogy

D a4 . S i
A(ft)(p):_alz.ﬁ [RTQ[ s —VR+ ¢, ) di-dR.
"l
2 0 v

RTe

2a—2

A (10, 2) alatti formulankat alkalmazva kapjuk, hogy

14

ami viszont éppen a klasszikus elektrodinamikdbdl jolismert retardalt potencial.
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