- MEGJEGYZESEK o
A GYENGEN-KOMPLEMENTUMOS HALOKROL*

SZASZ GABOR

1. §. Bevezetés

Ismeretes [1], hogy legkisebb elemmel rendelkezd halok barmely kong-
ruenciarelaciojaban, a gyfiritk esetéhez hasonloan, a legkisebb elemmel kongruens
elemek a halonak egy idealjat alkotjak, melyet a kongruenciareldcio magjdnak
neveziink. Azonban, mig gyflirikben minden egyes kongruenciarelaciét egy-
értelmiien meghatdroz a magja, addig legkisebb elemmel rendelkezd halok
esetén hasonld allitds altaldban nem érvényes.

Egyes specidlis esetekben azonban, példdul komplementumos disztribu-
tiv halok (azaz Boole-algebrdk) esetén ugyanaz a helyzet, mint a gyiiriiknél:
ha a hil6 minden egyes kongruenciarelaci6jihoz hozzarendeljiikl a kongruen-
ciarelacid magjat, akkor a halé 0Osszes kongruenciarelacioi és osszes idealjai
kozotti kolcsondsen egyértelmii megfeleléshez jutunk. Ez a tény egyszerii ko-
vetkezménye annak a STONE-t0l szdrmazd eredménynek [2], hogy a Boole-
algebrak és az egységelemes idempotens gyiiriik kolcsonosen egyértelmii meg-
felelésbe hozhatok egymdssal, de ettdl fiiggetleniil, tisztdn haldelméleti titon
is kimutathato [3].

A fenti eredmények nyoman G. BIRKHOFF azt az igen érdekes problémat
vetette fel [4], mi a sziikséges és elegendd feltétele annak, hogy egy leg-
kisebb elemmel rendelkezd halora nézve a kongruenciarelaciok és az idealok
kozott a komplementumos disztributiv haloknal tapasztalt kolcsonosen egy-
értelmii megfelelés fenndlljon. Ez a probléma, teljes altalanossagban tekintve,
még megoldatlan; disztributiv halokra nézve azonban ARESKIN nemrég meg-
oldotta. Mégpedig kimutatta [5], hogy legkisebb elemmel rendelkezd disztribu-
tv L hdléra nézve a kongruenciareldcioknak és az idedloknak — mint a kong-
ruenciareldciok magjdnak — kolcsondsen egyértelmii hozzdrendelése akkor és
csak akkor dll fenn, ha minden egyes K kongruenciareldcio esetén az L/K

faktorhdlo ** gyengén-komplementumos a kovetkezd, szintén altala bevezetett
értelemben :

* A haloelmélet alapfogalmaira és a jeldlésmodra vonatkozolag |. G. Birknorr [1].

*t Egy L halo valamely K kongruenciareldcioja esetén az L-nek mod K tekintett ma-
radékosztalyai ismét egy halot adnak, amely az L-nek homomorf képe; ezt az L halo K
szerinti faktorhaléjanak nevezziik, s L K-val jeloljiik.
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1. DEFINICIO. Egy O legkisebb elemmel rendelkezé L hdlot gyengén-
komplementumosnak neveziink, ha L minden egyes u,v (u=Ev) elempdrjdhoz
taldlhaté olyan x(€ L), hogy

xn(unv)y=0, xn(uuv)>O0.

AReskIN igen értékes és mély eredményének egyetlen szépséghibdja,

hogy a gyengén-komplementumos halok definicidja nem elég egyszerii. E rovid

" dolgozat egyik célja éppen az, hogy attekinthet6bb definiciot adjon a gyengén-
komplementumos haldokra, a szerzd éltal régebben bevezetett félkomplementum
segitségével. Tovabba, az Areskin-féle eredmeény szerint a gyengén-komple-
mentumos halok a legkisebb elemmel rendelkezd halok osztidlyanak igen fon-
tos alosztalyat képezik, s tigy hiszem, hogy csak a dolgozat megjelenése ota
eltelt rovid idével magyarazhatd, hogy a gyengén-komplementumos halok
tulajdonsagait vizsgalé dolgozat még nem jelent meg. Jelen dolgozatnak éppen
az a masik célja, hogy ilyen természet(i kérdéseket targyaljon; részletesebben,
a dolgozat utolsd részében a gyengén-komplementumos haloknak a komple-
mentumos, relativ komplementumos és féikomplementumos haldkkal valo logi-
kai kapcsolatait vizsgaljuk.

2. §. A gyengén-komplementumos halék egyszerii jellemzése

A félkomplementum fogalmanak jelen dolgozatunkban vald felhasznald-
saval kapcsolatban megragadjuk az alkalmat, hogy az eredetileg adott defini-
cion [6] egy aprd, de igen hasznos modositast hajtsunk végre, s a félkomple-
mentumot a kovetkez8képpen definialjuk:

2. DEFINICIO. Egy O legkisebb elemmel rendelkezd L hdlo valamely x
elemének félkomplementumdn értjiik az L minden olyan y elemét, amelyre
xny= 0. Az x-nek O-t0l kiilonbozo félkomplementumait valodi félkomplemen-
tumoknak nevezziik.*

Ennek megfelelen a ,félkomplementumos halok“ (tartalmilag valtozat-
lan) definiciéjat a kovetkezOképpen fogalmazzuk meg:

3. DEFINICIO. Valamely legkisebb elemmel rendelkezd hdlot félkomple-
mentumosnak neveziink, ha a hdlo minden egyes — az esetleg létezd legna-
gyobb elemtdl kiilinboz6 — elemének van valodi félkomplementuma.

Ezek utan a gyengén-komplementumos halokat a kovetkez6képpen jelle-
mezhetjiik :

* Régebbi definiciénkkal szemben tehat azt a valtoztatast tettiik, hogy minden elem
trivialis félkomplementumanak tekintjiik az O elemet. E véltoztatas célszerfiségét mutatja
tobbek kozott az, hogy az 4] definicidval érvényes a kovetkezd két konnyen belathato alli-
tas: Ha y az x-nek félkomplementuma, akkor minden olyan 2 elem is, amelyre z=<y;
legkisebb elemes disztributiv halé esetén pedig barmely x elem dsszes félkomplementumai
idealt alkotnak.
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1. TETEL. Az O legkisebb elemmel rendelkezé L hdlo akkor és csak akkor
gyengén-komplementumos, ha az L minden u,v (u < v) elempdrja esetén az
u-nak van olyan x félkomplementuma, amely v-nek mdr nem félkomplemen-
tuma (azaz, van olyan x, amelyre unx= 0, vnx> 0).

Bizonyitas. Tegyiik fel el6szor, hogy L gyengén-komplementumos, s
tekintsiik L valamely u, v (u <v) elempdrjat. Az 1. definicid szerint, talalhaté
olyan x(€ L), amelyre

xn(@nv)=0, xn(uv)>O0,
azaz, u < v miati,
xNu=0, xnv>O0.

Vagyis, talaltunk olyan x elemet L-ben, amely u-nak félkomplementuma,
v-nek viszont nem; eszerint a 1ételben szerepld feltétel sziikséges.

Forditva, tegyiik fel, hogy L-nek van egy O legkisebb eleme, és eleget
tesz a tételben szerepld feltételnek. Legyen u, v az L tetszés szerinti olyan elem-
parja, amelyre u <wv. De akkor unv<uuUwv, s igy a feltevésiink szerint az
unv elemnek van olyan félkomplementuma L-ben, amely uUv-nek nem fél-
komplementuma, azaz, amelyre

xn(une)=0

xn(ev) >0
érvényes. Ez pedig éppen azt jelenti, hogy L gyengén-komplementumos.
Ezzel a feltétel elegenddségét is kimutattuk.

A most bebizonyitott tétel szerint az 1. definicioval ekvivalens a kovet-
kezd:

4. DEFINICIO. Egy O legkisebb elemmel rendelkezé L hdlét gyengeén-
komplementumosnak neveziink, ha az L bdrmely olyan u,v elempdrjdhoz, ahol
u <v, taldlhaté u-nak olyan félkomplementuma, amely v-nek nem félkomple-
mentuma.

A tovabbiakban mindig ezt a definiciot tartjuk szem elbtt.

3. §. A gyengén-komplementumos halék kapcsolata a komplemen-
tumos, relativ komplementumos és félkomplementumos haldkkal

Konnyil latni, hogy a gyengén-komplementumossdg a komplementumos-
sagtol fliggetlen tulajdonsdg: a komplementumossdg sem nem elegendd, sem
nem sziikséges a gyengén-komplementumossdghoz. El6bbit az

(1) *

h*
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diagrammal megadott komplementumos halé mutatja, amelyben az a elem
félkomplementumai (azaz az O és x elemek) az a-nal nagyobb b-nek is fél-
komplementumai, tehat (1) nem gyengén-komplementumos. Utobbival kap-
csolatban elegendd pl. utalni arra, hogy léteznek legnagyobb elemmel nem
rendelkezd (s igy sziikségképpen nem-komplementumos) gyengén-komplemen-
tumos halék, példaul a négyzetmentes pozitiv egészek oszthatdsdg szerint
rendezett haldja*.
Egészen mas a helyzet a relativ komplementumos halok esetében:

2. TETEL. Minden olyan relativ komplementumos hdlo, amelynek van
legkisebb eleme, gyengén-komplementumos.

KOVETKEZMENY. Ha egy komplementumos halé modularis, akkor gyen-
gén-komplementumos is.

BizonyiTAs. Legyen L a feltételeknek eleget tevo halo, O legkisebb elem-
mel, a és b pedig az L két tetszés szerinti olyan eleme, amelyre a < b érvé-
nyes. Jeloljiik x-szel az a-nak [O, b]-re vonatkozo (valamely) relativ komple-
mentumat. Akkor a relativ komplementum definici6ja folytan

) O=x=b,
3) xna=0,
) xUa=b.
A (2)-bol azonnal kovetkezik

(B) xnb=x.

Mivel (3) szerint x az a-nak félkomplementuma, ezért (5) szerint elegendd
kimutatni, hogy x=F O. Ez azonban, a==b6 miatt, azonnal kovetkezik (4)-bol.

A kovetkezmény allitdsdnak bizonyitdsdval kapcsolatban elegend6 arra
a jol ismert tényre utalnunk, hogy minden komplementumos modularis halé
relativ komplementumos [7]; ebb6l ugyanis most bebizonyitott tételiink miatt
azonnal adodik a kovetkezmény allitasa.

A kovetkezmény allitdsara azonban igen egyszerii kozvetlen bizonyitas
is adhatd. Legyen L a mondott feltételeknek eleget tevé halo, a és b pedig
az L-nek két olyan eleme, amelyre a< b all. A hald legkisebb elemét jeldljiik
ismét O-val, legnagyobb elemét pedig /-vel. Tekintsiik az a elem valamely
x komplementumat; a komplementum definicidja szerint fenndllnak az

(6) anx=0, aux=I

*-Ebben a haléban ugyanis, mint ismeretes, a n-nek a legnagyobb k6z6s osztd, az
U-nek a legkisebb kozds tobbszords képzése, az O-elemnek pedig az 1 egész szam felel
meg; marpedig, ha a és b négyzetmentes szamok és b az a-nak tobbszoOrése, akkor b-nek
van olyan primtényezbje, amely a-hoz relativ prim. Ezen a tényen kiilonben az sem val-
toztat, ha a 0 szamot is hozzavessziik a halohoz, amely, mint minden szam tdbbszorose,
a haloé legnagyobb eleme lesz.
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egyenletek. A 4. definicio szerint elegendd kimutatnunk, hogy

bnx> 0.
Ez pedig azonnal kovetkezik abbdl, hogy & > a miatt
. bux=aux=1,
azaz
(7 bux==1;

ha ugyanis 6nx=0 lenne, akkor a < b, valamint (6) és (7) szerint az
O, a, b, x, I elemek egy (1) szerinti részhdl6t alkotndnak L-ben. Mivel
azonban egyetlen modularis héalénak sem lehet ilyen részhaldja [8], ezért
valoban bnx > O.

Ezzel szemben, félig-modularis komplementumos haldo nem feltétieniil
gyengén-komplementumos. Ezt mutatja példaul a

hélo, amelyben az a és b elem Osszes félkomplementumai egyarant az O, Xx,
Y, z elemek.
Végiil kimutatjuk a kovetkezd, igen egyszeriien adodo tételt:

3. TETEL. Minden gyengén-komplementumos hdlo félkomplementumos.

BizoNyiTAS. Legyen ugyanis L gyengén-komplementumos halo, O leg-
kisebb elemmel. Nyilvanvald, hogy az L béarmely olyan a eleméhez, amely
kiilonbozik a hald esetleg létezd legnagyobb elemétdl, talalhatd olyan b(€ L),
amelyre a < b. De akkor, mivel L gyengén-komplementumos, van olyan x(€L),
amelyre

anx=0, bnx>0.

Utobbi miatt x=F O, tehat x az a-nak valodi félkomplementuma; ez pedig

a 3. definicié szerint éppen azt jelenti, hogy az L halé félkomplementumos.

Szegedi Tudomdnyegyetem
Bolyai Intézete.
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