
FOURIER-SOROK ERÖS SZUMMÁCIÓJÁRÓL 

TANDORl KÁROLY 
Bemutatta Szőkefalvi-Nagy Béla lev. tag az 1955. április 29-én tartott felolvasó ülésen 

1. §. Bevezetés 

Az f(x) £ L [0, 2;T] függvény 

Q. °° 
© ( / ) ~ + 2 c o s k x + bt,-sin kx) 

2. k=1 
Fourier-sorát az x0 pontban r-edrendben erősen szummálhatónak, vagy egy-
szerűbben //,-szummálhatónak nevezzük, ha 

1 " 

í i m 5ггт ^ I ( / ' > xo)—f(xo) Г = Ö , 
n -F CD tl -p I ,/=0 

ahol s, .(/; x) jelöli a © ( / ) sor r-edik részletösszegét. 
G . H. HARDY és J. E. L i t t l e w o o d [2] bebizonyították, hogy ha 

f(x)£Lp[0, 2;T] (p> 1), akkor £ ( / ) az f(x) függvény bármely p-edrendű 
Lebesgue-pontjában minden pozitív r rendben erősen szummálható. A p = l 
esetben ennek a tételnek érvényessége sokáig kétséges volt, míg G . H . H a r d y 

és J. E. L i t t l e w o o d [3] példát adtak olyan integrálható függvényre, amely-
nek az x = 0 pontban Lebesgue-pontja van, mégis Fourier-sora az x = 0 
pontban nem //,-szummálható ; egyúttal felvetették a következő problémát : 
igaz-e, hogy integrálható függvény Fourier-sora valamilyen pozitív rendben 
majdnem mindenütt erősen szummálható. Ezt a problémát J. M a r c i n k i e w i c z 

[4] oldotta meg; megmutatta, hogy integrálható függvény Fourier-sora majd-
nem mindenütt ^-szummálható . Később A. Z y g m u n d [5] bebizonyította, hogy 
integrálható függvény Fourier-sora bármely pozitív r rendben majdnem min-
denütt erősen szummálható. 

Mivel G . H . H a r d y és J. E. L i t t l e w o o d említett példája szerint integ-
rálható függvény Fourier-sora a függvény valamely Lebesgue-pontjában nem 
szükségképpen //,-szummálható és így annál inkább nem //,-szummálható, 
ezért felvetődik az a kérdés, hogy megadható-e olyan, aránylag egyszerű 
analitikus reláció, amely majdnem mindenütt teljesül és amelynek egy x0 

pontban való teljesüléséből következik a függvény Fourier-sorának az x0 

pontban való //2-szummálhatósága. Ezzel a kérdéssel foglalkozunk ebben a 
dolgozatban. A /^„-szummálhatóság kérdése (m természetes szám) hasonlóan 
tárgyalható, mégis az egyszerűbb számolás kedvéért a //,-szummáció esetére 
szorítkozunk. 
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2. §. Tételek integrálható függvényekre 

1. TÉTEL. Ha / ( / ) 1 -periódusú függvény és f(t)£L[0, 1], akkor [0 , 1 ]-en 
majdnem mindenütt k(> 0)-ban egyenletesen 

h u+k 

(1) lim J | / ( x + 0 ) - / ( x ) l du j \f(x+v)-f(x)\dv -=0 (Л > 0). 
-h u-k 

A tétel bizonyítására felhasználjuk J . MARCINKIEWICZ (lásd pl. [4 ] ) követ-
kező két lemmáját. 

1. LEMMA. Ha az / * ( / ) € / - [ 0 , 1 ] függvény egy F ( < Ï [ 0 , 4 ) mérhető hal-
mazon 0-val egyenlő, akkor minden // > 0 számhoz van olyan F TE perfekt 
halmaz és olyan M pozitív szám, hogy 

mes F j g mes E — 
к 
\\f*(x + v)\dv^Mk + € F ) 

~'k 
és 

Jl/*(v)l dv si M mes /,, + = 1 , 2 , . . . ) , 
T 

ahol Iv-k jelölik az F halmaznak a (0, 1) intervallumban levő komplementer-
intervallumait. 

2. LEMMA. Legyen FT[0, 1] perfekt halmaz és legyenek Iv + = 1 , 2 , . . . ) 
F-nek a (0, 1) intervallumban lévő komplementer-intervallumai. На а Ф(/) 
1 -periódusú függvény az F halmazon 0-val egyenlő és Ф(/) = mes/ r , ha 
/ € + + = 1 , 2 , . . , ) , akkor a [0,1] intervallum majdnem minden x pont-
jában 

/ *<*+'> 
0 

Az 1. TÉTEL BIZONYÍTÁSA. Csak azt fogjuk részletesen megmutatni, hogy 
majdnem minden x pontra k(> 0)-ban egyenletesen teljesül a 

1 it+k 

(2) Hm ^ h k j \ f ( x + a)-f(x)\ du [ \f(x+ v)-f(x)\dv = 0 (Л > 0) 
о « 

reláció; ennek alapján (1) egyszerűen adódik. 
Legyen rt tetszőleges pozitív szám és ш-át válasszuk olyan nagyra, 

hogy az E = F[\f(t)\ ^k o>; t^k 1] halmazra teljesüljön a 
t 

mes E Ш 1 —h 
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feltétel. Legyen 
1 / ( 0 , ha 1/(01 >01, 
I 0, ha | / ( 0 | 

és Г ( 0 = / ( 0 - Г ( 0 -
Mivel az E halmazon f ( t ) = 0, azért az 1. lemma szerint van olyan 

FQE perfekt halmaz és olyan M pozitív szám, hogy 

(3) mes Я ig mes E — ц + 1 — 2 ц, 
к 

(4) \\r(x + v)\dv^Mk (x^F) 
-к 

és 

(5) JI/* (т)| dv Ш M mes Iv (v=\,2,...)t 
*v 

ahol Iv = (av,bv) ( r = l , 2 , . . . ) jelölik az F halmaznak a (0 ,1) intervallum-, 
ban levő komplementer-intervallumait. 

Legyen x0£F olyan hely, amelyre teljesülnek a következő feltételek : 

(6) lim m e s ( Я п [ х ( г - / г , х 0 + /г]) = ] (/, > Q ) > 

h-+0 

(7) ) |/(x0 + u) —/(x„) \du = o(Ji) (0 < Л —» 0), 
-h 

(в) J ^ t a - л < » . 
о 

Továbbá legyen s tetszőleges pozitív szám és а Л0(> 0) pozitív számot válasz-
szuk olyan kicsinynek, hogy 0 < Л ^ / г 0 ( ^ 1) esetén teljesüljön az 

h 
(9) \\f(x0+u)-f(x0)\du<sh 

-h 
egyenlőtlenség. 

Mivel / ( 0 = / * ( 0 + / " ( 0 és /*(x0) = O, ezért érvényes a következő 
egyenlőtlenség : 

h u+k 

J |/(x0 + u ) - / ( x „ ) I du I' |/(x0 + v)-/(Xo) I dv ш 
0 u 

h u+k 

Ш J | / ( X o + « ) - / ( X „ ) | du J ' \ f ( x 0 + v ) I dv + 

0 11  

h u+k 

+ J | / (x„ + « ) - / ( X „ ) | du J \r(x0 + v)-r(x0)\dv =J,+h 
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Mivel |/**(0I = ш> ezért (9) alapján 
(10) / 2 ^ 2 toehk, 
ha 0 < Л ^ Л 0 . 

(4) és (5) alapján adódik, hogy 
11+ÎC к 

M к, ha xt,-\-u(;F, 
I IГ (Xo + v)\dv = \ |/(x0 + u + v)I dv g Ai (mes /,, -f- к), ha х0 + и £ /,,, 

tehát 
' t t ' + f c 

J \f*(xo+v)\dvSM{0(xo + u) + k}, 
и 

ahol 0(t) jelöli a 2. lemmában definiált függvényt. Ebből az egyenlőtlenség-
ből (9) alapján nyerjük, hogy 

h 
(11) y, <Mrhk + M \\f(xo + u)-f(xo)\0(xo + u)du, 

ô 
ha О < Л ^ Л ( 1 . Nyilvánvaló, hogy 

h h 

J | / ( j c 0 + « ) - / ( j t 0 ) | Ф(хо + и) du = J n2 | /(x0 + u) —/(x„) I — du s i 
0 0 

ë Z' ( ^ j J ("—x0Y\f(u)—f(x0)\du, 
0 ly 

ahol az összegezés az olyan v indexekre van kiterjesztve, amelyekre 
/ r ü [ x 0 , х0 + Л]. (6) miatt van olyan N=N(x0) pozitív szám, amelyre 
(bv—x0)/(a,,—x0) Ш N (r=\,2,...) és így érvényes a kővetkező becslés: 

h 

? si A2 Z + U)-mI du. 
о ̂  у i у о o 

Mivel 0(t) definíciója szerint 

^ m e s / , ^ Г Ф(х0 + 0 

о 
ezért a fentiek alapján 

h 

J | / ( x „ + и ) - / ( х „ ) | Ф(х0 + u) du ш 
о 

1 h 

Si Ф ( У 0 d t j |/(Xo + u) - / ( x „ ) I du. 
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Ebből (8), (9) és (11) szerint nyerjük, hogy 

/ , < at(h' + hk), 

ha 0 < h ^ h0, ahol A egy s-tól, Л-tól és Лг-tól független állandó. Ebből és 
(10)-ből nyerjük végül, hogy az x0 pontban (2) teljesül. A Lebesgue-féle tétel 
és a 2. lemma szerint (6), (7) és (8) f-tn majdnem mindenütt teljesül és 
így (2) is F-en majdnem mindenütt érvényes. Mivel ц tetszőleges, ezért (3) 
miatt (2) majdnem mindenütt fennáll. 

Ezzel az 1. tételt bebizonyítottuk. 
Egyszerűen bizonyítható a következő tétel : 

2 . T É T E L . Legyen f(t) j L [0 , 1] 1-periódusú függvény. Fia az x„ pontban 
(1) teljesül, akkor az f(t) függvénynek az x„ pontban Lebesgue-pontja van, azaz 

h 

Hm -J" Í l/(*o + ") - / ( * . ) \du = 0 (Л > 0). 
h-y 0 n j 

- h 

BIZONYÍTÁS. H A majdnem mindenütt f(t)=f(x0), akkor az állítás nyil-
vánvaló. Ellenkező esetben 

a= j \f(x» + '•') —f(xo) \dv>0 

0 

és így (l)-böl Л = helyettesítéssel adódik, hogy 

h 
\\f(x0 + u)—f(x0)\du = 

-h 
h " + T 

= y J \ f ( X o - + u ) - f ( x 0 ) \ d u J | / ( x 0 + v) f(x0)\dr, 
- h 1 

amiből az állítás következik. 

3. §. Integrálható függvények Fourier-sorának //2-szummálhatósága 

3 . T É T E L . Legyen f(x) j L [ 0 , 2 . - T ] 2 л-periódusú függvény. Ha az xt] 
pontban (1) teljesül, akkor az xn pontban ©(/) Hrszummálható. 

BIZONYÍTÁS. A tétel bizonyítására G R Ü N W A L D G É Z A [ 1 ] alapgondolatát 
használjuk fel. Feltehetjük, hogy x0 = 0 és / (0 ) = 0. Legyen s tetszőleges 
pozitív szám és ô (0 <2ő < л) olyan kicsiny, hogy 0<h^2ő esetén tel-
jesüljenek az 

h u+k 

(12) J|/(ц)I du J |/(r)\dv < HJf + hk) (k > 0) 
-h ii-k 

• 
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es 

(13) f | / ( u) l du <sh 
-h 

feltételek. 
Legyen / i (Q = / ( * ) , ha és / , ( / ) = 0, ha továbbá 

legyen f.,(t) =f(t)—fi(t). A Riemann-lemma szerint 

(14) lim s v ( f i \ 0) = 0. 
V-y 00 

Mivel si(f;0) ш 2 ( 4 ( / I 5 0) + s2
r(f2;0)) és mivel (14) szerint 

H m — J n - Í 4 ( / í ; 0 ) = 0 , 
n-v œ n -f- 1 r=0 

ezért elég a £ ( / , ) sornak az x = 0 pontban való / / j-szummálhatóságát meg-
mutatni. Minthogy 

* s i n \ v + - \ « s i n U + 4 - U 

4 С Л ; 0 ) = ^ 5 J J m m — J
u v — d и d v , 

ezért 

-i -ó 2 sin "о"8 '0"?" 

t ó 

(15) 2 4 ( / í ; 0) = j ( f(u)f(v)kn(u, г:) du dv, 
-6 6 

ahol 

1 1 1 
16 râ n 4-1 и . v 

Sin у Sin у 

L „ ( y , t ') = 

s i n j n + y | ( u — v) s i n l n + \ \ ( u + v) 

. и—V . u + v 
s i n — s i n 2 

Tekintsük az 
й <5 ói ô0 0ô 00 

j J f(u)f(v)kn(u, v) du dv = ( J J + J J + j J + j \]f(u)f(v)kn(u, V) du dv 
-6-й 0 0 0 -6 -à о -6 -6 

felbontást. A tétel bizonyítására elég megmutatni, hogy a jobboldali tagok 
abszolút értékben elég nagy n-re kisebbek lesznek, mint f -nak egy é-tól füg-
getlen konstansszorosa. Csak a 

ód à il 
/ = J J f(u)f(v)kn(u, v) du dv = 2 \ \ f ( u ) f ( v ) k n ( u , v) du dv 

0 Ô 0 0 

integrált becsüljük részletesen, a többi integrál hasonlóan becsülhető. 
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Legyen n olyan nagy, hogy teljesüljön а 2 я / л ^ d feltétel és tekintsük 
a következő tartományokat: 

ot = e [о ш и ^ 2 т / л ; Oo= e [2 .т/л ^ л ^ d; o ^ v ^ т /л] , 
(м , V) (и, V) 

o3 = E [2т /л ^ « i d ; л — т / л ^ г> ^ л], 
(и. о 

с;4 = Е [2т /л ^ л ^ d ; т / л ^ » i л — т / л ] . 
(и, и) 

A következőkben jelöljenek c i , c 2 , . . . л-től és d-tól független állandókat. Érvé-
nyesek a következő becslések (lásd pl. G r ü n w a l d G . [ 1 ] ) : 

ha ( u , v ) £ o u 

\kn(u,v)\ 

Cl 
1 

c2 л21 

1 
c3 c3 л г-

ha (u,v)£o.2, 

ha ( u , f ) ( o ; . , 

7 r , ha (л, 
nuv(u— г;) v 7 

Ezek alapján 

1У1 2 С 1 Л 2 | | | / ( Л ) / ( Г ; ) | du dv + 2c2j J M 4 № R F „ 

<16) 

+ 2c: Л ^ 
!/(»)/(«) I 

n J J л г (л— 
°з 

(13)-ból következik, hogy 
2 л/» 2я/п 

(17) J 1 ^ 2 c 1 n * J | /(л) | du J l /G) I dv < 

(12) alapján parciális integrálással nyerjük, hogy 
<5 л/п ő 

( 1 8 ) y a = 2 c 2 ( J ^ du J |/(i>)I dv < 2c,e ^ J с /л < c6s. 

2л/в 0 2я/я 

Mivel a o3 tartományon и s л, - S y , ezért 

2 я / п « - я / я 

Bevezetve a 
С 

V ( 0 = J l / ( ö ) | r f a J 1 / ( ^ )1^ 
ti-л in 
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függvényt, (12) szerint parciális integrálással adódik, hogy 

y ( 0 p и V ( 0 í / / < j ^ d u j |/('-')í dv = 
н-л/п 

<5 
Г f + t-jiin . _ , , 
I — < + 2SÍT/л j ^ < c8s, < cös + 2s 

á 
Г dt 

tehát 

(19) 

2 л/н 

/ з < C9s. 

На л ™ , akkor и — v ^ és így / - r e érvényes a következő becslés: 

2 Г |/(i/) I 

(20) 

M/2 

du J v(u—v) n J U- J v 
Л/ii 

ô 
+ 4 ш Г „ „ _ у ! + л . 

Л J и- J (и—л) ^ у 

2 л /и м/2 
(13) alapján parciális integrálással adódik, hogy 

«• v 

így (13) alapján egy újabb parciális integrálással nyerjük, hogy 

\ f ( v ) \ < C]2S. ( 2 1 ) n = ± ( \ m d f \ \ m d u < ± , \ 
n .1 v j u2 n j 

л/п 2p nln 

Legyen végül p olyan természetes szám, amelyre 2рж/п ^ ô < 2р+1ж/п, 
Akkor érvényes a következő becslés : 

и-23л/п 

j n a j и- \jto j u—v j 

p /-1 

^ ï l l i s J Щ 

-af+bi/» 
2 г+1л / п м-22'я/ге 

du \f(v)\dv< 
2'л/и 

< ~ e S 2 ' É TT + * 7 7 < cl5s. 
Л , 4 ,=0 X'' i=l Z 

м-22'т1л/п 
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Ebből és (21)-böl nyerjük (20) szerint, hogy Jt<c168. Ebből, (16), (17), 
(18) és (19) alapján adódik, hogy j / | < c17e, ha n elég nagy. 

Ezzel a 3. tételt teljesen bebizonyítottuk. 

Szegedi Tudományegyetem 
Bolyai Intézete. 
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