FOURIER-SOROK EROS SZUMMACIOJAROL

TANDORI KAROLY
Bemutatta Székefalvi-Nagy Béla lev. tag az 1955. dprilis 29-én tartott felolvaso iilésen

1. §. Bevezetés
Az f(x)€ L[0,2n] fliggvény
S(f)~ %—{—Z(ak cos kx - by sin kx)
. k—1

Fourier-sorat az x, pontban r-edrendben erbsen szummalhatonak, vagy egy-
szeriibben H,-szummalhaténak nevezziik, ha

i i s iR =1l =0

ahol s,.(f; x) jeloli a &(f) sor »-edik részletosszegét.

G. H. HarDy és . E. LiTTLEWOOD [2] bebizonyitottdk, hogy ha
f(x)eL?[0,2x] (p>1), akkor &(f) az f(x) fiiggvény barmely p-edrendii
Lebesgue-pontjdban minden pozitiv r rendben erfsen szummalhato. A p=1
esetben ennek a tételnek érvényessége sokdig kétséges volt, mig G. H. HARDY
és J. E. LITTLEWOOD [3] példat adtak olyan integralhaté fiiggvényre, amely-
nek az x=0 pontban Lebesgue-pontja van, mégis Fourier-sora az x=0
pontban nem H,-szummdlhatd; egyuttal felvetették a kovetkezd problémat:
igaz-e, hogy integralhatd fiiggvény Fourier-sora valamilyen pozitiv rendben
majdnem mindeniitt er6sen szummalhato. Ezt a problémat J. MARCINKIEWICZ
[4] oldotta meg; megmutatta, hogy integradlhatd fiiggvény Fourier-sora majd-
nem mindeniitt H,-szummalhatd. Késobb A. ZyGMUND [5] bebizonyitotta, hogy
integralhaté fiiggvény Fourier-sora barmely pozitiv r rendben majdnem min-
deniitt erdsen szummalhato.

Mivel G. H. HARDY és ]J. E. LiTTLEWOOD emlitett példaja szerint integ-
ralhat6 fiiggvény Fourier-sora a fiiggvény valamely Lebesgue-pontjdban nem
sziikségképpen H,-szummdlhaté és igy annal inkdbb nem H,-szummalhato,
ezért felvetédik az a kérdés, hogy megadhatdo-e olyan, aranylag egyszerii
analitikus relacid, amely majdnem mindeniitt teljesiil és amelynek egy X,
pontban vald teljesiilésébdl kovetkezik a fiiggvény Fourier-sordnak az x,
pontban vald H,-szummadlhatosaga. Ezzel a kérdéssel foglalkozunk ebben a
dolgozatban. A Hj,-szummalhatésag kérdése (m természetes szdm) hasonloan
targyalhatd, mégis az egyszeriibb szdmolds kedvéért a H,-szummacié esetére
szoritkozunk.
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2, §. Tételek integralhaté fiiggvényekre

1. TETEL. Ha f(t) 1-periddusu fiiggvény és f(t) € L[0, 1], akkor [0, 1]-en
majdnem mindeniitt k(> 0)-ban egyenletesen
h ) u+k

. 1

) tim b [ 1D —r@l du [ ook —feoldv=0  (@>0).

u-k

h—>0
~h

A tétel bizonyitasara felhasznaljuk ]. MARCINKIEWICZ (lasd pl. [4]) kovet-
kezd két lemmajat.

1. LEMMA. Ha az f*(f) € L[0, 1] fiiggvény egy E(<]0, 1]) mérheté hal-
mazon 0-val egyenid, akkor minden 1 >0 szdmhoz van olyan FE E perfekt
halmaz és olyan M pozitiv szdm, hogy

mes F = mes E—1,,

j_'|f*(x+v)|du§Mk (x € F)
s
J.If‘(v)!dvéMmesI,, r=1,2,..),

I

ahol I~k jelolik az F halmaznak a (0, 1) infervallumban levo komplementer-
intervallumait.

2. LEMMA. Legyen FE|0, 1] perfekt halmaz és legyenek I, (v =1,2,...)
F-nek a (0, 1) infervallumban lévé komplementer-intervallumai. Ha a ®@(t)
1-periodusu fiiggvény az F halmazon O-val egyenlé és P (t) = mesl,, ha
tel, (v=1,2,..,), akkor a [0,1] intervallum majdnem minden x pont-
Jjdban

1
J_E’_(X_Jrf)_dkw
Iz '
0

Az 1. TETEL BIZONYITASA. Csak azt fogjuk részletesen megmutatni, hogy
majdnem minden x pontra k(> 0)-ban egyenletesen teljestil a

wt+k

1
. 1
@ im0 —f@) du [ et —f@lde=0  @>0)
h—>0 h +hk
0 "

relacid ; ennek alapjan (1) egyszeriien adodik.

Legyen 7; tetszbleges pozitiv szam és w-at valasszuk olyan nagyra,
hogy az E=E[|f(f)] = w; 0 =t = 1] halmazra teljesiiljon a

¢

mesE=1—y
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feltétel. Legyen
| O b VO
0, ha [f(H|=w
és (O =fO— .
Mivel az E halmazon f*(f)=0, azért az 1. lemma szerint van olyan
FZS E perfekt halmaz és olyan M pozitiv szam, hogy

3) mesF=mesE—n=1—-2n,

) [IFfc+o)dv=Mk  (xeF)
és ]

(5) |Irr@)dv=Mmesl, (r=1,2,..)),

I,

ahol I,=(a,, b,) (w=1,2,...) jelolik az F halmaznak a (0, 1) intervallum-,
ban levd komplementer-intervallumait.
Legyen x, € F olyan hely, amelyre teljesiilnek a kovetkezd feltételek :

o mes FEnlxe—h, X+ h]))

(6) lim 5% 1 (> 0),

™ [t ) —f) du=o(r)  ©<h—0),
} ‘D(x,+1)

®) [ PEED g

0
Tovabba legyen & tetszileges pozitiv szdm é€s a k(> 0) pozitiv szdmot valasz-
szuk olyan kicsinynek, hogy 0 < h = hy(= 1) esetén teljesiiljon az

13

©) [ 1o+ u)—f(x)] dut < eh

-k
egyenibtlenség.
Mivel fO=F @O+ és f(x)=0, ezért érvényes a kovetkez6
egyenldtlenség :

utk

J 17 G w)— FGx) dut | |F o+ v)— Fx) | do =

ut+k

= [t w)—f(x)| du | |f* (o 0)| dv+

U

utk

+ (1o @) —f x| dut [ 17 ot )= ()| do = Ju+ Jo.
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Mivel |f** ()| = o, ezért (9) alapjan
(10) J. =2wsehk,
ha O< h=h,.

@) és (5) alapja’m adédik, hogy

u+k

J f d \ Mk, ha x,-uc€F,
f ot dv= | If(xo+uto)|dv | M(mes I,+k), ha x,4ué€l,,

tehat

Ttk

|17 o+ v) dv = M{D(x,+ ) + £},

ahol @(t) jeloli a 2. lemmaban definidlt fiiggvényt. Ebbol az egyenlétlenség-
bél (9) alapjan nyerjiik, hogy

h
A11) S < Mehk+M [ |f(xo4 u)—f(x)| @ (x, 4 1) du,
4]
ha 0 < h = h,. Nyilvanvalo, hogy

jlf(x0 ~+ u)—f(x)| P (x,+u) du =fu2 f(xo+ u) —f(x0)] —(‘li(xl‘l’T—Hi)— du=

= ’“es,’c)J(z — ) — ()] da

ahol az Oosszegezés az olyan » indexekre van kiterjesztve, amelyekre
I,ES[x,, x,+h]. (6) miatt van olyan N=N(x,) pozitiv szam, amelyre
(b, —x))f(ar—x) =N (v=-1,2,...) és igy érvényes a kﬁvetkezé becslés

, mesl
;E: —X )2 (
Mivel @(%) defm1c10]a szerint

<« mes/, j CD(x',—i—t) at,
r=I1 (bz ""-xo)2 -

~ mes/,

— iy = N* X Jlf(xo+u) — 1) da.

ezért a fentiek alapjan

h

Jlf(xo +u)—f(x0)| @(xo 1) du =

0

= N2h ZJM dtj|f(xo+u)_f(xo)| du.
: 0
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Ebbdl (8), (9) és (11) szerint nyerjiik, hogy
i< Ae(W' 4 hk),

ha 0 <h = h,, ahol A egy &t6l, h-t6l és k-tol fiiggetien allando. Ebbdl és
(10)-bol nyerjiik végiil, hogy az x, pontban (2) teljesiil. A Lebesgue-féle tétel
és a 2. lemma szerint (6), (7) és (8) F-en majdnem mindeniitt teljesiil es
igy (2) is F-en majdnem mindeniitt érvényes. Mivel 7 tetszdleges, ezért (3)
miatt (2) majdnem mindeniitt fennall.

Ezzel az 1. tételt bebizonyitottuk.

Egyszertien bizonyithaté a kovetkezd tétel:

2. TETEL. Legyen f(t)€ L[O, 1] 1-periodusu fiiggvény. Ha az x, pontban
(1) teljesiil, akkor az f(t) fiiggvénynek az x, pontban Lebesgue-pontja van, azaz

tim - [0~/ du==0  (>0)

BizoNyiTAs. Ha majdnem mindeniitt f(¢f) = f(x,), akkor az allitds nyil-

vanvalo. Ellenkez6 esetben
1

[1fG+0)—fee) dv >0

0

a

és igy (1)-bdl k=—;— helyettesitéssel adodik, hogy
h

J1xo-+ ) —FG) du —
- h

1
Ut o

z% J |f(3{0+u)—f(x0)| du J |f (x4 v) —f(x)| v,

H— —
9

amib6l az allitas kovetkezik.

3. §. Integralhaté fiiggvények Fourier-soranak H,-szummalhatésaga

3. TETEL. Legyen f(x)¢€ L[0,2x]) 2m-periodusii fiiggvény. Ha az x,
pontban (1) teljesiil, akkor az x, pontban &(f) Hy,-szummdlhato.

BizonyiTAs. A tétel bizonyitdsara GRUNWALD GEzA [1] alapgondolatat
hasznaljuk fel. Feltehetjiik, hogy x,=0 és f(0)=0. Legyen & tetszoleges
pozitiv szdm és J (0 < 20 < ) olyan kicsiny, hogy O0<h =20 esetén tel-
jesiiljenek az

(12) Jir@ldu [ if@)dv <o +-n8)  >0)
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és
I3
(13) [ 1f(u) du < eh
-n

feltételek.
Legyen fi()=/f(t), ha |{|=0 és fi()=0, ha Jd<|t| ==, tovabba
legyen f,(t) = f(f)—f.(f). A Riemann-lemma szerint

(14) lim s, (f3; 0)=0.

v o

Mivel si(f; 0) = 2(s3(fi; 0) + 3 (fo; 0)) és mivel (14) szerint

. 1 G o Ly
nmmgos,,(ﬂ,m_o,

n->

ezért elég a E(f)) sornak az x— 0 pontban valé H,-szummalhatosdgat meg-
mutatni. Minthogy

1 8 9 sin(r-}-%)usin(w—}—%)v
$0=1 | [ L2 duan,
<3 -8 2 sin 5 sin
ezért
P
1 < 3 )
(15) A 280 | | r@fkey dea,
) 8 -8
ahol
ko (u, v)=
. 1 | 1
g 1 1 51n(n+§—)(u—v) 51n(n+—2~)(u+v)
C16atn+1 . ouw . v . U—v - . u+tv :
sin - sin - sin —; sin —

Tekintsiik az '
é

| ! :!‘ F@ f@)ku(u, v) du dv — ( J

g s0 b 00

4] [+] =+ | rasem, v duas

0 0-8 -d9 -4 -4

felbontast. A tétel bizonyitisara elég megmutatni, hogy a jobboldali tagok
abszolut értékben elég nagy n-re kisebbek lesznek, mint e-nak egy &-tol fiig-
getlen konstansszorosa. Csak a

du

33
J= || F@)f@ka(a, ) dudv=2 || fu)f()knlt,v) du dv
00 0

0

integralt becsiiljiik részletesen, a tobbi integrdl hasonléan becsiilhetd.
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Legyen n olyan nagy, hogy teljesiiljon a 2st/n = J feltétel és tekintsiik
a kovetkezod tartoményokat:
oo=E0=u=2a/n;0=v=u), o,=E2ain=u=0; 0=v=n/n),
(u, v) (u, v)

=ERan=u=0,u—xn/n=v=u]
(u,v)

o= E[2a/n =u=0; a/n =v=u—umn/n).
(u, v)
A kovetkezBkben jeloljenek ¢, ¢, ... n-t6l és 0-t6l fiiggetlen allandokat. Ervé-
nyesek a kovetkezd becslések (lasd pl. GRONwALD G. [1]):

(o n?, ha (u,v) €0,
CQ%, ha (u,v)€ oy,
ku(u,0)| =4 o, L ) € o,
Cs 7 ha (u,v)€o,

1
WI:—U)’ ha (U,’U)E(h.

Ezek alapjian
I =260 f @) dudvt 26, | [ LOTOL gy gy

(16) 7

26 | E‘%}{;@du a2 | [ LIOL gy gy 4 oot ot o
(13)-bol kt:vetkezik, hogy .
amn L= 2c1n27"|f(u)| du Z_Tmlf(v)| dv < ¢,¢.
(12) alapjan paraalls mtegralassal nyerjiik, hogy
(18)  h=2c J |f(”)'duJ f(0)| dv < 266 2~ J LCP

2n/n " st )

Mivel a g; tartomanyon v = 4, Al z ?, ezért

Jo = 4c J%du J 1f(v)] dv.

2n/n w—-7tfn

Bevezetve a

"

w= [If@ldu | 1fw)dv

wu-a/n
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filggvényt, (12) szerint parcidlis integralassal adddik, hogy

j'f(“)*duj o= O] Lo Jé"’Tﬁ’_)dK

RE D) u-an 21 /n
] [}

< cgé-F 2¢ fw#dt<c-e+2em j

2a/n 2a/n

dt
—tT < Cgé&,

tehat

(19) Js < e
Ha v= 7 , akkor u—r= 5 €s igy fi-re érvényes a kovetkezd becslés:
w-a'n n/2

2 (f@], [ _® , _ 4 lf(u)l lf(v)l
= 71_[ . J r(u—r) dv = J du f dv+
(20) 2aln ain 2n'n

w-mrin

é
4 (/@] [ 1f@) £ g
T f ) (u—r) dw=Jtt/x

2ain w’2

(13) alapjan parcidlis integraldssal adédik, hogy
s
J L(lf) I du < closL s
u v

2v

igy (13) alapjan egy ﬁjabb parciélis integraldssal nyerjiik, hogy

82

4 .flf()ld [If(u)ld G [lf(o)l«w

aTn

(21) Ji=—

Legyen végiil p olyan természetes szam, amelyre 2"st/n = ¢ < 2""' x/n.
Akkor érvényes a kovetkezd becslés:

""‘ln n w-2an
43 lf(u)l ( S J /()|
= — S =
Ji= n 7;1 J du =0 . ll—ﬂdv -
alpiy -2+l m
2i+ln,ln 1L—2~in/n

=4S | alae | o)<

=1 j=0 20t 2

:?."nm w-2/11a/m
c s <t 1
13 ; °
< e Mo D +cue Z = < €58
n =] J=0 2
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Ebbél és (21)-bol nyerjiik (20) szerint, hogy J, < cié. Ebbol, (16), (17),
(18) és (19) alapjan adddik, hogy |/| < ciz¢, ha n elég nagy.
Ezzel a 3. tételt teljesen bebizonyitottuk.

Szegedi Tudomdnyegyetem
Bolyai Intézete.
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