AZ ALTALANOS VALOSZINUSEGI TETELROL

TAKACS LAJOS
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Jacobus Bernoulli 300-adik szii-
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Bevezetés

Tekintsiink egy véletlen kisérletet, melynek kimenetelét az A,, A,,..., Ax
esemeények bekOvetkezése szempontjabdl vizsgaljuk. Jeldlje =, valdsziniiségi
véaltozd az A, As,..., A. események koziil eloforduldk szamossagat. Az 7.
valosziniiségi valtoz6 a 0,1, 2,..., n értékeket veheti fel. Legyen a rovidség

kedvéért P (3, = k) = P; és E

(n/f)§=3,c(k=o, 1,2,...,n), ahol P a valé-

sziniiség és E a varhato érték szimboluma.

JorDAN KAROLY [1], 1927-ben megjelent dolgozatdban kozolte az un.
dlfaldnos valdsziniiségi téfelf, amely a fenti jelolésben a kovetkezOképpen
fejezhetd ki:

o e AL
=k k

‘ahol By=1 ¢és j=1,2,..., n-re

(2) Bj — Z P (ﬂi, Ai2 e Al_;)

(U 5

(2)-ben az osszegezés Kkiterjesztendé az (1,2,..., n) szamokbdl alkothato
valamennyi (i, s, ..., i;), j-edosztalya ismétlés nélkiili kombindciora.

JorDAN KAROLY [1] dolgozatiban a B; mennyiség még formdlisan van
definidlva a (2) 0sszeggel. Késtbbi (2) munkdjaban azonban kimutatja, hogy
-a B; mennyiségek az 5, valtoz6 binomidlis momentumaival egyeznek meg.
Megiegyezziik, hogy JORDAN KAROLY ramutatott arra is, hogy az (1) képlet
altalanos érvényii olyan értelemben, hogy egy O,1,2,...,n értékkészietii,
egyébként tetszbleges valtozo {P.} valosziniiségeloszlasa és {B.} binomialis
momentumai kozott fennéll az (1) Osszefiiggés. _

JORDAN KARoOLY (1) tételének torténelmi gyokerei egészen JACOBUS BER-
NouLLInak a valosziniiségszamitds zsenidlis attor6jének eredményéig nyulnak
vissza. JAacoBUS BERNOULLI (1654—1705) allapitotta meg, hogy mi a vald-
szinfisége annak, hogy n kisérlet sordn valamilyen esemény pontosan k-szor
kovetkezzék be. Az (1) tétel ennél altalanosabban, tetszbleges eseményekre
is megadja ezt a valosziniiséget. Megjegyezziik, hogy JORDAN KAROLY tétele
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magaban foglalja POINCARE tételét is, amely azt adja meg, hogy tetszbleges
Ay, A, ..., A, események koziil legaldbb egy el6forduldsdnak a valdsziniisége
P(A,+ A+ -+ 4+ A)=B—By+By—...+(—1 )"'l B.. Erre a valdsziniiségre
JorDAN KAROLY tétele az 1—P, eredményt szolgaltatja, ami megegyezik az
eldzdvel.

A fenti tételeknek fontos specidlis esetét kapjuk, ha feltessziik, hogy az
A, A, ..., A, események ekvivalens események. Ez alatt azt értjiik, hogy bar-
hogyan is valasztunk ki az A, A,,..., A, események koziil j kiilonbozot
(j=1,2,...,n), ezen események egylittes bekovetkezésének a valGszinlisége
figgetlen a kivilasztds modjatol és csupan a j szamtdl fiigg, azaz fenndll

P(A,-lA,-z...A,-J.)=P(A1A2...Aj),(1~§i1<i2<...<i,~§n;j=1,2,...,n).
Vezessiik be ekkor a kovetkezd jeldlést: st,=1 és j=1,2,.,.,n-re:
P(A A, ... A)=m;.

Ekkor specialisan ekvivalens eseményekre (1) és (2) a kovetkezd egyszeriibb
alakot olti:

e 1 - i

j=k

€s
@) B=(1)w

A kovetkezOkben JORDAN KAROLY (1) és (2) képletekben kifejezésre jutd
eredményeivel foglalkozunk. Mégpedig az altalanos esetre ‘két bizonyitast és
az ekvivalens események specidlis esetére egy harmadik bizonyitdst is adunk.
Bar JorDAN KAROLY fenti tételeire eredeti bizonyitdsa 6ta tobb mds bizonyi-
tast is adtak (M.FRECHET [3], W. FELLER [4], K. L. CHUNG és L. C. Hsu [5]
stb.), mégis ugy véljiik, hogy nem szaporitjuk feleslegesen ezen bizonyitasok
szamat a kovetkezOkben kozolt, ardnylag egyszerii bizonyitadsokkal. Végiil az
altalanos valdsziniiségi tételnek a sztochasztikus folyamatok korében valo
néhany uj alkalmazasi lehetdségére mutatunk példat.

1. §. Elsé bizonyitas

A bizonyitds gondolatmenete abban all, hogy eloszor megmutatjuk, hogy
a (2) alatti B; mennyiségek valdban az 7, valtozdé binomidlis momentumaival
egyeznek meg, azaz, hogy fennall

< B=24p G=0r2..m
k==j

Ezutan az egyelore ismeretlen P, P, P,, ..., P, valdsziniiségeket ezen egyen-

letrendszerb6! meghatarozzuk és igy megkapjuk az (1) eredményt is.
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Mindenekel6tt emlékeztetiink arra, hogy az / biztos esemény a kovet-
kezd szorzat alakjadban irhato fel:

I=(A+A) (At A) - (A + A2,

ahol A jeloli A esemény ellentétét. Ha most a jobboldalon all6 szorzasokat
elvégezziik, akkor ezzel az / eseményt elballitottuk egymast paronként kiziré
események Osszegeként. Nevezziik ezt / felbontasdnak.
“Tekintsiik most a_(2) dsszeget:
Bi= >  PAA,. 4.
UBICPRERY) :

Ebben az Gsszegben az egyes P(AiA,... A;) valosziniiségek annak az ese-
ménynek a valdsziniiségét jelentik, hogy A,, A,, ..., A, események koziil
A, Ay, ..., Ay; mindenesetre elSfordul. Ez az utobbi esemény pedig meg-
egyezik [ emlitett felbontasaban szereplé azon események Osszegével, amelyek
az AiA,...A; szorzatot tartalmazzak. Ezek egymast paronként kizar6 esemé-
nyek és 1gy Osszegiiknek a valosziniisége egyenlé az egyes események valo-
sziniiségeinek Osszegével, azaz a P(A;A,... A;) valésziniség el6dllithato,
mint / felbontdsdban szereplé bizonyos események valOszinliségeinek az Osz-
szege. Végezziik el a B; 0sszeg minden tagjara ezt az el6éllitdst és csopor-
tositsuk a kapott valosziniiségeket aszerint, hogy megfeleld esemény az
Ay, A,, ..., A, események kozil hanyat tartalmaz (a tobbi eseménynek nyil-
vanvaldéan az ellentéteit fogja tartalmazni). Ez a szdm k—j,j+1,...,n
lehet. Tekintsiik a k-adik csoportot. Ebben egyrészt mindazon események
valdsziniiségeinek Osszege el6fordul, amelyek az A, A,,..., A, események
koziil pontosan k-nak a szorzatit (és a tobbi ellentétének szorzatat) tartal-

mazz4dk, masrészt minden ilyen valosziniiség (f)-szer‘ fordul el6, ugyanis
minden ilyen valosziniiség a B; 0sszeg annyi tagjanak kifejtésében fog sze-
repelni, ahdnyféleképpen a tekintett k esemény koziil kivalaszthaté j. igy a
k-adik csoporthoz tartozo valdsziniiségek Osszege ( f) Prés ezt k=j,j+1,...,
n-re dsszegezve nyerjiik Bj-t, azaz

B, - z( )Pk, .(j;f+0,1,'2,...,n).

Ezzel igazoltuk (2) helyességét.:
A fenti egyenletrendszer a P, ismeretlenekre a legegyszeriibben tugy

kJ -val szorozzuk és Ossze-

oldhaté meg, hogy a j-edik egyenletet (—1) "(
gezziik az egyenleteket. Ekkor ugyanis

Sy {1 AL y( 1y~ ‘(k)\“(;)P'ézP’%t(_l)" k (2)(11)

l=j

6*
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és itt Ik
4 ] \ 1 ha /=

VAR
(4= o na in

ami konnyen belathato H{) (j[ ) ;( Il{ ) (j:l]c) atalakitassal. Igy tehat

Pk=§(—1)j“k(,{)31,

amivel az (1) allitast is igazoltuk.

2. §. Masodik bizonyitas

Egy kisérlettel kapcsolatban értelmezziik a & (i=1,2, ..., n) valdszinii-
ségi valtozokat tigy, hogy & =1 ha A; eléfordul és §&=0 ha A; nem fordul
eld. Ekkor nyilvdnvaléan az A,, A,, ..., A, események koziil eléforduldk sza-
mossagat 7,=§& 4 &+ --- 4§, szolgaltatja. Miként az els6 bizonyitasnal,

most is elészor 7,, j-edik binomialis morﬁentumét, azaz (7}") varhatd értékét

hatdrozzuk meg. Vegyiik tekintetbe, hogy az ismert Cauchy-féle formula szerint

‘71”\: N\’ (El)(gl)(gn)
( J J 7.1+k2+.é'+1.-,l: AV FAY k)

€s nyilvanvaléan 1 =i, <ip < --- <ij = n-re

E{EE,...5) — P(4uA,. .. Ay).

W

— : gl)(s’))‘..(’ 1); E P . . .
kytkgt.. =) E \(kl k‘.’ kn (A“Al"z to A1Lf)'

-
J Gy B2r oos i)

Ugyanis fennall, hogy valosziniiségi valtozok osszegének a varhato értéke
egyenld az egyes tagok varhato értékeinek Osszegével. Most zérustol kiilon-
bozy tagokat csak akkor nyeriink, ha ki, k,,...,k. a O vagy 1 értékeket
veszik fel éspedig kell, hogy koziiliik j szdmu 1 és n—j szama O legyen,
megpedig legyen ki —=ki,— .- =k;=1. fgy nyerjiik a jobboldalt, amivel (2)
fennallasat igazoltuk. Innen (1) fenndlldsa az els6 bizonyitdsban kovetett
szamolassal adodik.

3. §. Harmadik bizonyitas
N\
Most szoritkozzunk arra a specidlis esetre, midén A,, A,, ..., A, ekviva-

lens események.
El6szér az (1") képletet igazoljuk. Jeldlje Vi annak a valdsziniiségét,
hogy az A, A,, ..., A, események koziil kivalasztott £ el6fordul és a tobbi
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nem fordul eld. Az A, A,,..., A, események ekvivalencidjabol kovetkezik,
hogy ez a valsziniiség nem fiigg a kivalasztdis modjatol, azaz irhatd
Vi=P(AA;... AtAsis ... Ay). Ekkor viszont fenndll, hogy

pk:(Z)Vk, (k=0,1,2,..., n).
Ugyanis V, annak az eseménynek a valosziniiségét jelenti, hogy pontosan k

n

k )—féleképpen valaszt-

kivalasztott esemény fordul el6 és n esemény koziil k, (
hato ki. o

A V. valdszinliségek meghatdrozdsdra a kovetkezd egyenletrendszer
irhato fel: ‘
* ;szz(n:fkj Ve,  (j=0,1,2,...,n).

k=j n
Itt a baloldal annak a valdsziniiségét jeloli, hogy kivalasztott j esemény min-
denesetre elofordul és ez tobb egymast kizdré6 modon johet létre, mégpedig
a tobbi n—j esemény koziil még el6fordulhat: 0,1,2,...,n—j. A jobboldal

,,,,,,

egyenletrendszer j-edik egyenletét (—1)/-% (71:;{) -vel szorozzuk és az

egyenleteket Osszegezziik, ugy azt kapjuk, hogy
. S VE n—k )
Vi= 2 ) (n—j)”“
n

k
Tovabba B;-re most fenndll, hogy

Mivel Pk:( )Vk, tehat ezzel (1')-et igazoltuk.

n

e

ahol az utolsé egyenldség (*)-bol adédik. Ezzel (2') fennallasit is bebizo-
nyitottuk.

1. Megjegyzés: Specidlisan ekvivalens eseményekre az i, valtozd var-
hatd értéke

3) E{7.}=B =nm

és szordsnégyzete

4) D*{n.} =2B,+ B,— B} = n* (;t,— 7t}) + n (71, — 71,).

Az 1, véltozo s-edik hatvanymomentuma pedig

(5) E{nm}=2'€ljiB= 2> ¢&l ! (;)nj
J=1 j=1

ahol €/ a masodfaju Stirling szamokat jeloli (lasd pl. CH. JORDAN [6] p. 168).
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2. Megjegyzés: Ha A, A,, ..., A, ekvivalens események, tgy konnyen
belathatd, hogy A,, A,, ..., A, események is ekvivalensek. Annak a valészinfi-
sége, hogy A, A, ,.., A, események koziil pontosan k fordul el nyilvan
megegyezik annak a valoszinfiségével, hogy A, A,, ..., A, koziil pontosan n—k
fordul eld és ezen utobbi valdsziniiség megallapitdsa szintén az (17) képlettel
torténik. Persze kozvetleniil is meghatirozhatjuk ezen utébbi valdsziniiséget
JorDAN KAROLY tétele alapjan, de ahhoz ismerniink kell a

i =P(AA... 4)

valdsziniiségeket. Ezek a :1; valdsziniiségekkel a kovetkezoképpen fliggnek
" Ossze

e 1_1(7]. I il 7).,
_:T’_l (1),11—{—(2),"1, 4 ( l)f(j’).rj,

ami szintén JORDAN (1) tétele alapjan nyerhetd, ha azt arra az esetre alkal-
mazzuk, midén arrdl van szd, hogy A,, A, ...., A; események koziil egy sem
fordul eld. Gyakorlati feladatok megoldasénal s; és :; kozil mindig azt
célszerii tekinteni, amelyiket konnyebb meghatarozni.

4, §. Alkalmazéasok

Ebben a fejezetben azt szeretnénk megmutatni, hogy JORDAN KAROLY
altalanos valoszinfiségi tétele mennyire hasznos eredménye a valoszinfiség-
szamitasnak. Az (1) és (2) képletekben kifejezésre jut6 tételek segitségével a
valoszinfiségszamitas sok olyan problémdja egyszeriien megoldhato, amelyeket
eddig csak bonyolultabb mddszerek alkalmazéasaval sikeriilt targyalni. Ez a meg-
allapitds a valdsziniiségszamitas tdjabb fejezetére, a sztochasztikus folyamatok
elméletére is érvényes, amit néhany példa megoldasaval mutatunk meg.

A kovetkez6kben mindvégig feltessziik, hogy a vizsgalatunk targyat
képezd A,, A, ..., A, események ekvivalensek, ;=P (A;A4,... 4) és 1,
valosziniiségi valtozd jeloli az n esemény koziil eléfordulok szamat.

1. A val6sziniiségszamitdsrol szolo kézikdnyvekben és tudomanyos érte-
kezésekben gyakori feladat, hogy egy bizonyos, a fentiekben érteimezett, 7,
valosziniiségi valtozd varhato értékének, szordsanak, vagy magasabbrendii
momentumainak meghatarozasarél van sz6. llyenkor sok esetben meghataroz- -
zdk m. valésziniiségeloszlasat €s ennek ismeretében terjedelmes szamitassal
nyerik a szoban forg6 mennyiségeket. Most arra a tényre szeretnénk ramutatni,
hogy a (3), (4) és (5) formuldk kozvetleniil alkalmazhatok ezen mennyiségek
kifejezésére és erre elegendd csupan a sz; valosziniiségeket ismerni, amelyek
sokszor konnyen meghatarozhatok. Az aldbbiakban néhdny példara megadjuk
" a st; valosziniiségek értékeit, amelyek ismeretében a fent adott éltalanos tar-
gyalas alkalmazhato.



AZ ALTALANOS VALOSZINUSEGI TETELROL - 473

a) Tekintsiink egy urnat, amelyben K fehér és N—K fekete goly6 van.
Egymdsutan visszatevés nélkiil kivesziink n golyot. Jeldlje A; esemény azt,
hogy az i-edik huizasra fehér goly6t kapunk. Ekkor az A,, A,,..., A, esemé-
nyek ekvivalensek és 7, jeloli a fehér golyok szamat a kihtizottak kozott.

Most
e Eg)) _ (f)
" (5

¢s (1’) alkalmazasaval
( n ) ( N—n )
)\ K—k)
k)
K
Ha tekintetbe vessziik, hogy az n egymasutdni huzds egyenértékii n golyo
egyszerre torténd kivételével, gy kozvetleniil azt kapjuk, hogy

e

Wi

.Pk':

Pi=

ami az el6z6vel megegyezik.
Most (3) és (4) szerint

nkK
E{ﬁn}:T

) _nK (. K\f, —n—1
b) Elhelyeziink N szdmu golyét n dobozban. Legyen minden egyes

elhelyezkedés egyenlben valoszind. Jeldlje A; esemény azt, hogy az i-edik
doboz tires. Ekkor A,, 4,, ..., A, ekvivalens események és

- \N

- ¢) Az eldzb kisérletnél jelolje A; azt az eseményt, hogy az i-edik doboz-
ban » golyé van. Ekkor A,, A,, ..., A, ekvivalens események és
— N 1
(Y (N—jv)! n¥
ha j = Nj», kiilsnben A;=0. -

€s

M

d) Elhelyeziink N szdmu golyét n dobozba a Bose-Einstein statisztika
feltevése szerint (az egyes golyok megkiilonboztethetetlenek, azaz két kiilon-
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boz6 dobozban levd golyd felcserélése nem ad uj elhelyezkedést). Minden
egyes elhelyezkedés egyenléen valoszinii. Jelolje A; esemény azt, hogy az
i-edik doboz iires. Ekkor A, A,,..., A, ekvivalens események és

(N+n—f—w

” N -

o (N+n—l)
N

e) Tekintsiik az eloz6 feladatot azzal a mddositassal, hogy A; esemény
azt jeldli, hogy az i-edik dobozban » goly6 van. Ekkor A,, A, ..., A, ekvi-
valens események és
(N+n—ﬂ%+0—1)

N—jv

(N 4+n—1 )

N

22a) A (0, ) intervallumon véalasszunk n—1 szamu egymastol fiiggetlen
egyenletes eloszldst mutatd pontot. Ez az n—1 pont a (0, ) intervallumot
(1 valosziniiséggel) n szakaszra osztja. Jelolje ezen szakaszok hosszat rendre
0,,0,,...,0, valésziniiségi valtozdé és A; esemény legyen az, hogy 0;>e
(i=1,2,...,n). Konnyen megmutathaté, hogy az A,, A,, ..., A, események
ekvivalensek és fennall

i . \n 1
_J¢ ;
ﬂj=%(1 t) ha Oéj(cét‘
.0 egyébként.

=

Ekkor annak a valdsziniisége, hogy pontosan k szakasz nagyobb e-ndl,
(2') szerint
]

- [

Ez az eredmény a valosziniiségszamitds mult szazadbeli irodalmatol
kezdve egészen napjainkig szamos helyen tjra és ujra el6fordul, de mindig
bonyolult szdmitasokkal, vagy geometriai megfontolasokkal igazoljk fennéllasat.

b) Tekintsiink most egy ¢ keriileti kort. Ezen .a koron valasszunk n
szamu fiiggetlen, egyenletes eloszlast mutaté pontot. Ez az n pont a kor
keriiletét n szakaszra osztja. Jelolje a szakaszok hosszat rendre 0,,0,,..., 0,
valosziniiségi valtozd és legyen A; esemény az, hogy &;>ea(i=1,2,...,n).
Ekkor az A,, A,,. .., A, események ekvivalensek €s a sr; és P, mennyiségek
szoszerint megegyeznek az elzd feladat eredményeivel.

3) C. LEVERT és W. L. SCHEEN [7] munkdjukban részecskeszamlalokkak
kapcsolatosan foglalkoznak a kovetkezd problémaval: Egy 4 eseménysiiriiségii
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- Poisson-folyamat (0, ) id6kozben el6forduld valamennyi eseménye elindit egy-
egy ¢ id6tartamt impulzust. Regisztralt eseményeknek nevezziik azokat, ame-
lyek olyankor fordulnak el6, midon nincs folyamatban impulzus. Meghatéaro-
zando a (0, f) id6kozben regisztralt események szdmdanak eloszldsa. LEVERT
és SCHEEN ezt a problémat tigy oldjdk meg, hogy a (0, ¢) intervallumot egy
korkeriilettel helyettesitik. Ezzel a problémat modositjak, mert a (0, f) intervallum
végén kezd6dd impulzusok esetleg befolyast gyakorolnak a kezdeti dllapotra és
igy lehetséges, hogy az elsdé esemény nem lesz regisztralt, pedig kiilonben az
lenne. Megjegyezziik, hogy a probléma eredeti alakjaban konnyen megoldhato
és altalanosithato tetszbleges eloszlasti impulzusokra is ([8] 535. o. és [9]
148 o.). Mindazonaltal a mddositott probléma matematikai szempontbdl érde-
kes. LEVERT és SCHEEN a mddositott problémat is terjedelmes és bonyolult
szamitassal oldjdk meg. Most megmutatjuk, hogy JORDAN KAROLY (1') tételé-
nek alkalmazadsaval a probléma egyszeriien megoldhato.

Annak a valosziniisége, hogy a Poisson-folyamatban (0,#) idékozben
pontosan n esemény fordul eld

.on!

Ha tudjuk, hogy a (0, {) intervallumban pontosan n szamu esemény fordult
el6, akkor ezen feltétel mellett az n esemény eloforduldsi pontjai ugy tekint-
hetdk, mint n szamu fiiggetlen, egyenletes eloszlast pont elhelyezkedése, ezen
az intervallumon, illetve a korkeriileten. Ez az n pont a korkeriiletet n sza-
kaszra osztja. Legyenek ezek hosszai rendre 9, d,,...,d,. Az n esemény
koziil pontosan k lesz regisztralva akkor, ha a d,, d,, ..., 9, tdvolsagok koziil £
szamu nagyobb, mint ¢. Ezen ut6bbi esemény valosziniisége pedig 2.b) szerint

4 AP
()8 e

Jelolje P (t,k) annak a valosziniiségét, hogy a (0, f) id6kozben regisz-
tralt események szdma pontosan k. Ha tekintetbe vessziik, hogy tobb egymast
kizar6 médon nyerhetiink & regisztralt eseményt, mégpedig ugy, hogy (O, ?)
idokozben a Poisson-folyamatban n—k&, k41, k-2, ... esemény fordul elo,.
akkor a teljes valdsziniiségek tétele szerint

o= S (1) Sowefi -t

n=Fk .I
adodik. Ha az n szerinti Osszegezést végrehajtjuk, 1igy azt kapjuk, hogy.
¢l
4 N ey [ e
N k[ ) e (Aty ( _jAcc)
Plbky=2 (=1Y (k) A U)o
ami megegyezik C. LEVERT és W. L. SCHEEN [7] eredményével.
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Most meghatdrozzuk™ a {P(t,k)} valosziniiségeloszlds B,(f) binomialis
momentumaif. Ha tudjuk, hogy (0,f) interyallumban pontosan n esemény
fordult eld, akkor ezen feltétel mellett a regisztralt események szdma eloszla-

sanak s-edik binomialis momentuma (2") szerint (Z):Ts, ahol most 2.b) sze-

;. n-1
- rint ns:(l—ST“) ha 0 = se = {. Mivel a (0, {) intervallumban el6éfordulo

események szdma valdsziniiségi valtozé ({e-*(At)" n!} eloszlassal), ezért a
(0, #) intervallumban regisztralt események szama eloszldsanak s-edik bino-
midlis momentumat a feltételes varhato érték definicidja alapjan a kovetkezd
kifejezés szolgéltatja:
B = S e )1 s ?.‘f‘:(?il(l_s_«) "
) n! S t

ha 0 = se = ¢, kiilonben B;(f) =0

LEVERT és SCHEEN is meghataroztik a B, (f) binomidlis momentumokat, de
P (t, k) ismeretében torténd szamitassal. Az itteni szamitds ezzel szemben
kozvetlen, amely nem tamaszkodik P (7, k) ismeretére. Ez egy uj lehetOséget
is ad P({, k) kiszamitidsara. A bevezetésben ugyanis emlitettiik, hogy JORDAN
KAROLY észrevette, hogy az (1) Osszefiiggés dltaldnosan érvényes egész érté-
keket felvev®é valdsziniiségi valtozdk eloszlasa és binomidlis momentumai
kozott. Igy tehat eszerint fennall

P(t, k) — !ﬁ“(—w (1) B,

ami megegyezik a korabbi eredmennyel.
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