
AZ ENTRÓPIA FOGALMÁRÓL 

B A L A T O N I J Á N O S és R É N Y I A L F R É D 

Bevezetés 

Az entrópia fogalma száz évvel ezelőt t a termodinamikában a lakul t 
ki és R. CLATTSIUS nevéhez fűződik [1]. Ugyancsak CbAUSiíJS-tól származik 
a termodinamika második főtétele, amely szerint egy zárt rendszer entrópiája 
állandóan növekszik. Az ent rópia fogalmát és a második fő té te l t egyaránt 
ú j megvilágításba helyezte L. BOLTZMANN [2], aki egyrészt k imuta t ta , 
hogy az entrópia az állapot valószínűségének logaritmusával arányos, és 
ennek alapján bebizonyította, hogy egy zár t rendszer en t róp iá ja nem bizo-
nyosan, hanem csak igen n a g y valószínűséggel növekszik, feltéve, hogy a 
rendszer kicsiny valószínűségű állapotban tartózkodik. BOLTZMANN másik 
nagy érdeme az általa / / - függvénynek nevezet t fogalom bevezetése. BOLTZ-
MANN eredményei a termodinamikai entrópia-fogalmat lényegében teljesen 
t isztázták. BOLTZMANN zseniális gondolatait azonban az ő korában kevesen 
ér te t ték meg, és elmélete körül hosszú ideig folyt a vita ; a felmerült ellen-
vetésekről, amelyek közül a legismertebb az úgynevezett LosCHMiDT-féle 
„Umkehre inwand" (irreverzibilitási ellenvetés; erről az a lábbiakban lesz még 
szó), kiderült, hogy félreértésen alapulnak. A kérdés t isztázásához nagyban 
hozzájárul tak P . és T. EHRENFEST munkái [3]. Az 1. §-ban röviden kitérünk 
a kérdésnek a valószínűségszámítás a lap ján való megvilágítására. Je len 
dolgozat főcélja azonban nem a stat isztikus mechanika entrópia-fogalmának 
tisztázása — ezt lényegében BOLTZMANN elvégezte — hanem a valószínűség-
számítási entrópia-fogalom t isztázása. Ez a kérdés a legutóbbi években az 
információelmélettel kapcsolatban került az érdeklődés homlokterébe. 

Az információelméletbe az entrópia foga lmát elsőnek C. SHANNON [4], 
[5] vezette be és muta t t a ki a n n a k alapvető jelentőségét az információ továb-
bí tásának matemat ika i tárgyalásával kapcsolatban. 

A BOLTZMANN-féle / / - függvény és az információelméleti entrópia egy 
ál talánosabb fogalom, a valószínűségszámítási entrópia-fogalom speciális 
alkalmazásai. Dolgozatunkban az általános valószínűségszámítási entrópia-
fogalommal foglalkozunk. A s ta t iszt ikus mechanika entrópia-fogalma, a 
BOLTZMANN-féle / / - függvény és a valószínűségszámítási entrópia-fogalom 
összefüggésével az 1. §-ban foglalkozunk. 

SHANNON meggondolásai ma tema t ika i szempontból nem vol tak teljesen 
kidolgozottak. A kérdés első, matemat ika i l ag teljesen szabatos tárgyalását 
A. J . HINCSIN ad ta meg [6], a diszkrét valószínűség-eloszlásokra vonat-
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kozólag. Tetszőleges valószínűség-eloszlások entrópiá jával HINCSIN n e m 
foglalkozik, bár SHANNON vizsgálataiban és általában az információelmélet-
ben folytonos eloszlások ent rópiá ja szerepet játszik, és ezzel kapcsolatban a 
kérdés tüzetes matemat ika i t isztázásának hiánya még szembetűnőbb, m i n t 
a diszkrét valószínűség-eloszlások esetében. 

Jelen dolgozat szerzői azt a célt t űz t ék ki maguk elé, hogy HINCSIN 
dolgozatából kiindulva az ő általa megadot t tárgyalásmódot kiterjesszék 
tetszőleges valószínűség-eloszlásokra. A vizsgálatok során kitűnt, hogy ehhez 
a valószínűségszámítási entrópia-fogalom lényeges továbbfejlesztésére van 
szükség. Mielőtt a k a p o t t eredményeket röviden összefoglalnánk, n é h á n y 
szóval meg kívánjuk vi lágí tani a valószínűségszámítási entrópia-fogalom 
jelentését. E g y tetszőleges valószínűség-eloszlás úgy fogha tó fel, hogy megadja , 
hogy valamely, a véletlentől függő szituáció (kísérlet, megfigyelés, stb.) 
lehetséges kimenetelei (a lehetséges események) között a bizonyosság egységnyi 
valószínűsége hogyan oszlik meg. Minden valószínűségeloszlás felfogható 
mint egy mér ték a lehetséges események terében. Mi i t t csak olyan valószínű-
ség-eloszlásokkal foglalkozunk, amelyeknél a bekövetkezendő esemény egy 
vagy több valós számmal, t ehá t az га-dimenziós euklidesi tér egy p o n t j á v a l 
jellemezhető. Másszóval, kizárólag valószínűségi vá l tozók vagy á l t a l ában 
vektor-változók valószínűség-eloszlásával, vagyis véges-dimenziós euklidesi 
terekben megadott valószínűség-eloszlásokkal foglalkozunk. A vizsgálatok 
kiterjesztése tetszőleges elemekből álló eseményterek valószínűségeloszlásaira 
elég kézenfekvő ; erre a kérdésre egy további dolgozatban kívánunk vissza-
térni. 

Vizsgáljuk először egy £ valószínűségi változó eloszlását. Ha ez az elosz-
lás nem elfajul t , vagyis £ nem egyenlő bizonyosan (1 valószínűséggel) egy 
с állandóval, akkor £ ér tékére vonatkozólag bizonyos bizonytalanság áll fenn. 
A kérdés, amelyre a valószínűségszámítási entrópia-fogalom választ ad, a 
következő : hogyan lehet a £ értékére vonatkozó bizonytalanságot egy olyan 
mérőszámmal jellemezni, amely csak £ valószínűség-eloszlásától függ , oly-
módon, hogy bármely ké t valószínűségi változó (illetve bármely két valószí-
nűség-eloszlás) bizonytalanságát össze tud juk hasonl í tani és meg t u d j u k 
mondani, hogy melyikre vonatkozólag nagyobb a bizonytalanság. E g y való-
színűség-eloszlás en t rópiá ján az illető eloszlással bíró valószínűségi változó 
véletlentől függő értékére vonatkozó bizonytalanság mér tékét ér t jük, vagyis 
röviden : a valószínűségszámításban az entrópia a bizonytalanság mértékszáma. 

Ha £ véges diszkrét eloszlású, mégpedig ér tékeket 
(Xi ф Xj, ha i ф j) rendre pv p2, .. ., pn valószínűséggel veszi fel (vagyis 

n 
P (£ = xk) = pk, к = 1 ,2, . . . , n, és így pk 0 és "V pk = 1), akkor, mint 

k^l 
HINCSIN kimuta t ta , bizonyos egyszerű és természetes követelményekből 
kiindulva a £ változó értékére vonatkozó „bizonytalanság" mértékének, 
amelyet H0(£)-vel jelölünk és £ entrópiájának nevezünk, a következőnek 
kell lennie : 

H 0 ( f ) = - * 2 > i o g 3 ) f c , 
fc= 1 

ahol Я pozit ív szám, amelynek megválasztása önkényes , konvenció kérdése. 
Я megválasztása tu la jdonképpen az entrópia egységének megválasztásával 
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ekvivalens, ami ugyanabban a mértékben konvenció kérdése, mint egy f i z ika i 
mennyiség mértékegységének megválasztása. Az információelméletben A-nak 
az 1/log 2 é r téké t szokták adni , ami azt je lent i , hogy egy diszkrét valószínű-
ségeloszlás en t róp i á j á t a 

<1) H 0 ( f ) = - j?pk log 2 p f c 
k=l 

SHANNON-féle képle t te l def in iá l ják , ahol log2 a 2 alapú logari tmust jelöli. 
Ez azt jelenti, hogy az entrópia (bizonytalanság) egységéül az egyszerű a l t e r -
na t í vában rejlő bizonytalanságot 1) választ ják, t ehá t annak a f valószínűségi 
vál tozónak tu la jdon í tanak egységnyi ent rópiá t , amely az a és & értéket (a =f= b) 
1/2 valószínűséggel veszi fel. 

Ilyen módon például egy pénzdarab feldobásának (a ,,fej vagy í r á s " 
kísérletnek) vagy egy a (0,1) in te rva l lumban ta lá lomra (egyenletes eloszlással) 
vá lasz to t t szám d iad ikus kifej tése meghatá rozot t sorszámú jegyének az en t ró -
p i á j a 1-gyel egyenlő. 

Az (l)-gyel definiál t en t róp ia a bizonytalansági mértékszámtól meg-
k ívánha tó összes tu la jdonságokka l rendelkezik. 

Ezek a tu la jdonságok a következők : 
1. Ha P(f = c) = 1 , vagy i s ha { 1 valószínűséggel állandó, a k k o r 

H 0 ( f ) = 0, minden más esetben H 0 ( f ) > 0 ; ha f és y egyforma eloszlású 
valószínűségi vál tozók, H 0(f) = H0(í?), vagyis H 0 ( f ) csak fe loszlásától f ü g g . 

2.1. Ha y — / ( f ) , ahol f(x) e^yrétű függvény , vagyis h a x =f= x', a k k o r 
f(x) ф f(x'), akkor H0(r/) = H 0 ( f ), vagyis f é r téke i közömbösek az en t rópia 
szempontjából , csak az számít, hogy a különböző ér tékeknek mekkora a 
valószínűsége. 

2.2. Ha y = / ( f ) , ahol f(x) egy tetszőleges függvény, akkor H0(>?) ^ 
^ H 0 ( f ) , mégpedig, lia legalább ké t érték, pl . xk és xt o lyan, hogy xk=f= xh 
pk > 0 és p, > 0, t o v á b b á f(xk) = f(x{), a k k o r H0(??) < H 0 ( f ) 2 ) . 

3.1. Legyen f és y k é t diszkrét, véges valószínűségi változó, 
P(£= xj) = pj ( j = 1, 2, ..., m) és P(rj = yk) = qk (le = 1, 2, ...,n), és az 
y — yk feltétel me l le t t f feltételes valószínűség-eloszlásának en t róp iá ja legyen 

(2) H0 (f|y = yk) = - 2 Vj\k b g 2 P]\k : 
1=1 

ahol pjlk = P(f = XjIy — yk), és jelölje H 0 ( f , y) a f és y vá l tozók együt tes 
eloszlásának, vagyis az 

rj.k = P(S = Xj, rj = yk) {? = 1 , 2 , . . . , то; к = 1 , 2 , . . . , n ) 

4 Az entrópia (bizonytalanság) egységét az angol nyelvű szakirodalomban „b i t " -
nek nevezik, ami a „binary digit" (diadikus számjegy) rövidítése. 

2) Ez abból következik, hogy ha x > 0, у > 0 és x + у < 1, akkor 

1 1 1 

X log - + у log — ^ (x + y) log -x y — x + y 
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valószínűség-eloszlásnak (másszóval a £ — (f , rj) síkbeli valószínűségi v e k t o r -
változó eloszlásának) az entrópiájá t , vagyis legyen 

m n 
(3) H 0 a, f j ) = - 2 2 rJ.x rJ.* • 

7=1 k = 1 

Legyen továbbá x — H0(f|í?) az a valószínűségi változó, ame ly a 
HOTFTO - yk) ér téket qk valószínűséggel veszi fel (k = 1, 2 , . . . , n), és legyen 
H0(£|i?) a x valószínűségi vál tozó várható értéke, v a g y i s legyen 

(4) J î * H 0 ( f l 4 = ifr), 
fc=l 

akkor 

( 5 ) H 0 ( F , - I I ) = H 0 ( 4 ) + H Ä . 

Speciálisan, ha £ és y függetlenek, akkor 

H 0 (í | n = yk) = H 0 (£), (k = 1,2, ...,n) és így H 0 ( f | 4 ) = H 0 (I). 

vagyis ez esetben 

(6) H 0 ( í , i f ) = H 0 ( f ) + H 0 ( 4 ) . 

Ebből következik, hogy ha § ъ £2, • • •, í n független valószínűségi vál tozók és 
Hofln l2 , • • • ín) jelöli а (£1; £2, . . . , £„) valószínűségi változók együt tes 
eloszlásának entrópiáját , a k k o r 

n 
( ? ) H 0 ( | L J | 2 , . . . , | „ ) = 

i = i 

vagyis független valószínűségi változók együttes eloszlásának entrópiája egyenlő 
az egyes változók entrópiáinak összegével. 

3.2. Legyenek |2> • • • . í n tetszőleges véges d i s z k r é t eloszlású való-
színűségi vál tozók,-amelyek azzal a tulajdonsággal b í r n a k , hogy értékkész-
leteik idegenek, vagyis 

P(í, = z) Р ( £ , - ж ) = 0 , 

ha i=j= j, bármely ж-re (г, j — 1, 2, . . . , та), vagyis b á r m e l y ж számot a 
változók közül legfeljebb az egyik vehet fel pozitív valószínűséggel . Képezzük 
ezen eloszlások keverékét a qv q2, ..., qn súlyokkal, v a g y i s az rj valószínűségi 
változó legyen qk valószínűséggel egyenlő l^-val (k = 1, 2, . . . , та) ; akkor 

(8) H 0 ( y ) = 2 Î * H O ( Í Á ) - 2 1« Чк , 
i = l i = l 

vagyis a keverékeloszlás entrópiája egyenlő a keverék komponensei entrópiájának 
a keverő eloszlással súlyozott középértékének és a keverő eloszlás entrópiájának 
összegével, feltéve, hogy a kevert eloszlások idegenek a fenti értelemben (vagyis 
ha nincs olyan x szám, amelyet a változók közül e g y n é l t öbb venne fel 
pozitív valószínűséggel). 
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Megjegyzendő, hogy a 3.2. tulajdonság a 3.1. tulajdonságból követ-
kezik. Ugyanis, ha С = 1c, feltéve, hogy rj = Çk (к = 1, 2, . . . , n), akkor 
tj ês С együttes eloszlása azonos p eloszlásával, és így (6) szerint 

<9) Н0(ч) = H0fo, о = H0(£) + Ь Щ ; 
továbbá 

n 
(10) H M ) = 2 Î* Ho(ffc) 

és 
n 

< 1 1 ) н 0 ( £ ) = - 2 Чь l o § 2 ü k • 
4 = 1 

A (9), (10) és (11) összefüggésekből következik (8). 
4. H0(£) folytonosan függ é eloszlásától, vagyis bármely pozit ív e-hoz 

és bármely rögzített N természetes számhoz megadható olyan ő > 0 szám, 
hogy ha 

P ( i = x k ) = p k , к — 1,2, . . . , N ; (xi ф xk, ha i ф k) 
és 

P(v =Ук) = Чк, к = 1,2, . . . , N ; (Hi ф yk, ha гфк) 
továbbá 

— q k \ < , à , к = 1 , 2 , . . . , M , 

akkor 
i H 0 ( f ) — Н0(Ч)| ^ e-

5. H a £ lehetséges értékeinek száma, n, ado t t , akkor £ entrópiája 
akkor maximális, ha £ az n különböző érték mindegyikét ugyanazzal a való-
színűséggel (tehát 1 jn valószínűséggel) veszi fel, vagyis ha £ lehetséges értékei 
xv x2, ..., xn, akkor 

<12) H 0 ( £ ) ^ l o g 2 n . 

HIN CSÍN bebizonyította, hogy a 2.1., 3.1., 4. és 5. tulajdonságok az 
ent rópiá t egy pozitív konstans faktor tó l eltekintve meghatározzák. A 
3. §-ban meg fogjuk mutatni , hogy az 1., 2.1., 3.2. és 4. tulajdonságok is 
meghatározzák az entrópiát egy kons tans faktortól eltekintve. 

H a £ végtelen diszkrét eloszlású, vagyis P(£ = xk) = pk (k = 1, 2, . . . ) , 
def iniá lhat juk £ entrópiá já t a 

CQ 

(13) H0(£) = — J£pk\og2pk 
4 = 1 

képlettel, ha a (13) jobboldalán álló sor konvergens; ebben az esetben azon-
ban lehetséges, hogy a (13) jobboldalán álló sor divergens lesz ; legyen 
ekkor definíciószerűen H0(£) = -f oo, vagyis ilyenkor azt mondjuk, hogy £ 
entrópiája végtelen nagy.3 ) 

Megemlítjük még az entrópia következő fontos tulajdonságait, amelyek 
elvezetnek az entrópia-fogalom információelméleti jelentőségének megértésé-
hez. 

% 
3) E dolgozatban n e m foglalkozunk végtelen nagy entrópiájú valószínűségelosz-

lásokkal. 



14 BALATONI JÁNOS—KÉNYI A L F R É D 

6.1. На I és г] tetszőleges diszkrét eloszlású valószínűségi változók,. 
akkor 
(14) H 0 ( f , * ? ) ^ H 0 ( f ) + 

egyenlőség csak akkor áll fenn, h a f és »? függet lenek. 
Ez a tu la jdonság a következő ekvivalens alakra is hozható : 
6.2. Ha f és rj tetszőleges diszkrét eloszlású valószínűségi változók 

( 15) á H 0 ( f ) . 

A 

(16) A ( f , V) = H0(É) + HM - H 0 ( f , rj) = H 0 ( f ) -

mennyiség információelméleti jelentősége a következő : Ha a f valószínűségi 
változó a leadot t jel, és rj a fe lve t t jel (amely n e m azonos f -ve l zavaró körül-
mények, pl. za j folytán), akkor A ( f , rj) = H 0 ( f )—H„(f í»? ) megadja , hogy 
mennyivel csökken a f értékére vonatkozó bizonytalanság á t l agban azáltal, 
hogy rj értékét megfigyeljük ; A ( f , íj) tehát a f - r e vonatkozólag rj-hói nye r t 
információ mennyiségeként értelmezhető. A (15) egyenlőtlenség tehát úgy 
értelmezhető, hogy rj megfigyelése mindig n y ú j t valami információt f - r e 
nézve, a f é r tékére vonatkozó bizonytalanság r] megfigyelésével á t lagban 
csak csökkenhet. H a r] = /(f) , ahol f(x) ф f(x'), ha x =f= x', vagyis, ha külön-
böző leadott jeleknek különböző felvet t jelek felelnek meg ( tehá t rj értékéből 
f értékére egyértelműen lehet következtetni) , akkor H0(fj»?) = 0, hiszen 
a d o t t »? mellett f 1 valószínűséggel állandó, t e h á t Д (f, rj) — H 0 ( f ) , vagyis 
r] megfigyelése teljes információt nyú j t f - r e nézve. A másik véglet, amikor 
f és »? függetlenek ; ez esetben H 0(£ij= Ук) = H 0 ( f ) , t e h á t H 0 ( f \ r j ) = H 0 ( f ) és 
így A(f> V) = 0 ; ez esetben t e h á t rj megfigyelése f-re vonatkozólag semmi 
információt n e m ad ; ez szemléletesen is evidens, hiszen a függetlenség éppen 
az t jelenti, hogy semmilyen kapcsolat f és rj értékei közöt t nem áll f e n n . 
Érdekes megjegyezni, hogy A ( f , rj) = Д(»?, f ) , t ehá t rj ugyananny i informá-
ciót nyúj t f - r e nézve, mint f »?-ra nézve. 

7. Ha f x , f 2 , . . . , f n tetszőleges, diszkrét eloszlású valószínűségi vál tó-
ul 

zók, és qv q2, . . ., qn tetszőleges pozitív súlyok, qk = 1, t o v á b b á f eloszlása 
k= 1 

a f fc változók eloszlásainak qk súlyokkal ve t t keveréke, akkor 

(17) H 0 ( f ) ^ qu H0(ffc) - J " qk log2 qk 
4 = 1 4 = 1 

és egyenlőség csak akkor áll f enn , ha a £k vál tozók tényleges értékkészletei 
idegenek. 

(17) úgy l á tha tó be legegyszerűbben, hogy először a £k változók é r t ék-
készletét úgy módosí t juk, hogy azok idegenek legyenek ; ez esetben (17)-ben 
egyenlőség áll f enn ; ezután visszatérünk az eredet i £k vál tozókra ; eközben 
(17) jobboldala változatlan, baloldala azonban a 2.2. tu la jdonság értelmében 
csökken. 

8. Legyenek egy kísérlet lehetséges kimenetelei az Ax, A2, • • •, An 

események és legyen Ak valószínűsége pk (k = 1 , 2 , . . . , n). H a egyszer végre-
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ha j t j uk a kísérletet és annak eredménye az Ak esemény, az eredmény való-
színűségének reciprok értékének 2 a l apú logaritmusa, — log2 pk valószínűségi 

n 
változónak tekinthető. Ennek várható értéke, — Y ^ l o g g pk, éppen a kísérlet 

k = 1 
entrópiája. Az entrópia ilyen értelmezésének jelentőségét az alábbi meggon-
dolás m u t a t j a meg : Ismétel jük meg a kísérletet egymásután A-szer és jelölje 
Nk azoknak a kísérleteknek a számát, amelyeknél az Ak esemény következet t 
be. Egy ilyen kísérletsoroztnak az eredmények sorrendjét is figyelembevéve 
a valószínűsége nyilván P = p^1 • ..., p^*. Mivel az Ax, A 2 , . . . Nn 
számok valószínűségi változók, maga P is annak tekinthető. Számítsuk ki 
log2 P várha tó értékét : 

ïog^P = У Nk log g pk = N pk log2 pk = - NH0, 

ahol H0 jelenti a kísérlet entrópiáját . Mivel az Nk változók között negatív 
korreláció áll fenn, ha D2(£) jelenti a £ valószínűségi változó szorzásnégyzetót, 

D2( log2P) < V D*(N k ) log2 pk = N У Pk(l - Pu) log \p k . 
k=1 

Ennélfogva log2 P a — A i / 0 középérték körül á l ta lában f A nagyságrendű 
ingadozásokat végez, vagyis (log2P)/A általában igen közel lesz — II0-hoz, 
vagyis nagy valószínűséggel 

P ~ o - N H o . 

A Csebisev-egyenlőtlenség alkalmazásával könnyen belátható, hogy 
körülbelül 2NH°, egyenként közelítőleg 2NH- valószínűségű lehetséges ered-
ménysorozat лап, a többi nN — 2NH» lehetséges eredménysorozat együ t tvéve 
is kicsiny valószínűségű. Rö\üden úgy lehetne jellemezni a helyzetet, hogy a 
kísérletet A-szer megismételve, ha N n a g y szám, a helyzet közelítőleg olyan 
lesz, mintha minden egyes kísérletnek 2H° számú lehetséges, egyforma való-
színűségű kimenetele volna, \agyis a szóbanforgó kísérlet eredménye körül-
belül ugyanannyira bizonytalan, mint egy olyan kísérlet eredménye, amelynek 
2H° számú egyformán л-alószínű eredménye lehetséges. 

Megjegyzendő, hogy ha ahelyett , hogy — log2 P \-árható ér tékét 
vesszük, t ek in t jük P vá rha tó értékének reciprokának logaritmusát, II 0 = 

n n 
= — JV pk log2 pk helyet t a = — log2 p% kifejezésre jutunk. Abban 

k - 1 k = l 

az esetben, ha pk = \\n (le = 1 ,2 , . . . , n), g0=H0, egyébként (a loga-
r i tmusfüggvény konkávi tása folytán) g0 < //„. o0 is tekinthető a bizony-
talanság mértékének, ez azonban kevésbé érzékeny, m i n t H0, és ezért nem 
olyan alkalmas a bizonytalanság mérésére, mint II0. 

На £ abszolút folytonos eloszlású л-alószínűségi \ -áltozó és £ sűrűség-
függvénye f(x), akkor SHANNON £ en t róp iá já t a 

+ 00 

(18) f(x)\og2f(x)dx 
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kifejezéssel de f in i á l j a . A (18) kifejezés b izonyos hasonlóságot muta t az (1) 
kifejezéssel, a z o n b a n attól sok szempontból különbözik. í g y például a (18) 
definíció szerint a (0, a) in te rva l lumban egyenletes valószínűség-eloszlás 
ent rópiá ja log 2 a , t e h á t egy fo ly tonos eloszlás ent rópiá ja negatív ér tékeket is 
felvehet, hiszen h a ü < a < 1, akkor log2 a < 0. Ebből a megjegyzésből is 
lá tszik, hogy a d iszkrét és fo ly tonos eloszlás en t róp iá i nem tek in the tők ugyan-
azon fa j ta mennyiségeknek és nem hasonl í tha tók egyszerűen számértékük 
a l ap ján össze,hiszen lehetetlen, hogy a (0, a) in te rva l lumban egyenletes elosz-
lás bizonytalanságának mértéke, ha a < 1, k i sebb legyen, m i n t egy kons tans 
en t rópiá ja . Már ebből a megjegyzésből se j ten i lehet, hogy egy abszolút foly-
tonos eloszlás en t róp iá ja magasabb ,,dimenziójzí", mint egy diszkrét eloszlás 
entrópiá ja : b á r m e l y abszolút folytonos eloszlás entrópiája , tekintet né lkü l 
a (18) képlet á l t a l megadott számértékre, „ n a g y o b b " , mint bármely diszkrét 
eloszlás en t róp iá j a , tekintet nélkül utóbbi számértékére.4 ' Er re való t ek in -
t e t t e l a (18) kifejezés által def in iá l t en t róp i á t egydimenziójú ent rópiának 
nevezzük — szemben a diszkrét eloszlások ent rópiá jával , amelye t 0-dimenziójú 
entrópiának nevezünk, és a £ abszolút fo ly tonos eloszlású valószínűségű 
változó (18) á l t a l definiált en t róp i á j á t H 1 ( f ) -ve l jelöljük ; vagyis lia £ sűrű-
ségfüggvénye f(x), 

Ezen összehasonlításra v a l ó t e k i n t e t t e l jelöltük kezdet től fogva a diszk-
r é t eloszlású valószínűségi vál tozók e n t r ó p i á j á t H0-lal. 

A tüze tesebb vizsgálat k imuta t t a , hogy a 0 dimenziójú és 1 dimenziójú 
entrópián k ívül még végtelen sok másfa j ta ent rópia is v a n . Bármely £ való-
színűségi vál tozóhoz, amelynek van en t róp iá ja , tartozik egy meghatározot t 
d szám (0 d í j 1), amelyet £ eloszlása dimenziójának nevezünk, t o v á b b á 
tartozik egy Hd(£) számérték (ha d = 0, 0 ^ H0(£) ^ + ha 0 < d á 1, 
a k k o r — o o s; H d (£) ^ + amelyet d-dimenziójú en t róp iának nevezünk. 
H a £ eloszlása d-dimenziójú és 0 sí с < d, akkor Hc(£) = + oo ha pedig 
cL < с 1, a k k o r H,(£) = — Minden 0 és 1 közé eső d számhoz t a r t o z n a k 
olyan valószínűségi vál tozók, amelyek eloszlása pontosan d dimenziójú, 
rögzített d é r t é k mellett a H,/(£) dimenziójú entrópia számértéke m é g — co-től 
- f oo-ig vá l toz ik ; ha 0 g; < d2 < 1 és £ és rj két o lyan valószínűségi 
változó, hogy £ eloszlása d1 dimenziójú, rj eloszlása ped ig d2 dimenziójú, 
akkor £ e n t r ó p i á j a — számértékre való t e k i n t e t nélkül —- kisebbnek t ek in -
tendő, min t rj entrópiája , t e k i n t e t nélkül u tóbb i számértékére. 

Ha £ e g y diszkrét eloszlású, g pedig abszolút fo ly tonos eloszlású való-
színűségi vá l tozó , és £ eloszlása £ és »? eloszlásának b és с = 1 — b sú lyokkal 
való keverésével származta tha tó , akkor С eloszlása c-dimenziójú. 

4) Ezt megvilágítja például a következő megjegyzés is : a (0,1) intervallum egy 
X pontjának meghatározásához végtelen sok diadikus jegy megadása szükséges ; ha 
ezek mindegyike 1/2 valószínűséggel a 0 és 1/2 valószínűséggel az 1 értéket veszi fel, 
egymástól függetlenül, akkor, m i n t jól ismeretes, maga az x szám egyenletes eloszlású 
lesz a (0, 1) intervallumban. Az egyes jegyek entrópiájának össze kell adódnia, t ehá t 
egy a (0,l)-ben egyenletes eloszlású f valószínűségi változóra H0(£) = 1 + 1 + • • • + 
_p 1 + . . . = + oo. Ezzel szemben H ű l ) = 0. 

+ 00 

(19) 
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I lyenmódon tehát a különböző valószínűség-eloszlások entrópiái á b r á -
zolására nem elegendő egyetlen számskála, hanem k o n t i n u u m számosságú 
különböző számskálákra van szükség. 

A 2. §-ban azzal foglalkozunk, hogyan lehet megállapítani, hogy egy 
valószínűségeloszlásnak mi a dimenziója, s h a ez d, akkor (/-dimenziójú en t ró -
p iá jának mi az értéke. 

A 3. §-ban azzal foglalkozunk, hogy k i m u t a t j u k , hogyan lehet a dimenzió 
és az entrópia bizonyos plauzibilis tu la jdonságainak posztulálásával az en t ró -
pia kifejezését levezetni, vagyis az entrópia á l ta lános definícióját ugyanolyan 
módon megalapozni, ahogyan ezt HINCSIN a O-dimenziójú entrópiára vona t -
kozólag megtette.5* 

A z e n t r ó p i a f o g a l o m m a l a z e l m ú l t é v e k b e n SZILÁRD L . [ 7 ] , GÁBOR D . [ 8 ] 
és D. BRILLOUIN [9] —- [12] más vonatkozásban is foglalkoztak : a f iz ikai 
kísérlet bizonytalanságának és a megfigyelt rendszer ent rópiá jának össze-
függését vizsgálták ; új szempontokból vizsgál ták a kérdés t J . VILLE [13] 
és A. BLANC-LAPIERRE [14] is ; túl messze vezetne, h a mindezekre a 
kérdésekre i t t részletesen ki térnénk. 

1. §. A statisztikus mechanikai entrópia, a Boltzmann-féle //-függvény és 
a valószínüségszámítás entrópia-fogalma közötti összefüggés6 * 

E § célja a n n a k t isztázása, hogy a valószínűségszámítási entrópia-
fogalom hogyan f ü g g össze a statisztikus mechanika entrópia-fogalmával . 
A kérdést az egyszerűség kedvéér t az ideális gáz példáján igyekszünk meg-
világítani. Ha N számú, egyenként m tömegű atomból álló egyatomos gáz 
hőmérséklete T, és a gáz egy V köbtar ta lmú edénybe van bezárva, akkor 
— ha a gázt elegendő ideig m a g á r a hagyjuk —- az atomok ütközése következ-
tében egy olyan á l lapot fog kialakulni , amelyben az atomok eloszlása az edény-
ben közel egyenletes lesz, és az atomok sebessége közelítőleg a Maxwell-
eloszlást követi, vagyis az a tomok sebességének komponensei egymástól 
függetlenek és külön-külön közelítőleg normális eloszlásúak, 0 várható ér ték-
kel és ff = j I k T j m szórással, ahol к a BOLTZMANN-féle ál landó. A gáz egy 
.találomra „k ivá lasz to t t " a t o m j á n a k helye t e h á t az egész edényben egyen-
letes eloszlású, 3-dimenziós valószínűségi vektorvál tozónak, az atom sebes-
ségének komponensei egymástól és az atom helyétől független normális elosz-
lású valószínűségi változóknak tekinthetők. 

A 3. §-ban meg- fogjuk muta tn i , hogy érvényes a következő két té te l 
(lásd : a (101) és (105) egyenleteket) : 

AJ На а С те-dimenziós valószínűségi vektorvál tozó sűrűségfüggvénye 
f{x), ahol X = (xx, x2, ..., xn), akkor я-dimenziós entrópiája 

5) Jelen dolgozat nyomdába adása után jelent m e g D . K . F A G G Y E J E V egy dol-
gozata [ Д . К . Ф А Д Д Е Е В : „ К ПОНЯТИИ энтропии конечной вероятностной схемы." 
Успехи Математических Наук 1 1 ( 1 9 5 6 ) 2 2 7 — 2 3 1 ] , me lyben a O-dimenziójú entrópiá-
n a k néhány egyszerű tulajdonságával való jellemzését ad j a , valamivel kevesebb felte-
véssel min t A . J . H I N C S I N . 

e) E §-ban m i n d e n ü t t természetes logaritmust használunk 2 a l a p ú logaritmus 
helyet t , mert a s ta t i sz t ikus mechanikában ez a szokásos. 

2 A Matematikai Kutató Intézet Közleményei I . / l—2. 
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(20) H „ ( Í ) = - I f(x) log i(x) dx 

ahol dx = dx1 dx2 ... dxn és az integrál az egész m-dimenziós térre ter jesz-
tendő ki. Speciálisan, ha С eloszlása egyenletes а F köb ta r t a lmú n-dimenziós 
t a r tományban , (20)-ból következik, hogy 

(21) H„(í) = log F . 

В) H a £ l t £2, . . . , £ „ független, abszolút folytonos eloszlású vál tozók, 
együttes eloszlásuk n-dimenziós entrópiája egyenlő az egyes változók 1-dimen-
ziós entrópiáinak összegével. 

Az A) és B) tételeken kívül szükségünk lesz t o v á b b á a normális elosz-
lás en t rópiá jának kifejezésére. Ha £ normális eloszlású, m várható értékkel 

1 ^A-AAH 
és a szórással, akkor sűrűségfüggvénye - = - e 2 a ' , tehát 

У 2 л <7 

(22) H p(£) = Г — i — e - ( log f 2 Й + - dx = log a У2лё. 
J У2л<т \ 2a2) 

00 » 

—» 

Ennélfogva, ha £1( £2, £3 jelölik egy a t o m sebességének koordinátái t és £ 

a helyzetét jellemző vek to r t , akkor az atomok, illetve az azt jellemző a = 

- (£j, £2, £3, £) 6-dimenziós valószínűségi vektorváltozónak az ent rópiá ja , 
(21) és (22), valamint B ) szerint : 

( 2 3 ) H 6 ( A ) = H ^ ) + H X ( £ 2 ) + Н ^ 3 ) + H , ( £ ) = 3 l o g ( а ^ Щ + l o g F . 

Figyelembe véve, hogy er = , következik, hogy 

3 3 2 i r e к 
(24) H e(a) = J log T + log F + - log — ™ . 

2 2 m 

Mivel minden egyes a t o m n a k ennyi az entrópiája, h a összesen N a t o m van 
jelen, az egész Г gáz ent rópiá ja 

(24) H „ ( Л = N j | log T + log F + J log ^ 
12 2 m У 

Az entrópia termodinamikai definíciója, mint ismeretes, a logaritmus 
alapjának választásától és a A; faktor tó l eltekintve, ugyanerre az eredményre 
vezet, vagyis, ha S jelöli a termodinamikai entrópiát , 

(26) S = JcN I - log T + log F + с 
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ahol а с konstans értéke nem függ sem a köbtar talomtól , sem a hőmérsék-
lettől.7* 

BOLTZMANN [2] a z ú g y n e v e z e t t / / - f ü g g v é n y t 8 * A 

(27) H f(x)logf(x)dx 
képlettel definiálta, vagyis (a logaritmus alapjának megválasztásától e l tekintve 
a BOLTZMANN-féle / / - függvény azonos a valószínűségszámílási entrópia 
(— l)-szeresével. 

Az elmondottak a legvalószínűbb állapotra vonatkoztak ; azt kap juk , 
hogy a BOLTZMANN-féle / / - függvényé r t ékének (—1/log 2)-szerese azonos a 
rendszer valószínűségszámítási entrópiájával . Most vizsgáljuk a s ta t iszt ikus 
mechanikai entrópiát, amelyre a BOLTZMANN-féle S = к log W = — H -J- С 
képlet érvényes, ahol W a pillanatnyi ál lapot valószínűsége, H meg az álla-
pothoz tar tozó Я-függvény. Mivel maga a pillanatnyi állapot valószínűségi 
változó, az S entrópia és a / / - függvény is az. A legvalószínűbb állapot entró-
piája t ehá t az entrópiának, mint valószínűségi változónak a maximális ér téke . 

Nagy számú részecskékből álló rendszer esetében 8 általában (az idő 
legnagyobb részében) közel lesz a maximális értékhez. Ez az oka annak, hogy 
az entrópiát , mint ál lapothatározót , és ennek max imumát gyakran össze-
cserélik ; azonban a kérdés teljes t isztázása érdekében a két fogalom, az 
entrópia min t ál lapothatározó (amely t e h á t valószínűségi változó) és a maxi-
mális (vagy valószínűségszámítási) entrópia, mint a rendszer t (az eloszlást) 
jellemző konstans adat közöt t helyes különbséget tenni . 

Nem segíti persze elő a fogalmak t isztázását , hogy mind a két mennyi-
séget entrópiának nevezik. Mivel nem akarunk a kia lakul t terminológiától 
eltérni, csak azt szögezzük le mégegyszer, félreértések elkerülése végett, hogy 
a valószínűség-eloszlás ent rópiá jának a statisztikus mechanikában n e m az 
entrópia, hanem egy kons tans faktortól eltekintve a n n a k maximuma: az 
egyensúlyi állapot en t rópiá ja felel meg. 

7) Ez t , min t ismeretes, a következőképpen bizonyítják be : H a S jelöli a t e r m o 
dinamikai entrópiát , akkor 

ahol dQ a gázzal (reverzibilisen) közölt hőmennyiséget jelenti ; dQ = dE + pdV, ahol 
E a gáz kinet ikus energiáját, p a nyomását és F a térfogatát je lent i . Ha a k ine t ikus 
gázelméletből jól ismert E = 3/2 kTN képletet, továbbá a pV = NIcT gáz törvényt 
felhasználjuk, következik, hogy 

t e h á t 

= és így S = Nk [ ! log T + log F + с ) 

vagyis, mivel az additív állandó a termodinamikában önkényesen választható, t e h á t 
a termodinamikai entrópia egy kons tans faktortól el tekintve egyenlő a gáz valószínüség-
számítási ent rópiá jával . 

8) A H-füqgoény elnevezés nem szerencsés, hiszen való jában egy eloszláshoz, 
illetve sűrűségfüggvényhez rendelt funkcionálról v a n szó, helyesebb volna a H-funkcionál 
elnevezés. 

2* 
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A helyzetet még bonyolí t ja , hogy míg a í f - függvény kiszámításánál a 
folytonos eloszlással számolnak (egyenletes térbel i eloszlás, a sebesség Max-
well-eloszlása), ezzel szemben a W állapot-valószínűség kiszámításánál a 
fázisteret véges sok cellára b o n t j á k , és a rendszer (pl. egy ideális gáz) álla-
p o t á t azzal jellemzik, hogy a rendszert alkotó részecskék a fázistér celláiban 
hogyan oszlanak meg. Ez az oka bizonyos addi t ív tagok felléptének. H a a 
fázis tér celláinak valószínűségei egyenlők, és a fc-adik cellában Nk részecske 

n 
v a n У Nk= N, akkor ennek az eloszlásnak a valószínűsége a polinomiális 

k--= 1 
eloszlás képlete szerint 

N\ 1 
(28) 

Nk\N2\ ... Nn\ nN 

n 
volna, ha az Nk számok nem volnának a láve tve а V Nk Ek = E feltételnek, 

k= 1 
ahol Ek a / j-adik cellához t a r t o z ó energiaérték, E pedig az egész rendszer 
összenergiája ; ezért csak azok az (ZV1; N2, . . . , Nn) eloszlások lehetsé-

n n 
gesek, amelyekre а V Nk = N feltétel mel le t t a > ' NkEk = E feltétel is 

í r - l /. = 1 
teljesül ; a megengedett eloszláshoz ta r tozó valószínűség ezáltal csak egy 
állandó fak tor ra l változik meg ; minden t a g o t el kell osztani az összes megen-
gedet t eloszlások valószínűségeinek összegével, tehát 

2 V ' 
(29) W = с Aj ! jV2 ! . . . Nn\ 

ahol с nem f ü g g az Nk számoktól . Számítsuk ki W közelítő értékét, abban az 

esetben, ha az Nk számok m i n d igen nagyok. Legyen = fk, akkor a Stir-

ing-formula szerint 

(30) log W N 2 h log h + log с , 
i = 1 

vagyis W logaritmusa egy add i t ív állandótól eltekintve arányos az empirikus 
eloszlás entrópiájával , vagyis az állapotvalószínűség logari tmusa (az ál lapot 
entrópiája) közelítőleg a r á n y o s az empir ikus eloszlás entrópiájával . Ennél-

n 
fogva a legvalószínűbb á l l apo t az, amelynél — 2 fk l °g fk maximális ; i t t 

n n E 
természetesen a 2 Д = 1 ós Ek = — mellékfeltételeket tekin te tbe kell 

venni. Egyszerű számítással (az úgynevezet t Lagrange-féle multiplikátor-
módszerrel) adódik, hogy ez akkor következik be, ha 

(31) = 

— "
 n E 

ahol a A és ß állandók a Y / t = l és V 1 fk Ek = — egyenletekből ha taroz-
kti fc= 1 N 

hatók meg. 
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H a most a vizsgált rendszer egy F köbtartalmú edénybe zárt, m tömegű 
atomokból álló ideális egyatomos gáz, felhasználva az E/N = 3/2kT össze-
függést (amelyet ebben a vonatkozásban a hőmérséklet definíciójának lehet 
tekinteni) és feltéve, hogy a fázistér egyenlő valószínűségű cellái egyenlő 
(egységnyi) köbtar ta lmú térrészeknek és a sebesség-komponensek terének 
egyenlő köbtar ta lmú térrészeinek felelnek "meg, az összegeket közelítőleg 
integrálokkal helyettesítve adódik, hogy az A és ß állandók a következő 
feltételeknek kell, hogy eleget tegyenek : 

-co со + со ^ 
/О^ч TT Л Г Г ' f --t mß^+y'+z') , , , (32) F.4 \ е dxdydz 

- 00 .00 00 

-00 -j- со -f- со 

(33) ~mVA J J \j (xZ + yS + z Z ï e - ^ ^ 4 ^ dxdydz = 3 k T 

2 
-00 00 CO 

A (32) egyenletből adódik, hogy 

mß J 

з 
= 1 

lin Y 3 _ 2>kT 
mß j mß 2 

(34) VA 

A (33) egyenletből pedig 

(35) ~ m VA 

így nyer jük, hogy 

(36) fi = ± és А = (2ят/кГ''. 
kT VT•/. 

Ezen összefüggések a lapján az entrópia maximumára a 

H == — N У h log fk + log c=-N £ fk (log A - ßEk) + log с = 
4 = 1 4 = 1 

= — NlogA + ßE+ logc 
tehát 

(37) H = N log T + log F J + C 

eredményt kap juk , ahol C-be foglaltuk össze az összes T- tő i és F-től nem függő 
tagokat . I lymódon ' ezen az úton is e l ju to t tunk az ideális gáz (maximális) 
entrópiájának jólismert kifejezéséhez. 

A kérdés további megvilágítására foglalkozunk m o s t a hőátadás úgy-
nevezett EiiRKN'FKST-íéle modelljével.9) Ez a modell, m i n t ismeretes, a 
következő : 

Ké t u rnában összesen N számú golyó van, amelyek 1-től N-ig meg 
vannak számozva. Ugyanakkor egy dobozba JV -j- 1 cédulát he lyezünk, 

9) Lásd például M. KAC [15]. 
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melyek 0-tól A- ig vannak megszámozva.10* Kihúzunk egy cédulá t a dobozból. 
H a a nullát húzzuk , nem vá l toz ta tunk semmit, ha pozitív számot húztunk, 
megkeressük a k ihúzo t t számmal megegyező számozású golyót és azt áttesszük 
a másik urnába. Ezután a k ihúzo t t cédulát a dobozba visszahelyezzük, a 
cédulákat összekeverjük, egy ú j a b b cédulát húzunk, és így tovább. A s ta-
cionér eloszlás, m i n t ismeretes, a következő : ha Wk jelenti annak a valószí-
nűségét , hogy az első urnában pontosan к golyó legyen, akko r 

(38) Wk = 
NI 1 

2n ' = T \kl í 

vagyis a stacioner eloszlás A-edrendű binomiális eloszlás A/2 várha tó értékkel. 
Könnyen be lehet látni, hogy ez a sztochasztikus fo lyamat reverzibilis 

Marko v-lánc, t e h á t , ha * az t az eseményt jelöli, hogy az и-edik húzás 
u t á n az első u r n á b a n к golyó van , akkor 

(39) P(A<k"M<"+m>) = P(A["M(
k"+m>), 

vagyis P(A)"+ m ) I Alj/1*)-val jelölve annak a feltételes valószínűségét, hogy az 
(n -j- m)-edik húzás után az első urnában l golyó legyen, h a az n-edik húzás 
u t á n ugyanott к golyó volt, 

(40) P ( А ф ) Р(Жк"+т>|М<">) = P ( А [ ф P(A(,"+m)| A(
k

ni) ; 

mivel a fo lyamat stacioner, s így P( A ^ ) = j ^ j (k = 1, 2, . . . , A) 

és P{A[n+m'> I Л<">) = P(d<k
m> | Л(,°>), tehát 

(N\ 
( I ) 

Ü11S1S- = ^T (k,1 = 0,1, . . . ,N; m=l,2, ...). 
P{A\ml\A\°>) (N 

l 
(41)-et a következőképpen lehet be lá tn i : legyen a rövidség kedvéér t 

Р(И(/">1Aj0*) = pm(l\k), akko r fennáll a következő két rekurziós f o r m u l a : 

(42) = + 

es 

(43) = (lVm_1(k\l-\)+Pm-i(k\l) + 

+ (A — () Pm-l(k\l + 1)) . 

10) A modellnek az a módosí tása,hogy egy 0-val számozott cédula is van a doboz-
ban, V I N C Z E ISTVÁNtól származik. Ennek az az előnye, hogy a stacioner határeloszlás 
páros és pá r a t l an számú húzás esetére ugyanaz. 
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Bevezetve a 
Vm{l\k) (44) Qm(l | t ) = 

( ! ) 
jelölést, a bizonyítandó (41) összefüggés nyi lván 

(45) Qm(W = Qm(k\l) 

alakra hozható. Könnyen ellenőrizhető, hogy (45) m = l - r e fennáll (csak az 
Z = A + l é s Z = A— 1 eseteket kell megvizsgálni). (45)-öt teljes indukcióval 
fogjuk bebizonyítani. Tegyük fel, hogy (45), m helyett m — 1-et írva, minden 
l és к értékre (l, к = 0, 1, . . ., N) fennáll. Akkor, (42) szerint 

(46) ( l ) 

(N-1+ l)pm_!(I - 1|к) + Рт-г(Цк) + (I + l)pm-i(l + 11к) 

es így 

Qm(l\k) = - (lQm-i(l- 1\к) + Qm^(l\k)+ 

+ (N-t)Qm-i(l+l\k)). 

Az indukciós feltevés szerint t ehá t 

(48) Qm(l k) ^ lQm-i(k\l- l) + Qm-i(k\l) + (N-l)Qm-1(k\l+ 1) 

és így 

(49) Q ,(l\k) = lPm-Ák\l~ l) + Pm-i(k\l) + (N-l)pn-i(k\l+ 1) 

"ÍVN+1) 

és így (43)-at felhasználva következik, hogy 

(so) Qmm = v^VL=Qmm> 

ù 

amivel k imutat tuk, hogy (45) m — 1-ről то-re következik. 
Ha tehát az Z-edik állapot á-szor valószínűbb, mint a á-adik állapot, 

akkor a &-adik állapotból az Z-edik állapotba m lépésben való átmenet való-
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színűsége A-szor akkora, m i n t az Z-edik állapotból a /с-adik állapotba m lépés-
ben való á tmene t valószínűsége. Ebből világos, hogy mié r t látszik a való-
jában reverzibilis folyamat irreverzibilisnek. Ez az úgynevezett LOSCHMIDT-
féle ellenvetés legegyszerűbb cáfolata. 

Vizsgáljuk meg az entrópia kérdését is az EHRENFEST-modell esetében. 
Ha a rendszer a &-adik állapotban van, statisztikus mechanikai en-

trópiája 

(51) S — log Wk — log 

Mivel a Moivre—Laplace-tétel szerint, lia Je közel van iV/2-hez 
/к / V. V. /V 1 

(52) Wk~ Т е — (i-т)' 
nN 

tehát (51)-ből és (52)-ből 

(53) 8 2 V Í - - - j 2 + - l o g - 2 

" A 1 „ A N — k 1 „ N
 —

 k 

N °ëN ' N 

N 2) 2 nN 

Természetesen i t t is fennáll , hogy a statisztikus mechanikai entrópia egy 
additív állandótól el tekintve arányos az empirikus eloszlás valószínűség-
számítási entrópiájával, ugyanis, ha x közel van 1/z-hez Taylor-sorfejtéssel 
nyerjük, hogy 

(54) — a; log a; — (1 — a;)log(l — x) ~ log2 — — — 

Ennélfogva 

(55) _ 2 V | A - I J 2 V log 2 — N 

és így (53) és (55) összevetéséből 

о лт(кл к . N —к л N — k\ Л 7 1 „ , 1 - 2 
(56) - N - l o g - ^ - f — — l o g - — - _ At log 2 + - l o g — - , 

\N N N N j 2 tzN 

tehát 

(57) S ~ NHe -f С , 
ahol H e a pillanatnyi empirikus eloszlás entrópiáját jelöli. Mivel az entrópia 
csak egy additív állandótól eltekintve van meghatározva, feltehetjük, hogy 
С = 0, vagyis, hogy 
(58) 8 = NHe. 

Az empirikus eloszlás entrópiája természetesen akkor maximális, ha le = N/2 
illetve pára t lan N esetében, ha к = ( N ± l)/2, ez esetben 

He = log 2 
és 

Smax = N log 2 . 
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Megjegyzendő, hogy S m a x nem azonos a {Wk} valószínűségeloszlás entrópiá-
jával . 8max ugyanis kizárólag a legvalószínűbb állapottól függ és azt fejezi 
ki, hogy a legvalószínűbb á l lapotban az egyes részecskék elhelyezkedésére 
vonatkozólag mekkora bizonytalanság áll fenn. Mivel a legvalószínűbb álla-
po tban (páros N esetében) minden golyó egyforma valószínűséggel helyez-
kedhet el mindkét urnában, egy golyóra vonatkozólag a bizonytalanság 
log 2, N golyóra N log 2. 

A statisztikus mechanika entrópia-fogalma mindig egyetlen eloszlásra 
vonatkozik, és az egyes részecskéknek a fázistér celláiban való eloszlására 
vonatkozó bizonytalanság mértéke. 

Az az összefüggés, hogy az eloszlás en t rópiá ja egy add i t ív állandótól 
el tekintve megegyezik az eloszlás valószínűségének logari tmusának maxi-
mumáva l és ugyanakkor megegyezik az empirikus eloszlás ent rópiá jának 
maximumával is, nemcsak a s ta t iszt ikus mechanikában áll fenn, hanem meg-
adha tó egy általános valószínűségszámítási tétel , amely ezt az összefüggést 
kifejezi. 

Az egyszerűség kedvéért ezt az összefüggést nem teljes általánosságban 
veze t jük le. 

Legyenek f 2 , . . . , ÍAT függet len valószínűségi változók, amelyek n 
különböző értéket, pl. az yv y2, . . . ,yn értékeket egyforma valószínűséggel 
veszik fel, vagyis 

P ( h = y j ) = l ( * = 1 , 2 , . . . , N ; 7 = 1 , 2 , . . . , » ) . 
IV 

Akkor együttes eloszlásuk ent rópiá ja : 

(59) H0 = H „Ki, f a , . . . J n ) = N log n . 

Figyeljük most meg а f 2 , . . . , f,v változók értékeit egy kísérletnél : 
legyenek ezek xlt x2, . . ., xn. Jelölje Nk az xv x2, . . .;Xn számok közül az 
У/c-val egyenlők számát és legyen fk —Nk/N az yk ér ték relatív gyakorisága 
(k = 1, . . . , n). A kapo t t (fi,f2,---,fn) empirikus eloszlás létrejöt tének 
valószínűsége nyilván 

Nt\N2\ ...Nn\ nN' 

Ha N nagy та-hez képest, az Nk számok nagy valószínűséggel közel lesznek 
Njn-hez, t ehá t mind nagy számok lesznek és így alkalmazható Nk ! közelítő 
kifejezésére a Stirling-formula. í gy kap juk , hogy 

(61) log W N 2 f^ogfk + G1: 
k=1 

ahol 

Сг = - log nN"r (2яМ)~2~ . 



26 BALATONI JÁNOS—KÉNYI A L F R É D 

Másrészt figyelembevéve, hogy ha x ' igen kicsiny, 

1 \ 2 

x  

es így 

1 f i t \ ní — X log X r^j — log n + I X — — I (log n — 1) n 

k=1 ^ ' (62) - N ^ f k \ o g f k ^ N l o g n - N j ^ y n J _ z 2  

И 2 I ' " о 2 ' 

n 

ahol z 2 a jólismert PEARSON-féle £2-eltérés az (/x, . . . , / „ ) empirikus eloszlás 
és a megfelelő (l/n, . . . , ljn) elméleti eloszlás közö t t . Ennélfogva a követ-
kező összefüggésre ju to t tunk : 

(63) l o g J F ~ _ N 2 / / > g / f c + Л = - Ç + 
k = 1 2 

vagyis a minta valószínűségének logaritmusa egy additív és a mintától nem függő 
konstanstól eltekintve közelítőleg egyenlő a minta empirikus eloszlása entrópiá-
jának N-szeresével (ahol N a megfigyelt értékek száma), továbbá ugyanazon 
additív állandótól eltekintve közelítőleg z2/2-vei kisebb, mint a kísérlet entrópiája. 
Ezt az összefüggést a következőkben BOLTZMANN tételének fogjuk nevezni. 

A valószínűségszámítás szempontjából kiemeljük (62) a lábbi követ-
kezményét : 

H a egy £ valószínűségi vál tozó n különböző értéket egyforma valószí-
nűséggel vesz fel, és £ értékére N számú megfigyelést végzünk, akkor, ha N 
elég nagy, l-hez közeli valószínűséggel 

H 0 ( £ ) - H 0 ( * ) ~ | L , 

ahol H0(£) jelöli £ entrópiáját , H „(ж) az n megfigyelt érték empirikus elosz-
lásának ent rópiá já t és %2 a megfigyelt értékek empirikus eloszlása és £ elosz-
lása közötti Pearson-féle y2-eltérés. A nyert összefüggésből következik, hogy 
az empirikus eloszlás entrópiá jának a megfigyelt változó entrópiájától való 
eltérése közelítőleg #2-eloszlású valószínűségi változó, ha maga a £ változó 
•összes értékeit egyenlő valószínűséggel veszi fel. 

2. § Valószínűség-eloszlások dimenziójának és entrópiájának értelmezése 

Legyen £ egy tetszőleges korlátos valószínűségi változó ; legyen £(n) = 
= [>£]/7i, másszóval £<"> = kfn, ha k/n < £ < (k + \)fn (к = 0, ± 1, 
± 2, ± •••)» vagyis £ (n )-et ú g y kapjuk hogy £ értékét lekerekít jük l/n 
legnagyobb £-nél még nem nagyobb többszörösére ; ha például n = 10s, 
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akkor £(n> értékét £ értékéből úgy nyer jük, bogy £ értékét végtelen tize-
des tör tben fe j t jük és csak s t izedesjegyet t a r tunk meg. 

H a |£| ^ K, akkor £(n) lehetséges értékeinek száma 2 K n és így 
H 0 (£ ( n ) ) ^ log2 2 K n = log2 n + log2 2 K . Ennélfogva 

(64) lim sup Н » ^ ( П ) ) < 1 . 
n-oo log2 n 

H a létezik a 

H 0 ( £ ( n ) ) (65) d(£) = lim 
log2 n 

ha tá ré r ték , akkor a d(£) számot (0 ^ d(£) ^ 1) £ eloszlása dimenziójának nevez-
zük. Legyen d(£) = d ; ha létezik a (véges) 

(66) lim [H0(£<">) - d logg n] = Hd (£) 
n—/ со .} 

határér ték is, akkor а Hd(£) számot £ eloszlása d-dimenziós entrópiájának 
-nevezzük. 

Könnyen be lehet látni, hogy ha £ eloszlása abszolút folytonos, és £ 
sűrűségfüggvénye, f(x), szakaszonkint folytonos, akkor d(£) = 1, és 

+ CO 

<67) Hx(£) = — [ f(x) log f(x) dx ; 

— oo 

ugyanis 
n n 

k+l k+l 

n0(i
(n)) = 2 A*F - 2 í fWdx í №dx = 

к k J J 

2 к 

к 

f{zk) logg /(Zft)Í + log2 n . 

( I t t k/n ^zk<(k+ 1 )ln és Ak F = F ((к + 1 )/u) - F(kjn).) Ha £ diszkrét 
eloszlású, P(£ = xk) = pk (k — 1,2,...), ahol Xj ф xk, ha j ф к, akkor 

00 
H0(£) = \ pk log2 pk, feltéve, hogy u tóbbi sor konvergens. 

k= 1 

H a tekintünk egy{p/c} diszkrét eloszlást, amelynek létezik a (O-dimenziójú 
entrópiája és egy f(x) szakaszonkint folytonos sűrűségfüggvényű korlá tos és 
abszolút folytonos eloszlást, és képezzük ezeknek az eloszlásoknak a keve-
rékét p és q súlyokkal, a kapot t eloszlás entrópiája g-dimenziós lesz és 
értéke a következő képlettel fejezhető k i : 

+ 00 

Joo 

f{x) log2 f(x) d x - p ^ p k logg pk — p log2 p - q log2 q. 
k=1 
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Igen á l t a l ános feltételek mel le t t é rvényes a következő összefüggés : 
h a a ik (k = 1 , 2 , . . . , n) kor lá tos valószínűségi változók ér tékkészletei ide-
genek11* és eloszlásának d imenzió ja dk ----- d(£ / t) és Çk d f c-dimenziójú entró-
p i á j a , Hrft(fí(), l é tez ik , és vésszük a £k vál tozók eloszlásainak qk súlyokkal a 
keverékét , t o v á b b á £ egy ilyen keverékeloszlású változó, akkor 

n 

(69) à = d (£) = qk d ( f f t ) 

és 
(™) HS) = УРк Hdk (ik) - У qk log2 qk , 

k=1 k=1 

v a g y i s a keverékeloszlás dimenziója az egyes eloszlások dimenzióinak a keverö-
súlyokkal súlyozott középértéke és a keverékeloszlás entrópiája egyenlő az egyes 
komponensek entrópiáinak a keverősúlyokkal súlyozott középértékének és a keve-
rőeloszlás entrópiájának összegével. 

A m o n d o t t a k a t megvi lágí t ja a következő megjegyzés : Н а а £ való-
színűségi vá l tozó eloszlása d = d(£) d imenzió jú és d-dimenziójú en t róp iá j a 
H j ( £ ) = H, a k k o r , ha n-> oo 

(71) H 0 ( - ^ l ) = d l o g 2 w + ^ + o ( l ) . 

Megfordítva, h a egy £ valószínűségi vá l tozóra 

(72) H 0 [ Щ = A l o g 2 n + В + o ( l ) , 

h a n-> oo, a k k o r A = d(£) és В = HRI)(Í). H a a £ (korlátos) változóra n e m 
érvényes (72) a l a k ú asz imptot ikus reláció, a k k o r £ en t róp iá ja nincsen ér tel-
mezve. 

Eddig c s a k korlátos valószínűségi vá l tozók en t róp iá j á t ér te lmeztük. 
A dimenzió és a entrópia értelmezését bizonyos, nem kor lá tos vá l tozókra 
is k i t e r j e s z t h e t j ü k ; e kérdéssel azonban i t t nem foglalkozunk. 

3. § . A dimenzió és az entrópia jellemző tulajdonságai 

Nevezzük eleminek a z o k a t a valószínűség-eloszlásokat, amelyek elő-
áll í thatók, m i n t egy véges d i szkré t valószínűség-eloszlás és egy olyan abszolú t 
folytonos valószínűség-eloszlás keveréke, amelynek sűrűségfüggvénye egy 
véges in te rva l lumban szakaszonként fo ly tonos és azon k ívül el tűnik. T e g y ü k 

n ) Azon, hogy а £ és r] valószínűségi változók idegen értékkészletűek, azt é r t jük , 
hogy a számegyenes bármely E Borel-halmaza felbontható olyan idegen Ег és Ег halma-
zokra, hogy P{kcEó = 0 és P(r]eE2) = 0 (ezt úgy szokták kifejezni, hogy a két változó 
által származtatot t mérték ortogonális). Vegyük észre, hogy egy tetszőleges diszkrét 
eloszlású változó és egy tetszőleges abszolút folytonos eloszlású változó értékkészlete 
idegen. 
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4 

fel, hogy minden £ elemi valószínűség-eloszlású valószínűségi változóhoz 
hozzá van rendelve egy d ( f ) = tZ és egy H d ( f ) szám, amelyek eleget tesznek az 
a lábbi feltételeknek12) 

l .a. 0 ^ d ( f ) ^ 1 ; d ( f ) csak £ eloszlásától függ. Ha P(f = a) = 1, 
akkor d( f ) = 0. 

1.b. HD(f) csak £ eloszlásától f ü g g ; H 0 ( f ) ^ 0 és ha P(f = a) = 1, 
akkor H 0 ( f ) = 0, 

2.a. Ha y = f{x) olyan függvény, hogy ha x =f= x', akkor, f(x) =f= f(x'), 
t ovábbá £ olyan valószínűségi változó, amelyre d ( f ) = 0 és y = f(£), akkor 
d(y) = 0 és H0(y) = H„ ( f ) . 

2.b. Ha £ és y tetszőleges elemi valószínűségi változók és y — £ -j- С, 
ahol С állandó, akkor d(í?) = d ( f ) = d és H,,(í?) = HD(f). 

3.а. Ha £ eloszlása a £ ъ f 2 , • • - , fn idegen értékkészletű változók elosz-
lásának qv q2, . . . ,qn súlyokkal ve t t keveréke, akkor 

n 

/,-=1 

3.Ь. На С eloszlása a £ l t f 2 , . . . , £ n idegen értékkészletű valószínűségi, 
vá l tozók eloszlásának qlt q2, ..., qn súlyokkal ve t t keveréke és у egy olyan 
valószínűségi változó, amely az 1 , 2 , ...,n é r tékeket rendre qlt q2, •••,qn 

n 
valószínűséggel veszi fel, akkor bevezetve a dk = d(f, f) és d = "У qkdk jelölé-
seket k=l 

n 
HS)= yqkHdJ£k)+H0(y). 

k = 1 

Megjegyzés : Az l .a . , 2.a. és З.а. feltevésekből következik, hogy bár-
mely £ diszkrét eloszlású (elemi) valószínűségi vál tozóra d ( f ) = 0, ugyanis 
minden diszkrét valószínűség-eloszlás felfogható, min t elfajul t valószínűség-
eloszlások (konstansok eloszlásainak) keveréke. Ezér t í rha tó 3.b.-ben Hd(^)(»?) 
he lye t t H0(»?). 

4.a. Ha a £n diszkrét eloszlású valószínűségi változó eloszlását a pnk 
(lc = 1 ,2 , . . . , N) számok a lko t ják és lim pnk = pk (k = 1, 2, . . . , N), 

П —* со 
t o v á b b á £ egy olyan valószínűségi változó, amelynek eloszlását a pk számok 
a lko t j ák , akkor lim H 0 ( f„) = H 0 ( f ) . 

n -»ОЭ 

4.b. Ha £n elemi abszolút folytonos eloszlású valószínűségi változó, 
amelynek sűrűségfüggvénye fn(x) és ж-ben egyenletesen lim fn(x) = f(x), 

n -><*> 
t o v á b b á £ olyan valószínűségi változó, amelynek sűrűségfüggvénye f(x), 
akkor 

lim d(f„) = d(f) 
n-><*> 

és 
H m H d ( í j ( f n ) = H d ( ö ( f ) . 

E feltételek lényegesen enyhíthetők volnának, erre azonban it t nem törekszünk. 
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5.a. Ha P(£ = ± 1) = 1/2, akkor H0(£) = 1. 
5.b. Ha £ egyenletes eloszlású a (0,1) interval lumban, akkor d( f ) = 1 

és Hx(£) = 0. 
Az 1. — 5. feltevésekből következik, hogy ha £ valószínűség-eloszlását 

n 
a px, p2, ..., pn számok alkotják, akkor H0(£) = — V pk log2 pk, továbbá, ha 

k= 1 
£ tetszőleges elemi eloszlású valószínűségi változó, akkor a d ( £ ) = d és Hd(£) 
számok a 

H 0 ( ^ j = = c n o g a » + H„(£) + o(l) 

aszimptotikus relációnak tesznek eleget, vagyis d(£) és H, ;(£) azonosak a 
2. §-ban definiált dimenzióval, illetve entrópiával. 

Bizonyítás: Először bebizonyít juk, hogy az l .b. , 2.a., 3.b. és 4.a. felte-
vésekből következik, hogy ha P(£ = xk) — pk (k = 1, 2, . . . , n), akkor 

n 
H0(£) = — A pk log2 pk . 

4 = 1 

Legyenek ugyanis n, m és к tetszőleges, a b á m < ( í + 1) ж 
egyenlőtlenséget kielégítő pozit ív egész számok. Legyenek £x, £2, . . . , £ k + x 

véges, diszkrét eloszlású és idegen értékkészletű valószínűségi változók ; £j 
lehetséges értékeinek száma legyen и és vegye fel értékeit rendre 1 \n valószínű-
séggel (j = 1 ,2 k). £ k + 1 értékeinek száma legyen m — kn és vegye fel 
ezeket rendre 1 /(то — kn) valószínűséggel. Legyen rj olyan valószínűségi vál-
tozó, amelynek eloszlása a £j változók eloszlásának qj súlyokkal ve t t keveréke, 
ahol qj = njm, ha j = 1,2, . . . , к és qk+1 = 1 — knjm. 

Nyilván y-nak m különböző értéke van és ezeket mind l/m valószínű-
séggel veszi fel. 

A 3.b. feltevést alkalmazva és egy olyan valószínűségi változó 0-dimen-
ziójú entrópiáját , amely r különböző érték mindegyikét l/V valószínűséggel 
veszi fel, a rövidség kedvéért Н(г)-те\ jelölve kapjuk, hogy 

H(m) = ^ H(n) + ( 1 - ^ J H(m - kn) + H 0 ( í ) , 

ahol С egy olyan valószínűségi változó, amely az 1,2, ...,k értékeket njm 
valószínűséggel, а к -+- 1 é r téke t pedig 1 — knjm valószínűséggel veszi fel. 
Felhasználva l .b . - t és a kn ^ m < (к + 1) n, vagy másképpen írva az 
1 — njm < knjm < 1 egyenlőtlenséget, adódik 

(73) H ( m ) ^ j 1 - H(n) (то >'n). 

Most legyenek r és s tetszőleges prímszámok ; a d o t t A-hez tartozik 
egy és csakis egy M, amelyre fennállnak az 

rM ^ sN <C. 



AZ ENTRÓPIA FOGALMÁRÓL 31 

egyenlőtlenségek. Alkalmazva (73)-at az n = rM és m = sN, illetve n = sh 

és m — rM+l számokra, kap juk , hogy 

(74) H(sN) H(r 

es 

(75) H{sN) < N -H(rM+l). 
1 - — 

гм+1 

Most bebizonyít juk, bogy lia i és ő tetszőleges pozi t ív egész számok, 

(76) H{AB) = H (A) + H(B) 

(76)-ot a következőképpen l á tha t juk b e : Legyenek f 2 , . . . , t j A idegen 
értékkészletű valószínűségi változók, melyek mindegyike В számú különböző 
értéket rendre l / B valószínűséggel vesz fel és legyen rj eloszlása £x, f2 , . . . , £a 
eloszlásának l / A súlyokkal ve t t keveréke. Akkor rj nyi lván AB számú 
különböző é r ték mindegyikét 1 /AB valószínűséggel veszi fel, és így, mivel 
3.b. szerint 

Но(Ч) = т У Н0(££+Н(А), 
А — 

t e h á t 

H(AB) = H{A) + H(B). 

Ezzel (76)-ot bebizonyítot tuk. (74)-ből, (75)-ből és (76)-ból következik, h o g y 

(77) 1 
N l sN ) H(r) ~ N 1 

„ M + l 

Mivel s és г különböző prímszámok, — irracionális. 
log r 

Az rM ^ sN < rM+1 egyenlőtlenségből adódik, hogy M £ N < 
log r 

< M + 1 és így, hogy 

(78) M -

továbbá , hogy 

(79) 

logr_ 

h m * = 
N log r 

Felhasználva azt a tételt, hogy h a a irracionális szám, akkor az na—[na] 
számsorozat (n = 1, 2, . . . ) mindenü t t sűrűn helyezkedikel a (0, 1) intervallum-
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ban, bármely pozitív e-hoz meg lehet választani N ér tékét úgy, h o g y 

0 < N — M < e legyen, vagyis, hogy teljesüljön az 
log r 

sN 1 
( 8 ° ) гм+1 r \ -

egyenlőtlenség. Másrészt választható N ú g y is, hogy teljesüljön a 

log r 

egyenlőtlenség, vagyis, hogy teljesüljön a 

гм ! 

sN rl e 

egyenlőtlenség. A (77), (79), (80) és (81) összefüggésekből következik, hogy 

{82) f i _ I) £ m ^ 
l o g r V rj Щг) logr 1 

r 
Legyen 

• r-HM , , .. H(r) (83) lim mf — — = Я es l im sup — — = p . 
г—* со log Г J— ~ log Г 

Nyilván (82) írható a 

К ) log r \ r )~ log s log r _ 1 

alakba is. (84)-ből következik, hogy 

H (s) 
(85) w 

l o g s 

de mivel Я ^ p, (85)-ből következik, hogy Я = p és hogy 

t a n H ( S ) Я 
(86) = Я , 

l ogs 
lia s törzsszám. Azonban (77)-ből következik, hogy h a az n szám törzsténye-
zős felbontása n = •p^p"* ... p'f (pv p2, • • •, Pj törzsszámok) akkor 

(87) H(n) = ^aiH(pi) 
i = 1 

(86)-ból és (87)-ből következik, hogy 

(88) H(n) = Я log n . 
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Ez az állítás azonban nem más , mint bizonyítandó té te lünk speciális 
esete. Vizsgáljuk most az ál talánosabb esetet, amikor px, p2, ... , pn tetszőle-
ges racionális számok. Legyen pk = gklg (k = 1,2, . . ., та), ahol дъ g2, ..., gn 

n 
természetes számok és V" gn = g. Legyen yk olyan valószínűségi változó, 

= 1 
amely gk különböző é r téke t l/gk valószínűséggel vesz fel, és tegyük fel, hogy az 
rjk (k = 1, 2, . . . , n) valószínűségi vál tozók értékkészletei idegenek. Képezzük 
az r]k vál tozók eloszlásainak pk = gk\g súlyokkal vet t keverékét, és legyen £ egy 
olyan valószínűségi változó, amelynek eloszlása az így nyert keverékeloszlás. , n 
Nyilvánvaló, hogy a £ vál tozó Vgrfc = g számú különböző érték mindegyikét 

I 
1 /д valószínűséggel veszi fel. 

3.b. szerint 

(89) H 0 ( £ ) = 2 > а Н 0 Ы + H0(£), 
k= 1 

ahol £ egy olyan valószínűségi változó, amely az 1,2, ...,n é r tékeket px, 
p2,...,pn valószínűséggel veszi fel. Mivel H0(£) = Я log g és = 
= Я log gk, t ehá t (89)-ből 

(90) H 0 ( f ) = - Я 2 p k \ o g p k . 
k= 1 

A (90) összefüggést eddig racionális pk számokra igazoltuk ; azon-
ban 4.a.-ból következik, hogy érvényes kell, hogy legyen az argumentumok 
irracionális értékeire is. í g y a (90) összefüggést tetszőleges véges diszkrét 
eloszlású változóra bebizonyítottuk. 

А Я szám értéke 5.a. miat t 1 /log 2 kell, hogy legyen. Ilyenmódon 

(91) H0(£) = — JV pk log2 pk, 
fc= í 

tehát ál l í tásunk diszkrét eloszlású vál tozókra vonatkozó részét igazoltuk. 
Megjegyezzük, hogy a diszkrét eloszlás entrópiájának fentebb a d o t t 

jellemzése a HINCSIN-féle tárgyalásból elsősorban abban tér el, bogy nem 
használtuk fel azt, hogy egy n tagú (px, p2, ...,pn) valószínűség-eloszlás 
entrópiája akko r maximális, ha pk = 1 /та (к — 1,2, ..., та). Ennek következté-
ben nem t u d t u k előre, hogy H(n) та-пек monoton növekvő függvénye, ami 
megnehezítette annak kimuta tásá t , hogy a H(n) függvényre fennálló 

H(mn) = H{m) + H(n) 

függvényegyenletből következik, hogy H ( n ) = À log та. Az ugyanis régóta 
ismeretes, hogy e függvényegyenletnek n incs más monoton növekvő megol-
dása, mint а Л log та függvények (Я > 0). A fent i bizonyítás lényege tu la jdon-
képpen az, hogy ha a H(n) számelméleti függvény eleget tesz a H(mn) — 
— H(m) + H(n) függvényegyenletnek és „majdnem monoton" , abban az 

3 A Matematikai Kutató Intézet Közleményei I./l—2. 
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értelemben, hogy fennáll a H(m) 2; (1 —n/m) H(n) egyenlőtlenség, ha m > n, 
a k k o r H(n) = Я log п. 

I t t jegyezzük meg, hogy az entrópiára vonatkozólag még számos m á s 
szélsőértéktulajdonság ismeretes. í g y például az összes olyan abszolút foly-
tonos eloszlások közül, amelyeknek sűrűségfüggvénye az I intervallumon 
k ívül eltűnik, az 7-ben egyenletes eloszlásnak maximális az entrópiája, az 
összes abszolút folytonos eloszlások közül, amelyek szórása, a , adott, a <x 
szórású normális eloszlásnak maximális az en t rópiá ja . Ez a j normális elosz-
lás egy érdekes jellemzése. 

Most vizsgáljuk a (0, a) intervallumban egyenletes eloszlású £ valószínű-
ségi változót, legyen ennek dimenziója Da és _Da-dimenziós entrópiája h(a). 
H a a pozitív egész szám, ez az eloszlás előállítható, mint a (0, 1), (1, 2), . . . , 
( a — 1 , a) intervallumokban egyenletes eloszlások l/a súlyokkal vett keve-
réke. Ennélfogva З.а.-ból és 5.b.-ből következik, hogy Da = 1, ha a pozitív 
egész szám, és 3.b.-ből és ö.b.ből következik, hogy 

(92) Ца) = log2 a . 

H a a racionális szám, a = b/c, ahol b és с természetes számok, akkor a (0, b) 
intervallumban egyenletes eloszlás előállítható, mint a (0, a), (a, 2a), . . . , 
( ( c — l ) a , b) in terval lumokban egyenletes eloszlások 1/c súlyokkal vett keve-
réke. Ennélfogva D a = 1 és 

(93) h(b) = h(c) + Ца) 

(92)-ből és (93)-ból következik, hogy ha a = b/c, akkor 

(94) Ца) = log2 ~ = log2 a 
С 

vagyis, hogy (92) tetszőleges racionális a-ra érvényes. 
4.b. felhasználásával következik, hogy ha a tetszőleges pozitív s zám, 

Da=\ és Ца) — log2 a. Mármost legyen f(x) egy tetszőleges sűrűségfüggvény, 
amely egy véges ( — К, + К) intervallumon kívül eltűnik és a ( — К, + K) 
zárt interval lumban folytonos.13) Akkor u g y a n o t t f(x) log f(x) is folytonos, 

+ » 

tehát a j f(x) log f(x) dx Riemann-integrál létezik ; legyen £ valószínűség-

n 

sűrűségfüggvénye f(x) és legyen £„ sűrűségfüggvénye gn{x) = n j f(t) dt, ha. 

k_ 

Ь к A- 1 " 
— ^ x<C (к = 0, ± 1, ± 2, . . . ) . Nyilvánvaló, hogy £„ eloszlása a, 
n n 

13) Az intervallum bal-, illetve jobboldali végpontjában csak jobbról, illetve bal ról 
való folytonosságot kötünk ki. 
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fc+1 

к k+1) 
n n 

interval lumban egyenletes eloszlások qk = j f(t) dt súlyokkal 

к 
n 

vet t keveréke, és így d(£n) = 1, és 

+ ™ I 1 1 
i ( £ n ) = 2 q " \ l o g a П ~ l o g 2 ? " ' H 

Л--OD 

t ehá t 

oo 
(95) H А£п) = — 2 Як l o êa 71 Як • 

ft=-со 

Mivel az integrálszámítás középértéktétele szerint 

и \ k ^ / k + 1 

Щк = /Ы — ^ Xk < ——, 
7b 7b 

t ehá t 

1 
/ Ы log2 f{xk) — 

Ib 
(96) H ^ ) = - 2 

k= — ca 

és így 4.b. figyelembevételével lim d( f n ) = 1 = d ( f ) és 
к —* со 

( 9 7 ) H x ( f ) = l i m H : ( £ N ) = - f f { x ) l o g J ( x ) d x . 
П—» oo J 

— oo 

Az áttérés folytonos sűrűségfüggvényű eloszlásról szakaszonként foly-
tonos sűrűségfüggvényű eloszlásra a 3.b. feltétel újbóli alkalmazásával tör tén-
he t . 

Ha mármost £ eloszlása egy f(x) szakaszonként folytonos sűrűségfügg-
vényű elemi eloszlás és egy { pk} diszkrét eloszlás q és p súlyokkal vet t keve-
réke, a már bebizonyítot t (91) és (97) összefüggésekből, továbbá а 3.a. és 3.b. 
feltevésekből következik, hogy d(£) = q és 

-F со 

J-
/(®) l o g 2 /(*) d x ~ P ^ P k b g 2 Pk — P log2 p — q log2 q. 

k= 1 
— » 

Ezzel áll í tásunkat teljes egészében bebizonyí tot tuk. 

« 
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4. § Többdimenziós valószínűség-eloszlások entrópiája 

Legyenek £ v £2, • • • > £r valószínűségi változók ; értelmezzük 
£1( £2, . . . , £r együttes eloszlásának ent rópiá já t a következőképpen : I Ia az 

[»£x]_ diszkrét változók együttes eloszlásának en t róp iá j á t 
n n n 

7/00-nel jelöljük és ha n o o , esetén fennáll egy 

(99) Я<"> = D log2 тг + / / + o(l) 

alakú reláció, akkor legyen 

( 1 0 0 ) H a f t , f , £ , ) = # 

és d(£j, £2, • • • > £r) = D és ez esetben nevezzük a D számot a (f1( £2, . . . , £r) 
változók együttes eloszlása dimenziójának és a H számot a £1( £2, . . . , £r 

változók együttes eloszlása Я-dimenziós entrópiájának. Ebből a definícióból 
azonnal adódik, hogy ha pl. а С r-dimenziós valószínűségi vektorvál tozó 
sűrűségfüggvénye a folytonos és egy jaej < Ji gömbön kívül eltűnő f(x) függ-
vény, ahol 

X — fai, x2 , ... , хг), X = + x2 + • • • p x'r, 

akkor d(C) = r és 
+ 00 + oc 

(101) НДС) = . . . j f(x)\og2f(x) dx. 

— со —со 

ahol dx = dx1dx2 .. . dxr. 
H a így definiáljuk a többdimenziós eloszlások entrópiáját , akkor érvé-

nyes a következő tétel : H a £ és у tetszőleges valószínűségi változók, melyek 
együttes eloszlásának entrópiá ja értelmezve van és d ( £ | y ) jelöli £ feltételes 
eloszlásának dimenzióját azon feltevés mellett, hogy у értéke rögzítve van, 
továbbá Hd(f|,)(£]jj) jelöli у rögzített ér téke mellett £ feltételes eloszlásának 
d(£|»?)-dimenziójú ent rópiá já t , akkor (feltéve, hogy az összes bevezete t t 
mennyiségek értelmezhetők), 

(102) d(£, y) = d(rj) + d(?j+) 

és 

(103) Hd(ê> ч) (£, V) = H d W . (y ) + ( £ + j . 

Abban az esetben, ha £ és y függetlenek, d(£[?7) = d(£) és Hd(f)(£|?/) == 
= H d ( í ) (£) , tehát 

(104) d(£, y) = d(£) + d(y) 

és 

(105) H d ( 5 , „ (£, y) = Hd < í ) (£) + Hd(4) (y) . 
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E z a t é t e l é r t h e t ő v é teszi , h o g y e g y r - d i m e n z i ó s t é r b e n m e g a d o t t abszo= 
l ú t f o l y t o n o s e l o s z l á s n a k a f e n t i é r t e l e m b e n is r - d i m e n z i ó s az e losz lása és e g y -
b e n f é n y t v e t a z e losz lások d i m e n z i ó j a és a g e o m e t r i a i d i m e n z i ó f o g a l m á n a k 
össze függésé re és é r t h e t ő v é tesz i , m i é r t n e v e z t ü k a d ( f ) s z á m o t f e losz lása 
d i m e n z i ó j á n a k . 

A r r a a k é r d é s r e , h o g y az e d o l g o z a t b a n t á r g y a l t a k o n k í v ü l mely v a l ó -
sz ínűség -e lo sz l á sok ra d e f i n i á l h a t ó a d i m e n z i ó é s a z e n t r ó p i a , és e g y é b n y i t v a -
h a g y o t t k é r d é s e k r e e g y t o v á b b i d o l g o z a t b a n f o g u n k v i s s z a t é r n i . 
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ЗАМЕЧАНИЯ ОБ ЭНТРОПИИ 

Я. Б А Л А Т О Н Ъ И и А. Р Е Н Ь И 

Резюме 
Цель настоящей работы — обоснование понятия энтропии в теории вероятностей. 

А. Я. Х и н ч и н [6] изучал лишь энтропию конечного дискретного распределения. В тео-
рии 1 н [юрмации встречается и энтропия некоторых непрерывных распределений 
вероятностей. Однако, изучение энтропии для этих распределений в том смысле в каком 
это сделал Х и ь ч и н для случая дискретных распределений, не было проведено. 

В ходе исследования выяснилось, что для характеристики энтропии (меры неопре-
деленности распределения) не достаточно одного числа, а требуется два числа. Мы вве-
дем для них следующие названия : размерность и относящаяся к данной размерности 
энтропия. 
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В § 1 изучается связь между Я-функцией Б о л ц м л н н а , понятиемэнтропии ста-
тистической механики и понятием энтропии теории вероятностей. 

На примере идеального газа показывается, что физическая энтропия есть слу-
чайная величина, которая совпадает с теоретико-вероятностной энтропией моменталь-
ного распределения в фазовом пространства (если не обращать внимания на выбор еди-
ницы измерения). В этом же §-е исследуется модель теплопередачи ЭРЕНФЕСТЭ. 

В § 2 определяется размерность и энтропия распределений вероятностей. 
Если £ — случайная величина с дискретным распределением, Р{£ = хк) —  

= рк (к = 1,2, . . . ; 2рк= 1) размерность её распределения считается равной 
нулю, а её 0-мерная энтропия для которой вводится обозначение Н0(£) определяется 
формулой Шэннона 

Н„(!) = — 2: рк^ёгРк 
к=1 

если ряд (1) сходится. Пусть £ любая ограниченная случайная величина, и [ж] обоз-
начает целую часть числа ж. Если имеет место соотношение 

H „ ( [ ^ ) = d l o g 2 n + H + о(1) 

где d и п постоянные, то распределение £ называется d-мерным, а число п называется 
d-мерной энтропией распределения £ и обозначается через Hii(l) Доказывается что если 
функция плотности j(x) случайной величины £ кусочно непрерывна на некотором 
конечном замкнутом отрезке и равна нулю вне его, то размерность распределения £ равна 
1, а одномерная энтропия распределения £ даётся формулой Шэннона 

+ » 
H ^ f ) J f(x) log, f(x)dx 

Авторы подчеркивают, что энтропии разных размерностей не должны сравниваться по 
их численным значениям ; энтропия с большей размерностью всегда «превосходит» 
энтропию с меньшей размерностью. 

Если распределение £ есть смесь, с весами q и p (p + q — 1) абсолютно непре-
рывного распределения с кусочно непрерывной функцией плотности f(x) и дискретного 
распределения (р/с) то распределение £ есть д-мерное распределение, а его ^-мерная 
энтропия 

+ » 
H?(f) = - q I f(x) log2 f(x) dx - p У pk log2 pk^p log2 p — q log2 q. 

J k= 1 
CO 

В § 3 перечисляются характеристические свойства размерности и энтропии. 
Исходя из этих свойств, доказывается единственность для распределений, представимых 
в вида смеси распределения с кусочнонепрерывной функцией плотности и конечного 
дискретного распределения. 

В § 4 результаты § 2 обобщаются на случай многомерных распределений. 

REMARKS ON ENTROPY 

J. BALATONI and A. RÉNYI 

S u m m a r y 

The paper deals wi th the notion of t he entropy of a probability distribution as a 
measure of the uncertainity implied by the distribution. I n §. 1. the relation of this notion 
to the en t ropy in statistical mechanics resp. to BOLTZMANN'S if-function, fur ther to 
the entropy in information theory is discussed. I t is shown, by discussing t he example 
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of an ideal gas contained in a vessel, further t he model of heat exchange given by P. and 
T . E H R E N F E S T , t ha t the quant i ty which is called entropy in statistical mechanics is a 
random variable, characterising the momenta ry state of the physical system considered 
and the maximal value of this quanti ty is u p to an addit ive constant and (up to the 
choice of the uni ty of uncertainity) identical wi th the entropy in the sense of probability 
theory of the equilibrium distribution ( = most probable distribution). I n §. 2. two 
notions are introduced : t he dimension of a probability distribution, and the entropy 
of dimension d of a probabili ty distribution which has the dimension d. If | is random 
variable, which has a discrete distribution, i. e. P(f = xk) = pk (k = 1, 2, . . .) and 

oo 

У. Pk = 1> then the distribution of 4 is said to have dimension 0, and the entropy of 
k= 1 
dimension 0 of its distribution, which is denoted by H0(f) is defined by the well known 
formula of S H A N N O N : 

CO 

<1) H0(f) = - У Pk log2 pk 
4 = 1 

provided that the series (1) converges. If I is an a rb i t ra ry (bounded) random vari-
able, we consider the random variables [nf ] /n where [ж] denotes the integer par t 
of X. If 

<2) H „ F T ^ ) = d l o g 2 n + H + O(l) 

is satisfied, we say tha t the distribution of f has the dimension d and its d-dimensional 
en t ropy Hd(f) is equal to H . The extension of these notions to probability distributions 
for which the relation (2) does not hold, is lef t to a forthcoming paper. If t he proba-
bility density function f(x) of the distribution of £ exists, and is continuons up to a 
finite number of points in a finite interval a n d equal to 0 outside this interval, it follows 
tha t the probability distr ibution of £ has t h e dimension 1 and its one-dimensional 
en t ropy Hi l f ) is given by 

4-0 0 

(3) H , ( f ) = — \ t(x) log, f(x)dx 
00 

This formula is identical with t h a t used h i ther to in information theory; what is essentially 
new in the present paper is t h a t due emphasisis is laid on the fact , tha t the one-dimensio-
nal entropy of an absolutely continuous distribution defined by (3) is qualitatively 
different f rom the O-dimensional entropy of a discrete distribution, defined by (1) ; 
a one-dimensional entropy, whatever its numerical value be, is always considered to be 
„greater" than a 0 dimensional entropy, whatever the la t ters numerical value be : the 
scale of 1-dimensional ent ropy is considered to be on a higher level. If a (bounded) 
probabili ty distribution is ob ained as a mix tu re of an absolutely continuous distribu-
tion, with the density funct ion /(ж) continuous except for a finite number of points, 
and of a discrete distribution {pk} the two distributions being mixed with the weights q 
and p, then according to (2) this distribution has the dimension q and its ^-dimensional 
ent ropy is equal to 

+ » 
H ? ( f ) = — q Г Kx) log2 f(x) dx — p ^ j pk log2 pk — p log2 p — q log2 q. 

•> 4 = 1 

Thus there exists probability distributions with dimension d for any d in (0, 1). 
I n §. 3. some characteristic properties of the dimension and the entropy of a probability 
distribution are discussed. I t is shown t h a t t he above definition of these notions is the 
•consequence of a set of plausible properties. The dimension and the d-dimensional 
entropy of a probability distribution is characterized by properties closely related 
(though not identical even for d = 0 ) to the properties used recently by A . J . K H I N T C H I N [ 6 ] 
t o characterize the O-dimensional entropy. 
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In §. 4. the dimension and t h e entropy of t he joint probabili ty distribution of 
any finite number of random variables is defined. If the joint distribution of r random 
variables f 2 , . . ., ir has a Riemann-integrable density function / (x ) (x = (хг, хг,...,х) 
which vanishes outside a finite r-dimensional sphere, the dimension of the joint 
distribution of i v | 2 , . . . , ír is equal t o r, and the r-dimensional entropy of this distribut-
on is defined by 

where dx = dx1 dx2 . .. dxr. The investigations s tar ted in this paper will be continued 
iin a forthcoming paper. 
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