AZ ENTROPIA FOGALMAROL
BALATONI JANOS ¢ RENYI ALFRED

Bevezetés

Az entrépia fogalma szaz évvel ezel6tt a termodinamikaban alakult
ki és R. CrLaustus nevéhez f(iz6dik [1]. Ugyancsak Crausrius-tél szarmazik
a termodinamika mésodik fGtétele, amely szerint egy zart rendszer entrépiaja
allandéan novekszik. Az entrépia fogalmat és a masodik f&tételt egyarant
uj megvilagitisba helyezte L. BorrzMANN [2], aki egyrészt kimutatta,
hogy az entrépia az éallapot valészintiségének logaritmusiaval arinyos, és
ennek alapjan bebizonyitotta, hogy egy zart rendszer entrépidja nem bizo-
nyosan, hanem csak igen nagy valészintiséggel nivekszik, feltéve, hogy a
rendszer kicsiny valdszinliségti allapotban tartézkodik. BoLTzMANN masik
nagy érdeme az altala H-fiiggvénynek nevezett fogalom bevezetése. Borrz-
MANN eredményei a termodinamikai entrépia-fogalmat lényegében teljesen
tisztaztak. BoLTzMANN zsenidlis gondolatait azonban az 6 kordban kevesen
értették meg, és elmélete koriil hosszt ideig folyt a vita; a felmeriilt ellen-
vetésekrdl, amelyek kozil a legismertebb az tugynevezett - LoscaminT-féle
,,Umkehreinwand” (irreverzibilitdsi ellenvetés; errdl az alibbiakban lesz még
sz0), kideriilt, hogy félreértésen alapulnak. A kérdés tisztazasahoz nagyban
hozzajarultak P. és T. EHRENFEST munkdi[3]. Az 1. §-ban réviden kitériink
a kérdésnek a valdszin(iségszamitds alapjan valé megvildgitdsira. Jelen
dolgozat f6célja azonban nem a statisztikus mechanika entrépia-fogalménak
tisztdzasa — ezt lényegében BorrzMANN elvégezte — hanem a valdszintiség-
szamitasi entrépia-fogalom tisztdzdsa. Ez a kérdés a legutdbbi években az
informécidelmélettel kapcesolatban keriilt az érdeklédés homlokterébe.

Az informécielméletbe az entrépia fogalmét elsének C. SHANNON [4],
[5] vezette be és mutatta ki annak alapvetd jelent8ségét az informacié tovab-
bitdsanak matematikai targyalasaval kapcsolatban.

A BourzmaNN-féle H-fiiggvény és az informaciéelméleti entrépia egy
altalanosabb fogalom, a valdszinliségszamitasi entrépia-fogalom specidlis
alkalmazdsai. Dolgozatunkban az &ltaldnos valdészinfiségszimitdsi entrépia-
fogalommal foglalkozunk. A statisztikus mechanika entrépia-fogalma, a
Borrzmany-féle H-fiiggvény és a  valdszinliségszamitdsi entrépia-fogalom
Osszefliggésével az 1. §-ban foglalkozunk.

SHANNON meggondoldsai matematikai szempontbdl nem voltak teljesen
kidolgozottak. A kérdés els6, matematikailag teljesen szabatos targyaldsit
A. J. HiNosin adta meg (6], a diszkrét - valdszintiség-eloszldsokra vonat-
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10 BALATONI JANOS—RENYI ALFRED

kozdlag. Tetszbleges valdszinfliség-eloszlasok - entrépidjaval HiNcsIN nem
foglalkozik, bar SHANNON vizsgalataiban és altaliban az informéciéelmélet-
ben folytonos eloszlisok entrépiaja szerepet jatszik, és ezzel kapesolat ban a
kérdés tlizetes matematikai tisztdzdsinak hidnya még szembet(in6bb, mint
a diszkrét valdszintliség-eloszldsok esetében.

Jelen dolgozat szerz6i azt a célt tlzték ki maguk elé, hogy Hincsiv
dolgozatabdl “ kiindulva az & &ltala megadott targyaldsmoédot kiterjesszék
tetszbleges valdszintiség-eloszlasokra. A vizsgalatok sordn kitlint, hogy ehhez
a valészin(iségszamitasi entropia-fogalom lényeges tovabbfejlesztésére van
sziikség. Miel6tt a kapott- eredményeket roviden Osszefoglalndnk, néhény
szoval meg kivanjuk vildgitani a valdszinliségszamitasi entropia-fogalom
jelentését. Kgy tetszéleges valoszinliség-eloszlas tgy foghato fel, hogy megadja,
hogy valamely, a véletlentdl fiigg6 szituacié (kisérlet, megfigyelés, stb.)
lehetséges kimenetelei (a lehetséges események) kozott a bizonyossag egységnyi
valdszintisége hogyan oszlik meg. Minden valdszintiségeloszlas felfoghato
mint egy mérték a lehetséges események terében. Mi itt csak olyan valészint-
ség-eloszlasokkal foglalkozunk, amelyeknél a bekovetkezendd esemény egy
vagy tobb valés szammal, tehat az n-dimenziés euklidesi tér egy pontjaval
jellemezhet6. Masszoval, kizardlag valdszintiségi valtozok vagy altaldban
vektor-valtozok valdszinliség-eloszlasaval, vagyis véges-dimenzids euklidesi
terekben megadott valészintiség-eloszlasokkal foglalkozunk. A vizsgalatok
kiterjesztése tetszdleges elemekbdl all6 eseményterek valdszintiségeloszlasaira
elég kézenfekvd ; erre a kérdésre egy tovabbi dolgozatban kivinunk vissza-
térni.

Vizsgaljuk el6szor egy & valdszinliségi valtozd eloszlasit. Ha ez az elosz-
lds nem elfajult, vagyis & nem egyenlé bizonyosan (1 valészinliséggel) egy
¢ allandoval, akkor & értékére vonatkozodlag bizonyos bizonytalansdig all fenn.
A kérdés, amelyre a valdszinliségszamitasi entrépia-fogalom vilaszt ad, a
kivetkez : hogyan lehet a & értékére vonatkozé bizonytalansigot egy olyan
mérészammal jellemezni, amely csak & valészinliség-eloszlasatol fiigg, oly-
modon, hogy barmely két valdszintiségi valtozé (illetve barmely két valdszi-
niiség-eloszlas) bizonytalansigiat ossze tudjuk hasonlitani és meg tudjuk
mondani, hogy melyikre vonatkozolag nagyobb a bizonytalansig. Egy valo-
szinliség-eloszlas entropidajan az illeté eloszlassal biré valdszintiségi valtozd
véletlentdl fiigg6 értékére vonatkozé bizonytalansig mértékét értjik, vagyis
roviden : @ valdsziniiségszamitdasban az entropia a bizonytalansig mértékszama.

Ha & véges diszkrét -eloszlast, mégpedig az z;, @,, ..., z, értékeket

(z: + 2, ha i=~4) rendre p;, py, ..., P valoszinliséggel veszi fel (vagyis
n

Rl =, )= \ppa ki—"1 2 veic. = s egiioy B =276y Zpk = 1), akkor, mint
i=1

Hixcsiv kimutatta, bizonyos egyszeri és természetes kiovetelményekbdl
kiindulva a & valtoz6 értékére vonatkozé ,bizonytalansig” mértékének,
amelyet H,(£)-vel jeloliink és & entrépidjanak neveziink, a kovetkezdnek
kell lennie :

H,(§)=—2 > p log py,
k=1

ahol 42 pozitiv szdm, amelynek megvalasztisa onkényes, konvencié kérdése.
A megvalasztédsa tulajdonképpen az entrépia egységének megvilasztisdaval
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ekvivalens, ami ugyanabban a mértékben konvencié kérdése, mint egy fizikai
mennyiség mértékegységének megvilasztisa. Az informéciéelméletben A-nak
az 1/log 2 értékét szoktak adni, ami azt jelenti, hogy egy diszkrét valdszini-
ségeloszlas entropidajat a

(1) : H, (§) = — > i log, pi
? k=1

SaanNoN-féle képlettel definidljak, ahol log, a 2 alapt logaritmust jeloli.
Ez azt jelenti, hogy az entrépia (bizonytalansag) egységéiil az egyszerd alter-
nativaban rejlé bizonytalansigoth valasztjak, tehat annak a & valdszintiségi
valtozonak tulajdonitanak egységnyientropiat, amely az a és b értéket (a =~ b)
1/2 valészintiséggel veszi fel.

Ilyen médon példaul egy pénzdarab feldobasinak (a ,,fej vagy iras”
kisérletnek) vagy egy a (0,1) intervallumban taldlomra (egyenletes eloszlassal)
vélasztott szim diadikus kifejtése meghatdrozott sorszdmu jegyének az entro-
pidja 1-gyel egyenld.

Az (1)-gyel definidlt entrépia a bizonytalansigi mértékszamtol meg-
kivanhato Osszes tulajdonsiagokkal rendelkezik.

Ezek a tulajdonsigok a kovetkez6k :

1. Ha P =¢) =1, vagyis ha & '1 valdszinliséggel dllandd, akkor
H,(£) = 0, minden mads esethen Hy&) > 0; ha & és  egyforma eloszlast
valdszintliségi valtozok, Hy(&) = Hg(n), vagyis Hy(&) csak & eloszlasatol fiigg.

2.1. Ha n ="f(§), ahol f(x) egyrétti fiiggvény, vagyis ha « # 2/, akkor
f(z) == f(a’), akkor H(y) = Hy(&), vagyis & értékei kozombosek az entropia
szempontjabdl, csak az szamit, hogy a kiilonboz6 értékeknek mekkora a
val6szintisége.

2.2. Ha n = f(&), ahol f(x) egy tetszleges fiiggvény, akkor Hy(n) <
< H(§), mégpedig, ha legalabb két érték, pl. a; és a; olyan, hogy w, =~ i,
D> 0 és p, > 0, tovabba f(zx) = f(x;), akkor H() < Ho()?.

3.1. Legyen & és n két diszkrét, véges valdszin(iségi valtozd,
PE=a)=p (=12 ...m é Pn=y) —q (k=1,2, ...,n), és az
7 = yy feltétel mellett & feltételes valdszintiség-eloszlasinak, entropla]a legyen

(2) H, (& =yi1) = — 3 pjix 1ogs Djix -
=1

ahol p;;, = P(& = a;|n = y;), és jelolje Hy(&, n) a & és n valtozok egyiittes
eloszlasanak, vagyis az

v =P = =y I R Sl T 2 B RS )

1) Az entrépia (bizonytalansag) egységét az angol nyelvii szakirodalomban ,,bit”’--
nek nevezik, ami a ,,binary digit”’ (diadikus szémjegy) roviditése.
2) Ez abbél kovetkezik, hogy ha z >0, y > 0 és = + y < 1, akkor

1 1 1
wlog;+yloggZ(x+y)108x+y-
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valészintiség-eloszldsnak (méasszéval a ek (&, n) sikbeli valdsziniiségi vektor-
valtozo eloszlasdnak) az entrépidjit, vagyis legyen

l\ls

(3) (5 7] 2 rj,k 10g2 rj,k .
k=1

Il
-

j

Legyen tovabbd y = Hy(&n) az a valdszinliségi valtozd, amely a

H(én = yx) értéket g, valdsziniiséggel veszi fel (k =1, 2, ..., n), és legyen
H(&n)a x valésziniiségi valtozé varhatéd értéke, vagyis legyen

(4) Hoy (G = > g Ho (&1 =)
J k=1

akkor

(5) H, (&) =Hy(n) + Hy (&) .

Specialisan, ha & és 7 fiiggetlenek, akkor
o=y =Hy (&), k=12, ...,m) é igy Hy(En = H, (&),

vagyis ez esetben

(6) Ho (&,7) = Hy (&) + Ho () .
Ebbél kovetkezik, hogy ha &, &, ..., &, fiiggetlen valdszintiségi valtozok és
Ho(y, &, ... &) jeloli a (&4, &, ..., &,) valdszinliségi valtozdk egyiittes
eloszlésinak entropié,jzit akkor

n
(7) , Ho (b, 6000080 = 3 Heo)

k=1

vagyis figgetlen valdsziniiségi viltozok egyiittes eloszldsanalk entrépidja egyenld
az egyes valtozdk entrépidinak dsszegével.

3.2. Legyenek &, &, ..., &, tetszOleges véges diszkrét eloszldst vald-
szinliségi valtozok,.-amelyek azzal a tulajdonsiggal birnak, hogy értékkész-
leteik idegenek, vagyis

P(éi=a)P(§j==2)= 0,

ha i = §, barmely z-re (i, j=1, 2, ..., n), vagyis barmely z szamot a &
valtozok koziil legfeljebb az egyik vehet fel pozitiv valdszin tiséggel. Képezziik
ezen eloszlasok keverékét a ¢, ¢, ..., g, stlyokkal, vagyis az % valészintiségi
valtozd legyen ¢, valészinliséggel egyenld &-val (k= 1, 2, ..., »); akkor

n

(8) Hon) = > g« Ho(éx) — > qrlogaqr
k=1 !

vagyis a keverékeloszlds entropidja egyenld a keverék kompon ensei entropidjdanak
a keverd eloszldssal silyozott kozépértékénck és a koverd eloszlas entrépidjanak
dsszegével, feltéve, hogy a kevert eloszlisok idegenzk a fenti értelemben (vagyis
ha nincs olyan z szadm, amelyet a &, valtozdk koziil egynél tébb venne fel
pozitiv valdszintséggel).




AZ ENTROPIA FOGALMAROL 13

Megjegyzendd, hogy a 3.2. tulajdonsig a 3.1. tulajdonsaghdl kovet-

kezik. Ugyanis, ha ('=k, feltéve, hogy n=§&, (=1, 2, ..., n), akkor
7 és C egylittes eloszldsa azonos # eloszlasdval, és igy (6) szerint

) H(1) = Hy(n, §) = Hy(£) + Ho(7[0)

tovabba

(10) R0 = 3 (&)

és 5
ay Hi(0) = — = aulogy g

A (9), (10) és (11) osszefiiggésekbdl kovetkezik (8).

4. Hy(é) folytonosan fiigg & eloszlasatél, vagyis barmely pozitiv e-hoz
és barmely rogzitett N természetes szamhoz megadhaté olyan 6 > 0 szdm,
hogy ha

B¢ =a) =2, k=12,..., N; _(misF=x, ha i5£k)
és

P =yix) = g, E12 00, N libaethy ha: g5 k)
tovabba

|Pr—al < 6, Ke="12, A0
akkor =

Ho(§) — Ho®) < &

5. Ha & lehetséges értékeinek szdma, n, adott, akkor & entrdpidja
akkor maximalis, ha & az » kiilonb6z6 érték mindegyikét ugyanazzal a vald-
szintiséggel (tehat 1/n valdsziniiséggel) veszifel, vagyis ha & lehetséges értékei
G s s iy, akkor

(12) H, (&) < log,n.

Hincsiy  bebizonyitotta, hogy a 2.1, 3.1., 4. és 5. tulajdonsagok az
entropiat egy pozitiv konstans faktortél eltekintve meghatdrozzak. A
3. §-ban meg fogjuk mutatni, hogy az 1., 2.1., 3.2. és 4. tulajdonsdgok is
meghatdrozzak az entropiit egy konstans faktortél eltekintve.

Ha & végtelen diszkrét eloszlasu, vagyis P(é = o) = p (k= 1, 2, ...),
definialhatjuk & entrépidjat a

(13) Hy(é) = — 3 prlog, v«
=1

k

képlettel, ha a (13) jobboldalédn 4116 sor konvergens; ebben az esetben azon-
ban lehetséges, hogy a (13) jobboldaldn 4ll6 sor divergens lesz; legyen
ekkor definiciészertien Hy(&) = + oo, vagyis ilyenkor azt mondjuk, hogy &
entropiaja végtelen nagy.®

Megemlitjiik még az entrépia kovetkezd fontos tulajdonsigait, amelyek
elvezetnek az entrépia-fogalom informdcidelméleti jelentSségének megértésé-
hez. :

ez s

L]
3) E dolgozatban nem foglalkozunk végtelen nagy entrépidju valdszintiségelosz-
lasokkal.
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6.1. Ha & és n tetszoleges diszkrét eloszlast valdszin(iségi véltozok,

akkor
(14) Hy(&, 1) = Hy(&) + Hy(n) 5

egyenléség csak akkor all fenn, ha & és n fiiggetlenek.
Ez a tulajdonsig a kovetkezd ekvivalens alakra is hozhat :
6.2. Ha & és 7 tetszbleges diszkrét eloszlast valdszin(iségi véltozdk

(15) il Hy(&|n) < Hy(é).
A

(16) A&, 1) = Hy(&) + Ho(n) — Hy(&, 1) = Hy(&) — Ho(€[n)

mennyiség informaciéelméleti jelentGsége a kovetkez6 : Ha a & valdszinliségi
valtozo a leadott jel, és n a felvett jel (amely nem azonos &-vel zavard koriil-
mények, pl. zaj folytin), akkor A (&, ) = Hy(&) — Hy(éln) megadja, hogy
mennyivel csokken a & értékére vonatkozé bizonytalansag atlagban azaltal,
hogy 7 értékét megfigyeljik ; A (&, 1) tehat a &-re vonatkozélag #-bél nyert,
informacié mennyiségeként értelmezhet6. A (15) egyenl6tlenség tehat ugy
értelmezhet6, hogy #n megfigyelése mindig nytjt valami informéiciét &-re
nézve, a & értékére vonatkozd bizonytalansag n megfigyelésével dtlagban
csak csokkenhet. Ha n = f(§), ahol f(z) - f(2), ha a = 2/, vagyis, ha kiilon-
b6z6 leadott jeleknek kiilonbozé felvett jelek felelnek meg (tehat # értékébhol
& értékére egyértelmiien lehet kovetkeztetni), akkor Hy(&n) = 0, hiszen
adott # mellett & 1 valdszintiséggel dllandd, tehat A (&, 1) = Hy(&), vagyis
7n megfigyelése teljes informéciét nyuajt &-re nézve. A méasik véglet, amikor
£ ésn fiiggetlenek ; ezesetben Hy(&ln=y1) = Hy(&), tehat Hy(&|n) = Hyé) és
igy A(& 1) = 0; ez esethben tehat % megﬁgyelese &-re vonatkozdlag semmi
informéaciét nem a.d ; ez szemléletesen is evidens, hiszen a fliggetlenség éppen
azt jelenti, hogy semmilyen kapcsolat & és # értékei kozott nem All fenn.
Erdekes megjegyezni, hogy A (&, ) = A, §), tehit o ugyanannyi informa-
ci6t nyujt &-re nézve, mint & n-ra nézve.

7. Ha &, &, ..., &, tetszdleges, diszkrét eloszlasii valdészintiségi vélto-
n

70k, és q, ¢s, - - ., qn tetszoleges pozitiv sulyok, 2 ¢, = 1, tovabb4 & eloszldsa
K=1

a &, valtozok eloszlasainak ¢, sulyokkal vett keveréke, akkor

(17) Ho(0) < > a Ho(é1) — > qr log, gx
F2L =1

7

és egyenl6ség csak akkor all fenn, ha a &, valtozok tényleges értékkészletei
idegenek.

(17) ugy lathaté be legegyszertibben, hogy el6szir a &, valtozék érték-
készletét tigy modositjuk, hogy azok idegenek legyenek ; ez esetben (17)-ben
egyenléség all fenn ; ezutdn visszatériink az eredeti &, valtozodkra ; ekdzben
(17) jobboldala valtozatlan, baloldala azonban a 2.2. tulajdonség értelmében
csokken. ;

8. Legyenek egy kisérlet lehetséges kimenetelei az 4,, 4,, ..., 4,
események és legyen A, valdszintisége p, (k = 1, 2, ..., n). Ha egyszer végre-
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hajtjuk a kisérletet és annak eredménye az A, esemény, az eredmény vald-
szinliségének reciprok értékének 2 alapt logaritmusa — log, p, valdszintségi

valtozonak tekintheté. Ennek varhaté értéke, —Z pilog, P, éppen a kisérlet

entrépidja. Az entrépia ilyen értelmezésének ]elentoseget az alabbi meggon-
dolds mutatja meg : Ismételjiik meg a kisérletet egymasutan N-szer és jelolje
N, azoknak a kisérleteknek a szamat, amelyeknél az 4, esemény kovetkezett
be. Egy ilyen kisérletsoroztnak az eredmények sorrendjét is figyelembevéve
a valoszinlisége nyilvian P = pl1 . p)is ..., pN=. Mivel az N;, Ny, ... N,
szamok valdszintiségi valtozok, maga P is annak tekinthetd. Szamitsuk ki
log, P varhaté értékét :

log2P==2 N, log, pk=N2pk log, pr = — NH,,

ahol H, jelenti a kisérlet entrépidjat. Mivel az N, valtozdk kozott negativ
korreldcid all fenn, ha D?(&) jelenti a & valészin(iségi valtozo szorzdsnégyzetét,

D3(log,P) < > D¥Ny)logipk =N 3 pu(1 — py) logd py .

k=1

Ennélfogva logzP a — NH, kozépérték koriil altaldban )N nagysdgrendii
ingadozasokat végez, vagyis (log, P)/NV &altalaban igen kozel lesz — H-hoz,
vagyis nagy aloszmuseggel

Pl 2y oy

A Csebisev-egyenlGtlenség alkalmazdsival konnyen beldthaté, hogy
koritlbeliill 2V, egyenként kozelitGleg 2~ NHo valészintiségii lehetseges ered-
ménysorozat van, a tobbi nN — 2NH, Jehetséges eredmeny sorozat egyiittvéve
is kicsiny Valészinﬁségfi. Roéviden tgy lehetne jellemezni a helyzetet, hogy a
kisérletet V-szer megismételve, ha N nagy szdm, a helyzet kozelitéleg olyan
lesz, mintha minden egyes kisérletnek 2He szdmu lehetséges, egyforma vald-
szintliségli kimenetele volna, vagyis a szébanforgd kisérlet eredménye koriil-
beliil ugyanannyira bizonytalan, mint egy olyan kisérlet eredménye, amelynek
2Hs szamt egyforméan valdszinii eredménye lehetséges.

Megjegyzends, hogy ha ahelyett, hogy — log, P virhat6é  értékét
vessziik, tekintjiikk P varhaté értékének reciprokinak logaritmusat, H, =

= — > pi log, p helyett a g, = — log, ' pi kifejezésre jutunk. Abban
k=1 k=1
az esetben, ha p,=1/n (k=1,2, ..., n), o = H,, egyébként - (a loga-

ritmusfiiggvény konkavitasa folytdn) o, << H,. g, is tekinthet6 a bizony-
talansig mértékének, ez azonban kevéshé erzekeny, mint H,, és ezért nem
olyan alkalmas a blzonytalansag mérésére, mint H,. g

Ha & abszolut folytonos eloszldsa valoszmusegi valtozo és & stirliség-
fliggvénye f(z), akkor SHANNON £ entrépidjit a

4w
(18) i j f(2) log, /(2) da

—
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kifejezéssel definialja. A (18) kifejezés bizonyos hasonlésdgot mutat az (1)
kifejezéssel, azonban attdl sok szempontbdl kiilonbozik. [gy példdul a (18)
definicié szerint a (0, a) intervallumban egyenletes valdsziniiség-eloszlas
entrépidja log, a, tehat egy folytonos eloszlds entrépidja negativ értékeket is
felvehet; hiszen ha 0 < a < 1, akkor log, @ << 0. EbbGl a megjegyzéshol is
latszik, hogy a diszkrét és folytonos eloszlas entropidi nem tekintheték ugyan-
azon fajta mennyiségeknek és nem hasonlithatok egyszertien szimértékiik
alapjan ossze,hiszen lehetetlen, hogy a (0, @) intervallumban egyenletes elosz-
l4s bizonytalansdgdnak mértéke, ha a < 1, kisebb legyen, mint egy konstans
entrépidja. Mar ebbdl a megjegyzéshdl sejteni lehet, hogy egy abszolat foly-
tonos eloszlias entropidja magasabb ,dimenzidjd’”’, mint egy diszkrét eloszlas
entropidja : barmely abszolut folytonos eloszlis entrépiaja, tekintet nélkiil
a (18) képlet altal megadott szamértékre, ,nagyobb”, mint barmely diszkrét
eloszlds entréopidja, tekintet nélkiil utébbi szamértékére.¥ Erre valé tekin-
tettel a (18) kifejezés dltal definidlt entrépiat egydimenzidju entrépianak
nevezzilk — szemben a diszkrét eloszlasok entrépidjaval, amelyet 0-dimenziéja
entréopianak neveziink, és a & abszolut folytonos eloszldst valészintségl
valtozo (18) altal definialt entrépiajat Hy(&)-vel jeldljik ; vagyis ha & sGrt-
ségfiiggvénye f(x),

-+ o

(19) H, (&) = — [ f(@) log, f(x) dx .

—®

Ezen Osszehasonlitdsra valé™tekintettel jeloltilk kezdettdl fogva a diszk-
1ét eloszlast valdszinlségi valtozok entropiajat H,-lal.

A tiizetesebb vizsgdlat kimutatta, hogy a 0 dimenziéju és 1 dimenzidja
entrépian kiviil még végtelen sok masfajta entropia is van. Barmely & valo-
szinliségi valtozéhoz, amelynek van entrépiaja, tartozik egy meghatarozott
d szém (0 < d < 1), amelyet & eloszlisa dimenziéjanak neveziink, tovabba
tartozik egy Ha(&) szamérték (ha d =0, 0 < Hy(é) < + oo, ha 0 <d < 1,
akkor — oo < Hy(é) £ + oo), amelyet d-dimenzidju entrépidanak neveziink.
Ha & eloszldsa d-dimenzidja és 0 < ¢ < d, akkor H.(§) = + oo ha pedig
d < c¢ £ 1, akkor H,(§) = — oo. Minden 0 és 1 kozé es6 d szamhoz tartoznak
olyan valdszintiségi valtozok, amelyek eloszldsa pontosan d dimenzidju,
rogzitett d érték mellett a Hy(&) dimenzidjt entrépia szamértéke még — co-t6l
+ oo-ig valtozik ; ha 0 < d; <dy, <1 és & és 5 két olyan valdszintiségi
valtozo, hogy & eloszlisa d; dimenzidja, n eloszlisa pedig d, dimenziéju,
akkor & entrépidja — szamértékre valé tekintet nélkiill — kisebbnek tekin-
tend8, mint 7 entrépidja, tekintet nélkill utobbi szimértékére.

Ha & egy diszkrét eloszlast,  pedig abszolut folytonos eloszlasu vald-
szinlségi valtozo, és { eloszlasa & és n eloszlisdnak b és ¢ = 1 — b stlyokkal
valéﬁkeverésével szarmaztathato, akkor { eloszlisa c-dimenzidju.

1) Ezt megvilagitja példaul a kovetkezé megjegyzés is : a (0,1) intervallum egy
@ pontjanak meghatarozdsidhoz végtelen sok diadikus jegy megadéasa sziikséges ; ha
ezek mindegyike 1/2 valésziniiséggel a 0 és 1/2 valészintiséggel az 1 értéket veszi fel,
egymadstél fuggetleniil, akkor, mint jél ismeretes, maga az x szém egyenletes eloszlasu

lesz a (0,1) intervallumban. Az egyes jegyek entrépiajanak ossze kell adédnia, tehét

egy a (0,1)-ben egyenletes eloszlasu & valészinliségi valtozora Ho(§) = 1 + 1 + ... + 7

+ 14+ ... = + oo. Ezzel szemben H,(§) = 0.
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Ilyenmédon tehdt a kiilonbozd valészintiség-eloszldsok entrépidi dbra-
zoldsédra nem elegend8 egyetlen szamskdla, hanem kontinuum szamossaga
kiilonboz6 szdmskaldkra van sziikség. :

A 2. §-ban azzal foglalkozunk, hogyan lehet megallapitani, hogy egy
val6szintiségeloszlasnak mi a dimenzidja, s ha ez d, akkor d-dimenziéji entro-
pidjanak mi az értéke.

A 3. §-ban azzal foglalkozunk, hogy kimutatjuk, hogyan lehet a dimenzié
és az entropia bizonyos plauzibilis tulajdonsdgainak posztuldldsival az entro-
pia kifejezését levezetni, vagyis az entropia altaldnos definiciéjat ugyanolyan
moédon megalapozni, ahogyan ezt HiNcsIN a 0-dimenziéji entrépidra vonat-
kozélag megtette.?

Az entrépiafogalommal az elmalt években Szinirp L. [7], GABor D. [8]
és D. BRiLLovinN [9] — [12] mas vonatkozdsban is foglalkoztak : a fizikai
kisérlet bizonytalansiginak és a megfigyelt rendszer entrépidjanak ossze-
fliggését vizsgaltak ; 10 szempontokbdl vizsgiltak a kérdést J. ViLLe [13]
és A. Branc-LAPIERRE [14] is; tul messze vezetne, ha mindezekre a
kérdésekre itt részletesen kitérnénk.

1. §. A statisztikus mechanikai entrépia, a Boltzmann-féle H-fiiggvény és
a valésziniiségszamitis entropia-fogalma kozitti dsszefiiggés®’

E § célja annak tisztdzasa, hogy a valdszinliségszamitdsi entrépia-
fogalom hogyan fiigg Ossze a statisztikus mechanika entrépia-fogalmaval.
A kérdést az egyszerliség kedvéért az idedlis gaz példijan igyekszink meg-
vildgitani. Ha N szamu, egyenként m tomeg(i atombdl 4ll6 egyatomos gaz
h6mérséklete 7', és a giz egy V kobtartalmt edénybe van bezarva, akkor
— ha a gdzt elegendd ideig magara hagyjuk — az atomok titkozése kovetkez-
tében egy olyan allapot fog kialakulni, amelyben az atomok eloszlésa az edény-
ben kozel egyenletes lesz, és az atomok sebessége kozelitSleg a Maxwell- .
eloszlast koveti, vagyis az atomok sebességénck komponensei egyméstol
fliggetlenek és kiilon-kiilon kozelit6leg normalis eloszlastiak, 0 varhaté érték-

kel és o = |kT|m szérdssal, ahol k a BorrzmAx~-féle allands. A giz egy
taldlomra ,kivdlasztott” atomjanak helye tehat az egész edényben egyen-
letes eloszlast, 3-dimenzids valészintiségi vektorviltozonak, az atom sebes-
ségének komponensei egyméstol és az atom helyétdl fiiggetlen normalis elosz-
last valészin(iségi véltozoknak tekinthetdk.

A 3. §-ban meg fogjuk mutatni, hogy érvényes a kovetkezd két tétel
(lasd : a (101) és (105) egyenleteket) : ;

A) Ha a { n-dimenziés valésziniiségi vektorvaltozé stirliségfiiggvénye
f(x), ahol ® = (@, @5, ..., @,;), akkor n-dimenzids entrépidja

5). Jelen dolgozat nyomdéba adasa utin jelent meg D. K. FAcayrIEV egy dol-
gozata [ K. PAOAEEB: ,K MNOHSTHM OHTPONMM KOHEYHOl BEepPOSITHOCTHOW CXeMsblL.’
Venexu Mamemamuueckux Hayx 11(1956) 227—231], melyben a 0-dimenziéji entrépié-
nak néhény egyszer(i tulajdonsagaval val6 jellemzését adja, valamivel kevesebb felte-
véssel mint A, J. HINCSIN.

6) E §-ban mindeniitt természetes logaritmust hasznélunk 2 alapt logaritmus
helyett, mert a statisztikus mechanikdban ez a szokésos.

2 A Matematikai Kutaté Intézet Kozleményei I./1—2.
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(20) H.0) = — j () log f(x) dx

ahol dx = dx,dx, ...dx, és az integral az egész n-dimenzids térre terjesz-

tendd ki. Specialisan, ha ¢ eloszlésa egyenletes a V kobtartalmt n-dimenzids
tartomanyban, (20)-bdl kévetkezik, hogy

(21) H.() = log V.

B) Ha &, &, ..., & fiiggetlen, abszoltat folytonos eloszlasu véaltozdk,
egyiittes eloszldsuk n-dimenzids entropidaja egyenl6 az egyes valtozék 1-dimen-
zi6s entrépidinak Osszegével.

Az A) és B) tételeken kiviil sziikségiink lesz tovabbé a normélis elosz-
las entrépidjanak kifejezésére. Ha & normalis eloszlast, m varhaté értékkel

(x—m)*
——¢ 29" | tehat
J2no

és o szérassal, akkor sfirliségfiiggvénye

+oo
(22)  Hy@ =J

1 logvgzo —~—) dx = log o 27 .
V270

Ennélfogva, ha &, &, & jelolik egy atom sebességének koordinatait és t
a helyzetét jellemz6 vektort, akkor az atomok, illetve az azt jellemz8 a =

= (&, &a.7°Cs, ) 6-dimenzibs valdszintiségi vektorvaltozénak az entrépidja,
(21) és (22), valamint B) szerint :

(28) Hy(d) = Hy(&) + Hy(&) + Hy(&) + Hy(0) = 3log (s)27e) + log V.
Figyelembe véve, hogy o zl/ Iﬁmg , kovetkezik, hogy

2mek

(24) H(a) = ;2;— log7 + log V —}—g log

Mivel minden egyes atomnak ennyi az entrépidja, ha Osszesen N atom van
jelen, az egész I' giz entropidja
2mek
(24) H,o(I") = NQ log T + log V + 5 log _”3)
m

Az entrépia termodinamikai definiciéja, mint ismeretes, a logaritmus
alapjdnak vélasztasitél és a k faktortdl eltekintve, ugyanerre az eredményre
vezet, vagyis, ha § jeloli a termodinamikai entrépiat,

(26) Sszé logT—]-logV—l—c)




AZ ENTROPIA FOGALMAROL 19

ahol a ¢ konstans értéke nem fiigg sem a kobtartalomtél, sem a h8mérsék-
lett6l.?
BoLTzMANN [2] az tgynevezett H-fiiggvényt® a

27) _ H :J {(2) log f(z) dx

képlettel definidlta, vagyis (a logaritmus alapjanak megvalasztisitdl eltekintve
a Borrzmann-féle H-fiiggvény azonos a valdszin(iségszamitdsi entrépia
(— 1)-szeresével,

Az elmondottak a legvaldsziniibb allapotra vonatkoztak ; azt kapjuk,
hogy a Borrzmanx-féle H-fiiggvény értékének (—1/log 2)-szerese azonos a
rendszer valészin(iségszamitdsi entropidjaval. Most vizsgdljuk a statisztikus
mechanikai entrépiat, amelyre a BorrzmanNN-féle S = klogW = — H + C
képlet érvényes, ahol W a pillanatnyi allapot valdszintisége, H meg az élla-
pothoz tartozé H-fiiggvény. Mivel maga a pillanatnyi allapot valészintiségi
valtozd, az § entrépia és a H-fliggvény is az. A legvaldszin(ibb 4dllapot entré-
pidja tehat az entrépidnak, mint valészintiségi valtozénak a maximélis értéke.

Nagy szamt részecskékbol allé6 rendszer esetében S dltaliban (az id6
legnagyobb részében) kizel lesz a maximélis értékhez. Ez az oka annak, hogy
az entréopiat, mint allapothatdrozét, és ennek maximumdt gyakran Ossze-
cserélik ; azonban a kérdés teljes tisztdzasa érdekében a két fogalom, az
entrépia mint allapothatarozé (amely tehat wvaldszindiségi wvdltozd) és a maxi-
malis (vagy valészinliségszamitasi) entrépia, mint a rendszert (az eloszldst)
jellemz6 konstans adat kozott helyes kiillonbséget tenni.

Nem segiti persze el6 a fogalmak tisztdzasit, hogy mind a két mennyi-
séget entrépidnak nevezik. Mivel nem akarunk a kialakult terminolégidtdl
eltérni, csak azt szogezziik le mégegyszer, félreértések elkeriilése végett, hogy
a valdszintiség-eloszlds entropidjanak a statisztikus mechanikiban nem az
entrépia, hanem egy konstans faktortdl eltekintve annak maximuma: az
egyensulyi allapot entrépiaja felel meg.

7) Ezt, mint ismeretes, a kovetkez6képpen bizonyitjak be : Ha S jeloli a termo-
dinamikai entrépiat, akkor
aQ
ds = I

ahol dQ a gazzal (reverzibilisen) kozolt hémennyiséget jelenti; dQ = dE + pdV, ahol
E a gaz kinetikus energidjat, p a nyomadsat és V a térfogatit jelenti. Ha a kinetikus
gézelméletbsl jol ismert E = 3/2 ETN képletet, tovabba a pV = NkT ghztorvényt
felhasznéljuk, kovetkezik, hogy

3 av
dQ = & NWT + NkT %,
tehét
dS:%NkéTz_’+Nki‘ZI/K és gy S:Nk(%logT+logV+c)

vagyis, mivel az additiv dllandé a termodinamikdban énkényesen vélaszthaté, tehat
a termodinamikai entrépia egy konstans faktortél eltekintve egyenld a géz valdszin(iség-
szamitdsi entrépidjaval.

8) A H-fiiggrény elnevezés nem szerencsés, hiszen valéjdban egy eloszlashoz,
illlgtve slirliségfiiggvényhez rendelt funkcionalrél van sz6, helyesebb volna a H-funkciondl
elnevezés.

2%,
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A helyzetet még bonyolitja, hogy mig a H-figgvény kiszdmitdsinil a
folytonos eloszlassal szamolnak (egyenletes térbeli eloszlds, a sebesség Max-
well-eloszldsa), ezzel szemben a W allapot-valdsziniliség kiszdmitdsandl a
fazisteret véges sok cellira bontjak, és a rendszer (pl. egy idedlis giz) lla-
potat azzal jellemzik, hogy a rendszert alkoté részecskék a fazistér cellaiban
hogyan oszlanak meg. Ez az oka bizonyos additiv tagok felléptének. Ha a
fazistér celliinak valdsziniiségei egyenl6k, és a k-adik celliban N részecske

n
van ¥ N ;= N, akkorennek az eloszlisnak a valdszinfisége a polinomidlis
k=1

eloszlis képlete szerint
|
(28) N! 1

N,IN,!...N,! oV

volna, ha az N, szidmok nem volndnak aldvetve a Z‘ N, E, = E feltételnek,

ahol E, a k-adik cellihoz tartozé energiaérték, E ped1g az egész rendszer
osszenergiaja ;  ezért csak azok. az " ( Ny, Na, . N) eloszlasok lehetsé-

gesek, amelyekre a \ Nk N feltétel mellett a 2 N.E, = E feltétel is

teljesiil ; a megengedett eloszlashoz tartozé waloszmuseg ezaltal csak egy
allandé faktorral valtozik meg ; minden tagot el kell osztani az dsszes megen-
gedett eloszlasok valészinﬁségeinek osszegevel, tehat

N!
NN, 1o Nal

ahol ¢ nem fiigg az N, szamoktdl. Szamitsuk ki W kozelité értékét, abban az

(29) : =0

esethen, ha az N, szamok mind igen nagyok. Legyen ZTVVE = fi, akkor a Stir-

ing-formula szerint
(30) log W ~ —N > filog fi + loge,
=1

vagyis W logaritmusa egy additiv dlland6étol eltekintve ardnyos az empirikus
eloszlds entrépidjaval, vagyis az allapotvaldsziniliség logaritmusa (az allapot
entrépidja) kozelitéleg ardnyos az empirikus eloszlds entrépidjaval. Ennél-

n
fogva a legvalészinlibb allapot az, amelynél — Z‘ fr log f;, maximélis ; itt
természetesen a \ I = FE:¢8 ka Hr— 71117— mellékfeltételeket tekintetbe kell
A 1 h=1

venni, Egyszer(i szimitédssal (az tgynevezett Lagrange-féle multiplikédtor-
madszerrel) adédik, hogy ez akkor kovetkezik be, ha

(31) fy= Ae—pEs,

i n n E’ i
hol a 4 és g allanddék a =1 és E, = — egyenletekbdl hataroz-
ahol a 4 6 f dllandsk & > e B= o8y
haték meg.
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Ha most a vizsgalt rendszer egy V' kobtartalmua edénybe zart, m tomegl
atomokbdl all6 idedlis egyatomos gaz, felhasznidlva az E/N =3/, kT Gssze-
fiiggést (amelyet ebben a vonatkozasban a hémérséklet definicidjinak lehet
tekinteni) és feltéve, hogy a fazistér egyenlo valészintiségli celldi egyenld
(egységnyi) kobtartalmt térrészeknek és a sebesség-komponensek terének
egyenld kobtartalmi térrészeinek felelnek meg, az Osszegeket kozelitéleg
integrélokkal helyettesitve adddik, hogy az A és f 4llandék a kovetkezd
feltételeknek kell, hogy eleget tegyenek

+ o 4+ o0 4
(32) L fff S
4+ 4o oo kT
@3 “mvaf | J<x2+y2+z2)e‘-"z"”‘””‘+‘ dwdydz = T

—00 —0 —®

A (32) egyenletbdl adddik, hogy

(34) VA (V% )3 =1

A (33) egyenletbéil pedig

2\ 8 T
(35) ; m VA U mp J e
Tgy nyerjiik, hogy
2
(36) e I R e LU
1okl VI

Ezen Osszefiiggések alapjan az entrépia maximuméra a

H~—N2fk10gf/+10g0*—N \fk(logA BEy) + loge =
=1 =1
= — Nlog 4 + BE + logc
tehat

(37) | H:N(glogT+logV)+0

eredményt kapjuk, ahol C-be foglaltuk 6ssze az dsszes 7'-t61 és V-t61 nem fiiggd
tagokat. Ilyméodon - ezen az fGton is eljutottunk az idedlis gdz (maximalis)
A kérdés tovabbi megvﬂagltasara foglalkozunk most a héatadas tgy-
nevezett EHRENFEST-féle modelljével.? Ez a modell, mint ismeretes, a
kovetkezd :
Két urnaban osszesen N szdmu golyé van, amelyek 1-t61 N-ig meg
vannak szdmozva. Ugyanakkor egy dobozba N 4 1 cédulat helyeziink,

9 Lasd példaul M. Kac [15].



22 : BALATONT JANOS—RENYI ALFRED

melyek 0-t6l N-ig vannak megszamozva.l? Kihtizunk egy céduldt a dobozbdl.
Ha a nullat htzzuk, nem valtoztatunk semmit, ha pozitiv szdmot htztunk,
megkeressiik a kihtizott szimmal megegyez6 szdmozast golydt és azt attessziik
a masik urndba. Ezutdn a kihazott cédulat a dobozba visszahelyezziik, a
cédulakat osszekeverjilk, egy tjabb céduldt huzunk, és igy tovabb. A sta-
cionér eloszlds, mint ismeretes, a kovetkez6 : ha W, jelenti annak a valdszi-
ntiségét, hogy az els6 urnaban pontosan k golyé legyen, akkor

N5
(38) Wk:(k,2"‘”

vagyis a stacioner eloszlas N-edrendi binomidlis eloszlis N/2 varhat6 értékkel.

Konnyen be lehet latni, hogy ez a sztochasztikus folyamat reverzibilis
Marko v-léne, tehat, ha AYY azt az eseményt jeldli, hogy az m-edik htzas
utdn az els6 urndban % golyé van, akkor

(39) . P(APArEm) — P(A™ A{n+m) |

vagyis P(4{"t™ | A{M)-val jeldlve annak a feltételes valészintiségét, hogy az
(n + m)-edik htizds utdn az els6 urndban ! goly6 legyen, ha az n-edik huzas
utan ugyanott £ golyé volt,

(40) P(A[™) P(A{+™] AM) = P(4{™) P(A{+™| A(D) ;
mivel a folyamat stacioner, s igy P(4A{) = (ZZ) 2LN k= 1,2 0508
és P(AG+™ | AM) — P(AIM | AD) , tehit
(2]
(m)| 40)

(41) il S i g (BT =01, oilNym=1 20k

P(4™] 49) (N )

l

(41)-et a kovetkez6képpen lehet belatni: legyen a rovidség kedvéért
P(A™|A®) = p,(l| k), akkor fennall a kovetkezé két rekurziés formula :

1
== ) (12 i ams b LA me= k
(42) Pm(l| k) Vo1 WX — I)P\ (0 — 1k)+ Pm-1(l|k) +
8 + (I + 1) pna(l 4 1]k))
es
1
= = ({pmalkll = .
(43) Pm(k|1) o1 (I Pm-1(k[l — 1) + pr-a(k|?) +

+ (N — 1) pm—a1(k|l + 1)) .

10) A modellnek az a médositasa, hogy egy 0-val szdmozott cédula is van a doboz-
ban, Vincze IsTvANtél szarmazik. Ennek az az elénye, hogy a stacioner hatareloszlis
paros és paratlan szamu huzas esetére ugyanaz.
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Bevezetve a

(84  Quup = 22D

o)
"
jelolést, a bizonyitando (41) Osszefiiggés nyilvan

alakra hozhaté. Kounyen ellenérizhet6, hogy (45) m = 1-re fennall (csak az
l=1Fk+1ésl=1Fk— 1 eseteket kell megvizsgalni). (45)-6t teljes indukciéval
fogjuk bebizonyitani. Tegyiik fel, hogy (45), m helyett m — 1-et irva, minden
1 és k értékre (I, k= 0,1, ..., N) fenndll. Akkor, (42) szerint

7 Pm(l]E)
Qn(l|k) = N
(46) : (z )
_ (N =1+ Dpm-a(l — 1) + pm—1(|k) + (1 + 1)pm—1(l + 1]k)
N
@+ z)
és igy
1
Qm(l|k) = (1 @m-1(l — 1[k) + Qm-a(I| k) +
(47) S

+ (V= D) Qnall + 1]B)).
Az indukcids feltevés szerint tehat

1Qm-1(k|1 — 1) + Qu_a(k[D) + (¥ — ) @u_a(k|1 + 1)
N +1

(48)  Qn(llk) =
és igy
1 P11 — 1) + Proa(®k]) + O — 1) pmeae|T + 1)
N
N
( k) & +1)

49) Qu(l[k) =

és igy (43)-at felhasznilva kovetkezik, hogy

(50) Qulll}) = %"” — kD),
e

amivel kimutattuk, hogy (45) m — 1-r6l m-re kovetkezik.
Ha tehat az l-edik dllapot A-szor valdsziniibb, mint a Zk-adik dllapot,
akkor a k-adik allapothdl az l-edik allapotba m lépésben vald atmenet vald-
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szintisége A-szor akkora, mint az l-edik dllapotbdl a k-adik allapotba m 1épés-
ben valé atmenet valdszinlisége. Ebb6l vilagos, hogy miért latszik a valo-
jaban reverzibilis folyamat irreverzibilisnek. Ez az tgynevezett LoscHMIDT-
féle ellenvetés legegyszertibb céfolata.
Vizsgéljuk meg az entrépia kérdését is az EERENFEST-modell esetében.
Ha a rendszer a k-adik dllapothan van, statisztikus mechanikai en-
tropiaja -

: : 1 (N
51 REIGW, w{ :
(51) g Wi g oN k)
Mivel a Moivre—Laplace-tétel szerint, ha % kizel van N/2-hez
1 2
. w2
nN

tehdt (51)-b8l és (52)-bél
(53) SN_QN(__M) +._ Og,4

Természetesen itt is fenndll, hogy a statisztikus mechanikai entrépia egy
additiv allandé6tél eltekintve ardnyos az empirikus eloszlds valészin(iség-
szamitdsi entrdpidjival, ugyanis, ha 2 kozel van 1/,-hez Taylor-sorfejtéssel
nyerjiik, hogy

- 2

(54) —xlogx—(l—x)log(l—x)~log2—2(m—%).
Ennélfogva :

/e v k E N—F%k N—Lk
55 —2N|—=—=] ~ —Nlog2— N|— log — lo
(55) (N - g [N s+ T Lo N]
és igy (58) és (b5) osszevetéséhdl

k k' N—Fk N — 1 2

56 S~ —N|—log — lo — Nlog 2+ ~log —,
(56) (N E She s ) g2+ log —
tehat
(87) : S~NH, +0,

ahol H, a pillanatnyi empirikus eloszlds entrépidjat jeloli. Mivel az entrépia
csak egy additiv dllandétdl eltekintve van meghatdrozva, feltehetjiik, hogy
C = 0, vagyis, hogy

(58) TN
Az empirikus eloszlds entrépidja természetesen akkor maximélis, ha & = N/2
illetve paratlan N esetében, ha k = (IV 4 1)/2, ez esetben
Hy—log 2
és
Smax == N lOg 2 .
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Megjegyzend8, hogy Smax nem azonos a { W, } valdszintliségeloszlds entrépia-
javal. Smax ugyanis kizarélag a legvalészintibb allapottdl fiigg és azt fejezi
ki, hogy a legval6sziniibb éallapotban az egyes részecskék elhelyezkedésére
vonatkozdlag mekkora bizonytalansdg all fenn. Mivel a legvalészintibb alla-
potban (paros N esetében) minden golyd egyforma valészintiséggel helyez-
kedhet el mindkét urniban, egy golyéra vonatkozdlag a bizonytalansig
log 2, N golyéra N log 2.

A statisztikus mechanika entrépia-fogalma mindig egyetlen eloszldsra
vonatkozik, és az egyes részecskéknek a fazistér celliiban val6 eloszlisira
vonatkoz6 bizonytalansig mértéke.

Az az osszefiiggés, hogy az eloszlds entrépidja egy additiv alland6tol
eltekintve megegyezik az eloszlds valdszintiségének logaritmusdnak maxi-
maximuméval is, nemesak a statisztikus mechanikéaban 4ll fenn, hanem meg-
adhaté egy altaldnos valdszin(iségszamitési tétel, amely ezt az Osszefiiggést
kifejezi.

Az egyszer(iség kedvéért ezt az Osszefiiggést nem teljes dltaldnossaghan
vezetjiik le.

Legyenek &, &,, ..., &y fiiggetlen valészinliségi véltozdk, amelyek n
kiillonbozd értéket, pl. az ¥y, ¥s, - - ., Yo értékeket egyforma valdszintiséggel

veszik fel, vagyis
1 :
P(Ek:y]):% (l{,‘:l,2,...,N;7:1,2,...,77/)-

Akkor egyiittes eloszlasuk entrépidja :
(59) e — Flals B o0 6n) =N lop S

Figyeljik most meg a &, &, ..., & viltozdk értékeit egy kisérletnél:
legyenek ezek ,,@,, ..., @n. Jelolje N, az @3, @,, ..., ¥y szdmok kozil az
Yi-val egyenl6k szamét és legyen f, =N, /N az y, érték relativ gyakorisiga
k=1, ...,n). A kapott (f;,fs, --.,fs) empirikus eloszlas létrejottének
val6szintisége nyilvin

!
(60) W= 15 e
NN, ... N, oV

Ha N nagy n-hez képest, az N, szdmok nagy valdszintiséggel kiozel lesznek
N/n-hez, tehat mind nagy szamok lesznek és igy alkalmazhaté N, ! kozelité
kifejezésére a Stirling-formula. fgy kapjuk, hogy

(61) logWeo— N X filogfe+ 0y,
k=1
ahol

n—1

: C,= —logn® (2zN) %,
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Miésrészt figyelembevéve, hogy ha  — o, lgen kicsiny,

=]

1 1
—xlogxw;logn—}—(x - ﬁ,’ (logn — 1) —h n

2

n 12
N - Ng(fk—%) %
(62— Xflogfi~ Nlogn — et v

n

és igy

ahol x? a jélismert Prarson-féle y2-eltérés az (fy, ..., f,) empirikus eloszlas
és a megfelel6 (1/n, ...,1/n) elméleti eloszlis kozott. Ennélfogva a kovet-
kez8 Osszefiiggésre jutottunk :

5 2
(63) IOgWN—NZfklogfk+01:H0_%+Ol,
=1

vagyis a minta valdsziniiségének logaritmusa egy additiv és a mintdtol nem figgo
konstanstdl eltekintve kozelitileg egyenld a minta empirikus eloszldsa entropid-
janak N -szeresével (ahol N a megfigyelt értékek szdama), tovibbd wugyanazon
additiv dllandotol eltekintve kizelitdleg y*/2-vel kisebb, mint a kisérlet entrépidja.
Ezt az Osszefiiggést a kovetkez6kben BorrzMANN tételének fogjuk nevezni.

A valdszintliségszamitds szempontjabdl kiemeljiikk (62) alabbi kévet-
kezményét :

Ha egy & valdszin(iségi valtozé n killonboz8 értéket egyforma valdszi-
niiséggel vesz fel, és & értékére N szamu megfigyelést végziink, akkor,ha N
elég nagy, 1-hez kozeli valdszintiséggel

%2
Ho(E) — Hy(z) ~ EZV,

ahol H(&) jeloli & entrépidjat, Hy(z) az n megfigyelt érték empirikus elosz-
lasanak entrépiajat és y? a megfigyelt értékek empirikus eloszldsa és & elosz-
lasa kozotti Pearson-féle y2-eltérés. A nyert osszefiiggéshdl kovetkezik, hogy
eltérése kozelit6leg y%eloszlasu valdszinliségi valtozd, ha maga a & valtozo
Osszes értékeit egyenld valdszintiséggel veszi fel.

srer

Legyen & egy tetszdleges korldtos valészin{iségi valtozo ; legyen &M =
= [n€]/n, mésszéval &M =k/n, ha kin < E<(k+1n (=0, +1,
+ 2, + ...), vagyis §M-et ugy kapjuk hogy & értékét lekerekitjik 1/n
legnagyobb &-nél még nem nagyobb tébbszorosére; ha példaul n = 107,
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akkor &M értékét & értékébdl gy nyerjik, hogy & értékét végtelen tize-
destortben fejtjiik és csak s tizedesjegyet tartunk meg.

Ha £ < K, akkor &™ lehetséges értékeinek szdma 2Kn és igy
H(£™) < log, 2Kn = log, n + log, 2K. Ennélfogva

(n)
(64) lim supm <<
nse  log, m

Ha létezik a

(65) ' d(&) = lim HE?)
n—o  log, n

h-a,tlérérték, akkor a d(§) szdmot (0 < d(§) < 1) & eloszldsa dimenzidjdnak nevez-
zitk. Legyen d(§) = d ; ha létezik a (véges)

(66) lim [H,(¢™) — d log,n] = Ha (§)

N— 3

hatarérték is, akkor a Hu(&) szdmot & eloszlisa d-dimenzids entropidjdanak
nevezzilk.

Koénnyen be lehet latni, hogy ha & eloszlisa abszolut folytonos, és &
stirliségfiiggvénye, f(x), szakaszonkint folytonos, akkor d(§) =1, és

+ oo
(67) H, () = — j () log f(x) da

ugyanis
Sl
B+l

Ia
H, (M) = ZAkF log2 5= J x) dx logzj f(z)
k

n

L 2 [f(zk) log, f(zx) %] + log, n
3

(Itt kfn < 2, <(k+1)/n és A, F = F((k + 1)/n) — F(k/n).) Ha & diszkrét
eloszlasu, P& =x)=px (k=1,2,...), ahol z;5£a, ha js£Fk, akkor
Ho(€) = >’ pi log, py, feltéve, hogy utébbi sor konvergens.

k=1
Ha tekintiink egy{ p } diszkrét eloszlast, amelynek létezik a (0-dimenzi6ja
entrépidja és egy f(x) szakaszonkint folytonos sfirtiségfiiggvényli korlatos és
abszolut folytonos eloszlast, és képezzitk ezeknek az eloszlisoknak a keve-
rékét p és q sulyokkal, a kapott eloszlds entrépidja g-dimenzids lesz és
értéke a kovetkezd képlettel fejezhetd ki :

(68) H, = — qj f(2) log, f(x) do — p 2 prlog, P — plogy p— qlog,g.
k

=1
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Igen édltaldnos feltételek mellett érvényes a kivetkezd Osszefiiggés :
ha a & (=1, 2, ...,n) korlatos valdszinliségi valtozok értékkészletei ide-
genekll) és & eloszldsdnak dimenzidja d, = d(&;) és & dj-dimenziéja entrd-
pidja, Hy (&), 1étezik, és vessziik a &, valtozok eloszlasainak g, salyokkal a
keverékét, tovabba £ egy ilyen keverékeloszlast valtozd, akkor

(69) ' d=d(l) = >‘ ¢ d(&)
= k 1
és
(70) H.(0) = > Ha (&) ~_: 9 10gs i,
k=1 k=1

vagyis a keverékeloszlds dimenzidja az egyes eloszldsok dimenzidinak a keverd-
sulyokkal silyozott kizépértéke és a keverékeloszlds entrépidja egyenld az egyes
komponensek entrdpidinak a keverdsilyokkal siulyozott kozépértékének és a keve-
rdeloszlds entréopidjdnak osszegével.

A mondottakat megvilagitja a kovetkez6 megjegyzés: Ha a & valo-
szintliségi valtozd eloszlasa d = d(&) dimenziéju és d-dimenzidju entrépidja
H,(¢) = H, akkor, ha n— oo

(71) (f[ﬁil) dlog,n + H + of1).

Megforditva, ha egy & valdsziniiségi véaltozora
(72) H, (an&_]) = Alog,m + B + o(1),

ha n — oo, akkor 4 = d(§) és B = Hye (§). Ha a & (korlatos) valtozéra nem
érvényes (72) alakt aszimptotikus relacié, akkor & entrépidja nincsen értel-
mezve. :

Eddig csak korlatos valészintiségi valtozdk entrépidjat értelmeztiik.
A dimenzié és a entrépia értelmezését bizonyos, nem korlatos valtozdkra
is kiterjeszthetjik; e kérdéssel azonban itt nem foglalkozunk.

3. §. A dimenzi6 és az entrépia jellemzd tulajdonsagai

Nevezziik eleminek azokat a valdszintiség-eloszlisokat, amelyek el6-
allithatok, mint egy véges diszkrét valdészintiség-eloszlas és egy olyan abszolut
folytonos valdszintiség-eloszlds keveréke, amelynek stiriségfiiggvénye egy
véges intervallumban szakaszonként folytonos és azon kiviil eltlinik. Tegyiik

1) Azon, hogy a & és n valdszintiségi valtozok idegen értékkészlettliek, azt értjiik,
hogy a szdmegyenes barmely £ Borel-halmaza felbonthaté olyan idegen F; és K, halma-
zokra, hogy P(§e ;) = 0 és P(nell,) = 0 (ezt Ggy szoktak kifejezni, hogy a két valtozé
altal szarmaztatott mérték ortogondlis). Vegyuk észre, hogy egy tetszdleges diszkrét
eloszldsu valtozb és egy tetszdleges abszolut folytonos eloszldst véltozé értékkészlete
idegen.
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NG

fel, hogy minden & elemi valdszintiség-eloszlisti val6szintiségi valtozéhoz
hozz4 van rendelve egy d(§) =d és egy H,(£) szdm, amelyek eleget tesznek az
aldbbi feltételeknek!2)

la. 0 <d(é) < 1; d(€) csak & eloszlasatdl fiigg. Ha P(§ = a) =1,
akkor d(§) = 0.

1.b. Hai(é) csak & eloszlasdtol fligg ¢ H (&)= 0:68 'ha P(E=a)=1;
akkor Hy&) = 0,

2.a. Ha y = f(z) olyan fuggveny, hogy ha « =~ 2’, akkor, f(z) =+ f(2’)
tovabba & olyan valdszinliségi valtozd, amelyre d(§) = 0 6s n = f(&), akkor
d(n7) = 0 és Hy(n) = H(é).

2.b. Ha & és n tetszbleges elemi valoszmusegl valtozék ésn =&+ C,
ahol C allandé, akkor d(n) = d(§) = d és Hy(n) = Hu(§).

8.a. Ha E eloszldsa a &, &, ..., &, idegen értékkészletli valtozok elosz-
lasdnak ¢y, gy, . ..,q, sulyokkal vett keveréke, akkor

d&) = SadE).

3.b. Ha { eloszlasa a &, &, ..., &, idegen értékkészleti valoszintiségi.
véaltozok eloszlasdnak ¢, g5, ..., qn sﬁlyokkal vett keveréke és 7 egy olyan
valészintiségi valtozo, amely az 1, 2, ,n értékeket rendre ql, (R A

valészintiséggel veszi fel, akkor bevezetve a d; = d(&) és d = \ ¢y, jelolé-
seket f=1

mm:ﬁmHmm+me

k=1

Megjegyzés : Az l.a., 2.a. és 3.a. feltevésekbdl kivetkezik, hogy bar-
mely & diszkrét eloszlast (elemi) valészintségi valtozéra d(&) = 0, ugyanis
minden diszkrét valdszin(iség-eloszlds felfoghaté, mint elfajult valdszintiség-
eloszlasok (konstansok eloszlasainak) keveréke. Ezért irhaté 3.b.-ben Haq,) ()
helyett Hy().

4.a. Ha a &, diszkrét eloszlast valészintiségi valtozoé eloszlasit a Prrc
(k=1,2,...,N) szamok alkotjak és hm b = (i D0 e gy

tovabba & egy olyan valészinfiségi valtozo, amelynek eloszldsat a p, szdmok
alkotjak, akkor lim Hy(&,) = Hy(&).

n—o
4.b. Ha &, elemi. abszolut folytonos eloszldsti valészintiségi valtozo
amelynek stiriségfiiggvénye f,(z) és a-ben egyenletesen lim f,(z) = f(2),
n—o

tovabbd & olyan valdszinfiségi véltozé, amelynek sfirtiségfiiggvénye f(x)
akkor

lim d(&,) = d($)

NnN—

Lim Hye,(6n) = Haw(8) .

N— 0

12 E feltételek lényegesen enyhitheték volnénak, erre azonban itt nem téreksziink.
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5.a. Ha P(5 = 4+ 1) = 1/2, akkor Hy¢&) = 1.

5.b. Ha & egyenletes eloszlasti a (0,1) intervallumban, akkor d(¢) =1
éS HI(E) ==0:

Az 1. — 5. feltevésekbol kovetkezik, hogy ha E valdszindiség-eloszldsdt

@ Pys Pas - .5 Pn S2amok alkotjik, akkor Hy&) = Z P log, py, tovabba, ha

=1
& tetszoleges elemi eloszldst valdszintiségi vdltozd, akkor a di&)=d é Hy¢&)
szamok a

HO([—ZE—J) =dlog,n + Hd(E) + o(1)

aszimptotikus reldcionak tesznek eleget, wvagyis d(&) és Hy(&) azonosak o
2. §-ban definidalt dimenzidval, illetve entrdpidval.

Bizonyitas : El6szor bebizonyitjuk, hogy az 1.b., 2.a., 3.b. és 4.a. felte-
vésekbdl kovetkezik, hogy ha P(& =x,) =p, (k= 1,2, ..., n), akkor

Hy(é) = — 1 > pilog, p; .

F=1

Legyenek ugyanis n, m és k tetszbleges, a kn<m < (k+1)n
egyenlGtlenséget, kielégité pozitiv egész szamok. Legyenek &, &, ..., &1
véges, diszkrét eloszlast és idegen értékkészletli valdszintiségi valtozok ; &;
lehetséges értékeinek szdma legyen n és vegye fel értékeit rendre 1/n valészin(-
séggel (j=1,2,...,k). &+, értékeinek szdma legyen m — kn és vegye fel
ezeket rendre 1/(m — kn) valészin(iséggel. Legyen 7 olyan valészinfiségi val-
tozd, amelynek eloszldsa a &; valtozdk eloszldsdnak g; sulyokkal vett keveréke,
ahol gj=mn/m, haj=1,2, ...,k és gy41 =1 — kn/m.

Nyilvan n-nak m kiilonb6z8 értéke van és ezeket mind 1/m valészini-
séggel veszi fel.

A 3.b. feltevést alkalmazva és egy olyan valdszin(iségi valtozé 0-dimen-
zi6ja entrépidjat, amely r kiilonboz8 érték mindegyikét 1/r valésziniiséggel
veszi fel, a rovidség kedvéért H(r)-rel jelolve kapjuk, hogy

Hm) = F(n )+(1—@)H<m—kn>+Ho<C),

ahol ¢ egy olyan valészin(iségi valtoz6, amely az 1,2, ...,k értékeket n/m
valdszintiséggel, a &k + 1 értéket pedig 1— kn/m valdszintiséggel veszi fel.
Felhaszndlva 1.b.-t és a kn < m < (k + 1) n, vagy masképpen irva az
1 —mn/m < kn/m < 1 egyenlGtlenséget, addédik

(73) H(m) = (1——)H(n) (m ="n).

Most legyenek r és s tetszbleges primszamok ; adott N-hez tartozik
egy és csakis egy M, amelyre fennallnak az

M < gN < pM+1
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egyenlStlenségek. Alkalmazva (73)-at az n =M és m = sV, illetve n = sV
és m = rM+1 szdmokra, kapjuk, hogy

(74) H(sM) = (1 = %) H(r™)

és

(75) H(sN) < —I_S‘V H(rM+y.
T M1

Most bebizonyitjuk, hogy ha A4 és B tetszbleges pozitiv egész szamok,
(76) H(AB) = H(A) + H(B)

(76)-ot a kovetkezOképpen lathatjuk be : Legyenek &, &, ...,64 idegen
értékkészleti valdszinliségi valtozok, melyek mindegyike B szamu killonbo6z6
értéket rendre 1/B valdszintiséggel vesz fel és legyen 7 eloszlasa &, &,, ..., &a
eloszlasinak 1/A4 sulyokkal vett keveréke. Akkor # nyilvin AB szamu
kiilonb6z8 érték mindegyikét 1/ AB valészintiséggel veszi fel, és igy, mivel
3.b. szerint

i

Hy(n) = Z 3

(WIS

' Ho(§p) + H(4),

I
—

tehat
H(AB) = H(A) + H(B).

Ezzel (76)-ot bebizonyitottuk. (74)-bél, (75)-bél és (76)-bdl kovetkezik, hogy

M
(77) %(1—r—)g5“—)gM+l il
sN H(r) N yanae
M1
: ; SR S S logs . et
Mivel s és r kiilonb6z6 primszamok, 3 irracionalis.
ogr
Az ™ < sN < rM+1 egyenlbtlenségh8l adédik, hogy M < N i_og_s <
ogr
< M +1 és igy, hogy
(78) A [N loﬁ] ,
log »
tovabba, hogy
(79) Ly o
Nowo N  logr

Felhaszndlva azt a tételt, hogy ha o irraciondlis szdm, akkor az no— [na]
szamsorozat (n =1, 2, ...) mindeniitt slirlin helyezkedik el a (0, 1) intervallum-
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ban, barmely pozitiv e-hoz meg lehet vélasztani N értékét Ggy, hogy
0N %@ — M < & legyen, vagyis, hogy teljesiiljon az
logr
" 1

(80) M+1 7.1 —€

>

egyenl8tlenség. Masrészt valaszthaté N ugy is, hogy teljesiiljon a

W L AL T
log »
egyenl6tlenség, vagyis, hogy teljesiiljon a
M
(81) S
8 AR

egyenlStlenség. A (77), (79), (80) és (81) osszefiiggésekbdl kovetkezik,-hogy

(82 oge (1 o l) S e Jegeic ]
log r Ll = Hir) log s l
r
Legyen
(83) fiis P L i eVl
rae  logr r-o = logr
Nyilvdn (82) irhaté a
(84) H(r) (1 ﬁlj L HE) _Hi) 1
logr \ r) logs logr e
r

alakba is. (84)-b6l kovetkezik, hogy

(85) o g
log s

de mivel 2 < u, (85)-b6l kovetkezik, hogy 4 = u és hogy
(56) ey

log s
ha s torzsszam. Azonban (77)-bél kivetkezik, hogy ha az n szam torzsténye-
z8s felbontésa n = p'py’ ... pj’ (P1, Py, - .., pj torzsszdmok) akkor

i

(87) H(n) = > a; H(p)

i=1
(86)-bol és (87)-bdl kovetkezik, hogy
(88) H(n) = Alogn.
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Ez az 4llitds azonban nem més, mint bizonyitandé tételiink specidlis
esete. Vizsgaljuk most az dltalinosabb esetet, amikor. pl, Do, - - -5 Pn tetszole-
ges racionalis szamok. Legyen Poi=tgelo (i ie= 120 asicimy Salolig s g, - s

természetes szdmok és 2, gn = g. Legyen g, olyan valoszmusegl valtozd,

amely g, kiilonb6z6 értéket l/gk val6szintiséggel vesz fel, és tegyiik fel, hogyaz
e (k= 1,2, ...,n) valdszinliségi valtozdk értékkészletei idegenek. Képezziik
az 7, valtozok eloszlasainak p;, = ¢,/g stlyokkal vett keverékét, és legyen { egy
olyan valészintiségi valtozo, amelynek eloszlisa az igy nyert keverékeloszlas.

" Nyilvanvald, hogy a ¢ Valtozo Z'gk = ¢ szamu kiillonboz8 érték mindegyikét
h=
1/g valdszintiséggel veszi fel.
3.b. szerint

2 i n
(89) Ho(8) = > i Ho(mi) + Hy(£),
k=1
ahol & egy olyan valészinfiségi védltozd, amely az 1, 2, ..., n értékeket p,,
Doy - .+, P . Valészinliséggel veszi fel. Mivel Hy () = Alogg és Hymi) =
= A log g, tehat (89)-hdl
. n
(90) Hy(8) = — 2.3 plogp,.
k=1

A (90) Osszefiiggést eddig raciondlis p, szamokra igazoltuk ; azon-
ban 4.a.-bdél kovetkezik, hogy érvényes kell, hogy legyen az argumentumok
irracionalis értékeire is. fgy a (90) osszefiiggést tetszbleges véges diszkrét
eloszlasu valtozoéra bebizonyitottuk:

A A szam értéke 5.a. miatt 1/log 2 kell, hogy legyen. Ilyenmédon

log2 pk )

N:

(91) Hy (&)= —

k

Il

tehat allitdsunk diszkrét eloszlasu valtozdkra vonatkozo részét igazoltuk.
Megjegyezziik, hogy a diszkrét eloszlds entrépidjanak fentebb adott
jellemzése a Hincsin-féle targyalasbol - elsGsorban abban tér el, hogy nem
haszniltuk fel azt, hogy egy = tagh (py, ps, ..., pn) valdszinliség-eloszlas
entropidja akkor maximalis, ha p, =1/n (k= 1,2, ..., n). Ennek kovetkezté-
ben nem tudtuk eldre, hogy H(n) n-nek monoton novekvé fiiggvénye, ami
megnehezitette annak kimutatdsit, hogy a H(n) fiiggvényre fennalld

H(mn) = H(m) -+ H(n)

fiiggvényegyenleth8l kovetkezik, hogy H(nm) = Alogn. Az ugyanis régéta
ismeretes, hogy e fiiggvényegyenletnek nincs mds monoton névekvé megol-
désa, mint a 4 log n fliggvények (A > 0). A fenti bizonyitds lényege tulajdon-
képpen az, hogy ha a H(n) szamelméleti fliggvény eleget tesz a H(mn) =
= H(m) + H(n) fiiggvényegyenletnek és ,,majdnem monoton”, abban az

3 A Matematikai Kutaté Intézet Kozleményei I./1—2.
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értelemben, hogy fennall a H(m) = (1 —n/m) H(n) egyenlétlenség, ha m = n,
akkor H(n) = 4 log n.

Itt jegyezziik meg, hogy az entrépidra vonatkozélag még szdmos més
szélséértéktulajdonsdg ismeretes. Igy példaul az Gsszes olyan abszolut foly-
tonos eloszlasok koziil, amelyeknek strtségfiiggvénye az I intervallumon
kiviil eltiinik, az I-ben egyenletes eloszlasnak maximalis az entrépidja, az
Osszes abszolut folytonos eloszldsok kozil, amelyek szérdsa, o, adott, a o
szérast normalis eloszldsnak maximdlis az entrépidja. Ez a, normalis elosz-
14s egy érdekes jellemzése.

Most vizsgaljuk a (0, @) intervallumban egyenletes eloszlast & valészin(-
ségi valtozot, legyen ennek dimenzidja D, és D,-dimenzids entrépidja Ai(a). '
Ha a pozitiv egész szam, ez az eloszlas eléallithat6, mint a (0, 1), (1,2), ...,
(@ — 1, a) intervallumokban egyenletes eloszlasok 1/a stlyokkal vett keve-
réke. Ennélfogva 3.a.-bdl és 5.b.-bél kiovetkezik, hogy D, = 1, ha a pozitiv
egész szam, és 3.b.-bdl és 5.b.bol kovetkezik, hogy

(92) ha) = log, a

Ha a raciondlis szdm, a = b/c, ahol b és ¢ természetes szaimok, akkor a (0, b)
intervallumban egyenletes eloszlas eléallithaté, mint a (0, a), (a, 2q), ...,

((c — 1)a, b) intervallumokban egyenletes eloszlésok 1/c stlyokkal vett kéwe—
réke. Ennélfogva D, =1 és

(93)  h(b) = h(c) + h(a)

(92)-bdl és (93)-bdl kovetkezik, hogy ha a = b/c, akkor
(94) h(a) = log, s log,a

vagyis, hogy (92) tetszéleges raciondlis a-ra érvényes.

4.b. felhaszndldsaval kovetkezik, hogy ha a tetszéleges pozitiv szdm,
Do =1 és h(a) = log, a. Marmost legyen f(z) egy tetszoleges stirliségfiiggvény,
amely egy véges (— K, + K) intervallumon kiviil eltlinik és a (— K, K)
zart intervallumban folytonos 13) Akkor ugyanott f(z)log f(z) is folytonos,

+m
tehat a f f(x) log f(z) dz Riemann-integral létezik ; legyen & valdszintiség-
—w k1

”_u

stirliségfiiggvénye f(z) és legyen &, stirliségfiiggvénye g,(x) = n | f(¢)dt, ha

h i VP

=

e

<k:n*— = (k=0,+1, + 2,...). Nyilvanvalo, hogy &, eloszlasa a.

13) Az intervallum bal-, illetve jobboldali végpontjaban csak jobbrdl, illetve balrél
valé folytonossagot kétiink Ki.
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k+1
E k+1) . A : 3 ;
(7—?,, = )mtervallumban egyenletes eloszlasok ¢, = J f(¢)dt stlyokkal
k
n

vett keveréke, és igy d(&,) = 1, és

+ o

1
H,(¢n) =k2 4k (logz Friy log, Qk) 5
tehat
(95) Hl(sn) D :‘ 9k logznqk .
; foation

Mivel az integralszamitas kozépértéktétele szerint

nqk:f(xk) %gxk<]::;‘l’
tehat
= 1
(96) Hye) = — 3 | loga e |
k=—c

és igy 4.b. figyelembevételével lim d(§,) = 1 = d(&) és

k— o

+

(97) Hy () = lim H,(&) = — [ f() log, f(z) da

— 0

Az attérés folytonos sfirliségfiiggvényi eloszlasrél szakaszonként foly-
tonos stirliségfiiggvényti eloszldsra a 3.b. feltétel jbdli alkalmazasival tortén-
het.

Ha marmost & eloszlasa egy f(x) szakaszonként folytonos stirtiségfiigg-
vényli elemi eloszlas és egy { p,} diszkrét eloszlds ¢ és p stlyokkal vett keve-
réke, a mar bebizonyitott (91) és (97) Osszefiiggésekbdl, tovabb4a a 3.a. és 3.b.
feltevésekb6l kovetkezik, hogy d(§) = g és

k=1

+ o
(98) H &)= —gq f f(@) log, f(x) dw — p D' py logy pe— plogap —qlogyg.

Ezzel éllitasunkat teljes egészében bebizonyitottuk.

3*
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4. § Toébbdimenziés valésziniiség-eloszlasok entrépiaja

Legyenek &, &, ..., &  valoszinfiségi valtozék ;  értelmezziik
&, &, ..., & egyiittes -eloszldsinak entropiajit a kov etLezokeppen Ha az
[Lii, @ SRR [_n{fﬂ diszkrét véltozok egyiittes eloszlasinak entropiajdt
H{M-nel jeldljiik és ha n — oo, esetén fennall egy
(99) : : H™ = D log, n + H + o(1)
alaka relaci6, akkor legyen
(100) Ho(, &, ..., &) =H
és d(&, &, ..., &) = D és ez esetben nevezziilk a D szdmot a (&, 52, e 2

valtozok egyuttes eloszlasa dlmenmo]andk es a H szamot a 51, Sa) ...,§,

Y

azonnal adodxk hogy ha pl. a ¢ r-dimenzids Valowmuqegl vektorvaltozo
suxusegfuggvcnye a folytonos és egy || < R gombon kivil eltiin6 f(x) figg-
vény, ahol

A S e My [wi:fo—{—x%—{— N

akkor d({) = r és
+ o —+cc

(101) H, () = — j Jf ) log, f(x) dae,

— —o

ahol dx = dxl dx2 ) dw,

Py

nyes a kov otkezd tétel : Ha E és tetszoleges \aloszmuseox \altozok melyek
egyiittes eloszlasinak entrépidja értelmezve van és d(& {n) jeloli & feltételes
eloszldsanak dimenziéjat azon feltevés mellett, hogy % értéke rogzitve van,
to»abbd H i )(&|m) jeloli n rogzitett értéke mellett & feltételes eloszlisanalk

e

d(&|n)-dimenzidju entrépiajat, akkor (feltéve, hogy az oOsszes bevezetett
mennyiségek értelmezhetdk), :

102) d(§,n) = d(n) + d(&[n)

(
és
(103) " Hag &) = Hewy (1) + Haen (E]7).

Abban az esetben, ha & és 7}' fiiggetlenek, d(£|n) = d(&) és Hy(&|n) =
— Hy (&), tehit

(104) d(&, n) = d(&) + d(n)
és

(105) Hee, o (61) = Hd(f) (&) + Haey (1) -
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Ez a tétel érthetévé teszi, hogy egy r-dimenziés térben megadott abszo=
lat folytonos eloszlasnak a fenti értelemben is 7- dimenzids az eloszlisa és egy-
ben fényt vet az eloszlisok dimenzidja és a geometriai dimenzié fogalmanak
osszefiiggésére és érthetdvé teszi, miért neveztitk a d(§) szdmot & eloszlisa
dimenzidjanak.

Arra a kérdésre, hogy az e dolgoza,tban targyaltakon kiviil mely valo-
szintiség-eloszlasokra definidlhaté a dimenzidé és az entrépia, és egyéb nyitva-
hagyott kérdésekre egy tovdbbi dolgozatban fogunk visszatérni.
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3AMEYAHHWSA OB SHTPOIIMH
s1. BAJIATOHBU u A. PEHbU

Pesome

Llenb nHacrosimeir paboTsl — 000CHOBAHME MOHSATHSI S9HTPOIMH B TEOPHHU BEPOATHOCTEI.
A. 51. XMHYHMH [6] mu3yvan auiib SHTPONKIO KOHEYHOTO AMCKPETHOTO pacrnpesneneHust. B Teo-
puM FHpOpMauMy BCTPEYACTCS M SHTPONMS HEKOTOPBIX HENPEPHIBHBIX pachpefeneHui

-BepoATHOCTeH. OHAKO, U3YUEHHUE SHTPOITMH JUIST 9THX pacnpeaeneuuﬁ B TOM CMBICJIE B KAKOM
910 cAenan XWMEYMH sl ciayvyas AMCKPETHBIX pacnpeaencHuil, He GbUI0 TPOBEAEHO.

B Xoze nccie/1oBaHus BbISICHUIIOCh, YTO Ut XaPAKTEPUCTUKN SHTPOIMK (Mepbl Heornpe-
JEJIEHHOCTH - PACIpe/IesIeHNsT) HE 0CTATOYHO OJHOT0 4mciia, a Tpedyercsi ABa yucia. Mbl BBe-
JIEM JUIST HUX cneuyloume Ha3BAHMS : PABMELHOCTb M OTHOCSLIASICA K JAAHHOM , paSMEPHOCTH
SHTPONHSA. . : y Sk ; “
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B § 1 u3yuaercsi cBsidb mexly H-pynkuueir BOJLIMAHHa, MOHATHEMIHTPONHUU CTa-
THCTUYECKOW MEXAHMKH M IIOHSITUEM SHTPOIMH TEOPUHM BEPOSITHOCTEIA.

Ha mnpumepe n/eajbHOr0 rasa HOKa3bIBACTCH, 4TO (U3MYECKAss IHTPOIUST €CTh CIly-
yaiiHasi BEJMYMHA, KOTOPAsl COBIANAET C TEOPETHKO-BEPOSITHOCTHOW SHTPOIMEH MOMEHTAb-
HOTO pacripejeneHust B (a3oBom mpocTpaHcTBa (€csiu He o0pamiaTh BHUMAHMS HA BLIOOP €/IM-
HUIBI u3Mepenusi). B atom >xe §-€ uccaenyercss Mojienb Teruionepenayn YPEH®ECTa.

* B § 2 onpeaensiercst pasMepHOCTb M SHTPONUS pacHpeieseHuil BEPOSATHOCTEMH.

Ecinm & — cayvaiiHasti BeaMynMHA C JAMCKPETHBIM — pacnpenenenuem, P(& = ax) =
=pr(k=12,...; Zpr=1) pasmepHOCTb €¢ pacnpeIeseHust CYNTACTCsI PaBHOM
HyI0, a €€ (O-mMepHasi SHTPOIMS sl KOTOpoH BBoauTcst obOo3Hauenne H (&) ompenensiercs
(dopmynoit LIISHHOHa

H(&) = — > prlog, pi
k=1

ecau psim (1) cxomuresi. Iycrs & nobast orpaHuyeHHasl ciydaiiHasi BennunHa, u [2] 0003-
Hayvaer IeayIo 4acTh yucia x. Ecam uMeeT MecTo COOTHOIIEHHE

[n €]

Ho (%) = d1ogsn + 1 + o)

rie d ¥ m TOCTOSIHHBIE, TO pacrpejeneHne & Has3biBaeTcst d-MEPHBIM, a YMCJI0 72 HA3bIBACTCS
d-mepHoit suTponueit pacnpenenerns & u obo3navaercst yeped Hqa(&) JlokasbiBaeTcst 4TO €CiIN
QyHKUMA IUIOTHOCTH f(x) ciyvaiiHoif BeauuuHBl & KyCOYHO HEIpPEphiBHA HA HEKOTOPOM
KOHEYHOM 3aMKHYTOM OTPE3Ke ¥ PaBHA HYJII0 BHE €ro, TO Pa3MepHOCTh pacnpeaesenusi & paBHa
1, a opHOMepHas sHTpomusi pacnpeaenenusi & paércs gopmyuioit ILISHHOHa

-+
(@) = — [ f@) log, f(a) do

et )

ABTOPBI TIOAYEPKUBAIOT, YTO SHTPOIHMH PA3HBIX PAa3MEPHOCTEH HE J0JIYKHBI CPAaBHUBATHLCS 110
MX UMCJIEHHBIM 3HAUEHUSIM ; OHTPONHMs ¢ OO0JbLICHi Pa3MEPHOCTBIO  BCEr/a «IPEBOCXOAUTY
SHTPOINUIO C MEHbIIEH Pa3MEpPHOCTHIO.

Ecnu pacnpesnenenue & ectb cmech, ¢ BeécaMu ¢ U p (p + g = 1) abcoaoTHO Hemnpe-
PHIBHOT'O PACIIPEeIeHNsT ¢ KYCOYHO HENpPePbIBHOM (yHKUMeH IUIOTHOCTH f(2) M AHCKPETHOro
pacnpenenenusi {px} To pacnpeneneHue & €cTb ¢-MEpHOE pachpejiesieHne, a ero g-mepHas
SHTPONU S

+o0 2oy
Hy§)=—¢ f 1(z) log, f(x) de — p > pilog, pk— plog, p —qlogy g.
Sk k=1

B § 3 mepeuncasiloTcst XapakTePUCTHMYECKHE CBOWCTBA PasMEPHOCTHM M SHTPOIMH.
Wcxoast u3 9TUX CBOMCTB, JI0OKA3bIBAETCS €IMHCTBEHHOCTb [UISI paclpeleneHuii, IpeacTaBuMbIX
B BU/Ia CMECH PACIpPEEIeHNUsI C KyCOYHOHENPEPHIBHOH (YHKLIMEH IUIOTHOCTM M KOHEYHOro

JUCKPETHOr0 pacrpe/eneHusl. ;
B § 4 pesynbrarsl § 2 0000manTcsi Ha cllydyail MHOIOMEPHBIX PACIIpEIeNeHH.

REMARKS ON ENTROPY
J. BALATONI and A, RENYI

Summary

The paper deals with the notion of the entropy of a probability distribution as a
measure of the uncertainity implied by the distribution. In §. 1. the relation of this notion
to the entropy in statistical mechanics resp. to BortzmANN’S H-function, further to
the entropy in information theory is discussed. It is shown, by discussing the example
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of an ideal gas contained in a vessel, further the model of heat exchange given by P. and
T. EERENFEST, that the quantity which is called entropy in statistical mechanics is a
random variable, characterising the momentary state of the physical system considered
and the maximal value of this quantity is up to an additive constant and (up to the
choice of the unity of uncertainity) identical with the entropy in the sense of probability
theory of the equilibrium distribution (= most probable distribution). In §. 2. two
notions are introduced : the dimension of a probability distribution, and the entropy
of dimension d of a probability distribution which has the dimension d. If & is random
variab]e, which has a discrete distribution, i. e. P(§ = a¢) = (k= 1,2, ...) and

Z pr = 1, then the distribution of ¢ is said to have dimension 0, and the entropy of °

dlmensmn 0 of its distribution, which is denoted by H,(£) is defined by the well known
formula of SHANNON :

(1) CHy(®) = — > prlog, pr

k=1

provided that the series (1) converges. If & is an arbitrary (bounded) random vari-
able, we consider the random variables [n&]/n where [z] denotes the integer part
of 2. If :

(2) H, ([n%) =dlog2n+H+o(l)

is satisfied, we say that the distribution of & has the dimension d and its d-dimensional
entropy Hua(§) is equal to H. The extension of these notions to probability distributions
for which the relation (2) does not hold, is left to a forthcoming paper. If the proba-
bility density function f(z) of the distribution of & exists, and is continuons up to a
finite number of points in a finite interval and equal to 0 outside this interval, it follows
that the probability distribution of & has the dimension 1 and its one-dimensional
entropy H, () is given by
+ o

) HL(6) = — | f(@) log, f(x) da

This formula is identical with that used hitherto in information theory; what is essentially
new in the present paper is that due emphasisis is laid on the fact, that the one-dimensio-
nal entropy of an absolutely continuous distribution defined by (3) is qualitatively
different from the O-dimensional entropy of a discrete distribution, defined by (1) ;
a one-dimensional entropy, whatever its numerical value be, is always considered to be
,,greater’”’ than a 0 dimensional entropy, whatever the latters numerical value be : the
scale of l-dimensional entropy is considered to be on a higher level. If a (bounded)
probability distribution is ob'ained as a mixture of an absolutely continuous distribu-
tion, with the density function f(z) continuous except for a finite number of points,
and of a discrete distribution {px} the two distributions being mixed with the weights ¢
and p, then according to (2) this distribution has the dimension ¢ and its g-dimensional
entropy is equal to

oo w
Hy (&) = — qI f(z) log, f(x) de — p > pi logy Pk — p log, p — glog, q.

k=1

— o0

Thus there exists probability distributions with dimension d for any d in (0, 1).
In §. 3. some characteristic properties of the dimension and the entropy of a probability
distribution are discussed. It is shown that the above definition of these notions is the
consequence of a set of plausible properties. The dimension and the d-dimensional
entropy of a probability distribution is characterized by properties closely related
(though not identical even for d=0) to the properties used recently by A.J. KHINTCHIN[6]
to characterize the 0-dimensional entropy.
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In §. 4. the dimension and the entropy of the joint probability distribution of

‘any finite number of random variables is defined. If the joint distribution of » random

variables &, &,, ..., & has a Riemann-integrable density function f(x) (& = (2, ,,...,2 )
which vanishes outside a finite 7-dimensional sphere, the dimension of the joint

‘distribution of &, &,, ..., & is equal to 7, and the 7-dimensional entropy of this distribut-

on is defined by
+1ou -
H G b enr ) = — | o | f(a) log, fla) da
where dx = dx, dz, . .. dz,. The investigations started in this paper will be continued
iin a forthcoming paper. . ;
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