EGY RESZECSKESZAMLALASSAL KAPCSOLATOS
VALOSZINUSEGSZAMITASI PROBLEMAR OL

MEGJEGYZES BEKESSY ANDRAS »HIBAS SCALEREK (JELOSZTOK)
VALOSZINUSEGELOSZLASAROL« CIMU DOLGOZATAHOZ

TAKACS LAJOS

Bevezetés

Biigissy ANDRAs [1] dolgozatdban a kovetkez6 problémdaval foglal-
kozik: Egy szamlalocs6hoz Poisson-folyamat szerint érkeznek részecskék.
A szamlalécs6 altal szolgaltatott impulzusok egy leosztd berendezésen (scaler)
keresztiil jutnak a regisztral6 fokozathoz. A leoszté azonban hibdsan miikodik,
mégpedig az egyes fokozatok billené korei a beérkezé impulzusok hatdsira
nem biztosan, hanem csak bizonyos valészinliséggel 1épnek miikodésbe.
Kérdés, hogy a ¢ id6 alatt regisztralt impulzusok szérisnégyzetének és véir-
haté értékének hanyadosa miként fiigg a leoszté hibajatol.

Biriissy ANDRAS eredinényeit a szébanforgé sztochasztikus folyamat
részletes elemzésével nyeri. A kévetkez6kben azt kivinjuk megmutatni, hogy
ezek az eredmények még dltaldnosabb esetben is kénnyen nyerheték a rekur-
rens folyamatok elmélete segitségével. ElGszor a probléma altaldnos targya-
lasdval foglalkozunk, majd tobb példat tdrgyalunk, amelyek tartalmazzik
Bixkifissy [1] eredményét. B

1. §. A véletlen leosztis problémaja

Y

Tegyiik fel, hogy egy szamlal6cs6hoz 0 < ¢ < oo id6kozben ¢, tz;/'.‘:‘.'

tn, ... idopontokban érkeznek részecskék (vagy egy szamldléberendezéshez
impulzusok). A ¢, — o1 =& (n=1,2,8, ...,;¢ = 0) id6kiilonbségekrdl

feltessziik, hogy egyforma eloszlast, fuggetlen valészintiségi valtozék. Most
v1zsgal]uk azt az esetet, mid6n a {¢,} sorozatbdl ritkitdssal egy 1j {tn} soro-
zatot nyeriink, ahol a {t } sorozat részsorozata a {#,}-nek. A ritkitas tor-
ténjék agy, hogy sorra haladva a {i,} sorozat » -edik, (r1 + 7)- -edik, ...,
(v, F v+ ... + vp)-edik, ... elemét kivalasztjuk {#,} szdmdra. Feltesszuk
hogy a »; menny1segek valosz1nuseg1 valtozok, amelyek fiiggetlenek és azonos
P{rvi=n}(n=1238, )valoszmusegeloszlassal birnak. Ebben az esetben
a {t,} sorozatra is ervenyes hogy at,—t,—; =&, (n=1,2, 8, t5 =0)
id6kiilonbségek egyforma eloszlast fuggetlen valosz1nuseg1 valtozok meg-
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pedig & (n=1,2,3,...) eloszlisa megegyezik a & + &+ ... 4 &,
valtoz6 eloszlasaval.

Legyen az alapul vett sorozatban M{&,} = u és D2{§,} = o?, ugy a
ritkitott sorozatban

(1) M{&}=M{&+ 6+ ... + &) =aM{»)

és

(2) D2{&) =D2{& 4+ &+ ... + &) =w2D2 (v} + 2M {5,}.

Az (1) és (2) képletek konnyen adédnak a teljes varhatd érték tétel alapjdn.
Jelolje most a {¢,} sorozatban (0, ?) id6kézben el6fordulé események

varhatoé szamat m(t) és szérasnégyzetét d?(f). Ezen mennyiségekre elemi médon
a kivetkezs aszimptotikus becslések adhaték (S. TAckLIND [2]):

t
3 m(t) ~—,
(3) 0~
és ha o? véges
2
(4) (1) N‘%t.
u
Vagyis a {{,} sorozatra fenndll, hogy
2 2
(5) st e
e m(t)  pR

Ha a ritkitott {#,} sorozatban a (0, ¢) id6koézben eléfordulé események
szdménak varhaté értékét M(f), szorasnégyzetét pedig D2(f) jeldli, ugy
(5)-h6z hasonléan fenndall, hogy

D2t)  D2{&) ok D3{»;}

(6) -—lim = ey ‘
- M(t)  M2{&} w2 M{»}  M2{»}

Ennek a képletnek alapjin egy érdekes eredmény olvashaté le. Els6
pillanatra azt gondolhatnank, hogy f’ az f-b6l egyszertien M{v»;}-vel valé
osztassal nyerhet6, de, mint kideriil, fellép még egy additiv tag is, amely
nem fiigg a {#,} sorozat torvényszeriiségétdl, hanem csakis a ritkitds sajit-
sagaitol.

2. §. Példik

1. Legyen {t,} a koriabban emlitett sorozat. Ha specidlisan »; = m
(allandd), Ggy
L |
(7) p="—.
u2 m
Ha P{v, =mn} = p(1 — p)"~1, azaz minden egyes {t,} sorozathoz tar-
tozé esemény p valdszintiséggel tartozik a {#,} sorozathoz is, Ggy

(8) f=%p+u—m,
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ugyanis ekkor M{»;} = 1/p és D?{»;} = (1 — p)/p*®. Haezen utébbi esethen
feltessziik, hogy az alapulvett {#,} folyamat Poisson-féle, amikoris o2/u® = 1,
ugy (8) szerint f* = 1. Ez természetes eredmény is, mivel ekkor a {,} folyamat
is Poisson-féle lesz.

2. Biikissy [1] példija. Jelolje most a fent emlitett {¢,} sorozat egy
szamlaloes6 dltal szolgaltatott impulzusok sorozatat. Birissy felteszi,
hogy {{n} Poison-folyamat, mikoris f = ¢%/u® = 1. (Megjegyezziik, hogy ha
feltessziik, hogy 4 eseménysiirtiségli Poisson-folyamat szerint érkez6 részecs-
kéket szamlalunk 7= holtidejii Geiger—Miiller szamlaléesovel, gy pu = 7 + 1/4
és 0% = 1/A%, azaz f = o%u® = 1/(1 + A7), és ha a szamlaldst v impulzus-
*idejli elektronsokszorzéval végezzitk, gy u = e*"/A és o = (e’ — 2 AT)[A%,
azaz [ = o?[u? = 1 — 2Are~%)

Tegyiik fel most, hogy az impulzusok {Z.} sorozata egy m fokozatt
leosztén halad at és jeldlje {t;} a leoszté utdn a regisztrdléhoz érkez6 impul-
zusok sorozatiat. Megéllapitandé az f’ mennyiség. Ha a leosztd idedlisan
miikodik, tgy minden »; = 2" -edik impulzust jelzi és ekkor f” = f/2™.

A leoszté miikodési elve, mint ismeretes, a kiovetkez6: Egy m-fokozati leoszté minden egyes fokozata
kétféle dllapotban lehet, mondjuk A4 és B allapotban. Legyen ¢ = 0 id6épontban valamennyi fokozat A4 dllapot-
ban. Az els6 impulzus hatdsara az els6 fokozat dtmegy B dllapotba. A mésodik impluzus hatdsira az els6 fo-
kozat visszabillen 4 dllapotba és lead egy impulzust a mdsodik fokozatnak, mire az 4tmegy B dllapotba.
A jelenség hasonloképpen folytatédik tovdbb, ha egy fokozat impulzust kap, tgy megvéltoztatja dllapotdt és a

B — A 4dtmenetek alkalmaval a kovetkez6 fokozatnak lead egy impulzust. Az utolsd fokozat dltal tovabbitott.
inpulzusok vezérlik a regisztralét. 3

Bik#ssy [1] dolgozatiban azt az esetet vizsgilja, midén a leosztd
hibdsan miikddik, azaz az impulzusok hatasira nem kovetkezik be okvetleniil
atbillenés, hanem ecsak bizonyos valészintiséggel. Mégpedig tegyiik fel, hogy
ha az i-edik fokozat impulzust kap és 4 dllapothan van, gy p; valdszintiség-
gel billen at, mig, ha B allapotban van, gy ¢; valdszintiséggel billen 4t (i =
= 1,2, ...,m). Ebben az esetben a leoszté mindegyik fokozata egy véletlen
ritkitast végez. Jelolje rendre az 1, 2, ..., m-edik ritkitdshoz tartozé » (I =
=1,2,3,...) viltozokat vy, v, ..., vm (1 =1,2,8, ...). Ezek eloszlisa
kénnyen megallapithatd, éspedig fennall, hogy

) P(vu=k}=>

7=1

4

(1 ) pr)';_1 pr(l S qr)k__j—1 qr 5

ugyanis v, jeloli az 7-edik fokozatndl azt, hogy az (I — 1)-edik B — A &tmenet
utan hdnyadik impulzus hozza 1étre a kovetkez8 B — A dtmenetet. A fent
felirt valdszintiség gy adddik, hogy feltessziik, hogy a j-edik (j =1, 2, ...,
k — 1) impulzusra 4 — B 4tmenet és a k-adikra B — A4 atmenet kovetkezik.
Most a (9) valészintiségeloszlis generatorfiiggvénye konnyen felirhaté :

10 r o N P r=k i prs % %8 .
SLn s il ey b

Ha a leosztét mint egészet tekintjiik, gy érvényes, hogy a leoszté is vélet-
« len ritkitdst végez, mégpedig a »-edik, (v, + v,)-edik, ..., (v + v, + ... +
+ vn)-edik, ... impulzust vilasztja ki. A »; valtozé generatorfiiggvénye:

(11) U@) =M{s"}=u, (ug(.e. Um(s) ...)).
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Ez a kovetkez6képpen indokolhat6 : A »; valdszintiségi valtozé tgy tekint-
het6, mint egy individuum altal elinditott kaszkad-processzusnil az m-edik
generaciéban levé individuumok szdma, ha feltessziik, hogy az r-edik gene-
rdciéban a v, viltozé irja le egy individuum utédainak szdmat. (Erre vonat-
kozélag utalunk példaul T. E. HARRI1S [3] munkdjira.)

A v; viltozé varhatd értéke és szérdsnégyzete (11) alapjan konnyen
meghatdrozhat6. Legyen egyszer(iség kedvéért

| LR L )
a,:—+— éS ﬁ’.:-_z&_i—____l.

’ e Vi q7
ugy
(12) : Miy )=l —aiag ioidn
és :

D2y} == B =
(13)

s e il SR e (‘3—1+ﬁ~+—ﬁ3—+...+ —ém————)

2 2 2 2
(o kSRR S0 & S0 Tl P OOy . o v Q16

Ugyanis M{»;} = U’(1) és D*{»;} = U"(1) + U’(1) — [T’ (1)
Igy tehdt (6) szerint a regisztrdléhoz érkezd impulzusok sorozatira
fennall, hogy

o2 1 B?
(14:) f’=,._ ____+_m_.
p® Ay AR

Ha most azt is tekintetbe vessziik, hogy a regisztrdlé csupan pmi+
valdszinfiséggel jelzi az egyes impulzusokat, ugy a {t,} sorozatot a (8) kép-
lettel kapesolatban leirt modell szerint tovabb kell ritkitani egy {¢,} sorozattd,
amely végiilis a regisztrilisok sorozata. Most (8) szerint erre fenndll, hogy

e
15) " =fPmi1+ (1 —Pm+1) = (‘L% 1+ = E")pm+l + (1 — Pm+1) -

Az " szolgéltatja végiilis a regisztrildsok sorozatira jellemzd
szérasnégyzet/varhaté-érték viszony hatarértékét {—-oco esetben. Ha ppi1=1,
ugy f"=Ff.

Vizsgaljuk meg a (14) alatti f* értékét néhany specidlis esetben. Ha
Oy o Uy o s i Gy == 0, 68 Py = Py =0, D= By =00 gy

f'-—gi i_{_i s :

ILL2 am oMm+1 et B

Ha p,=¢,=p (i=12,... m), ugy az el6z6 képletben a =2/p, B =

= 2(1 — p)[p? és
IR e \"
P A S e S el R o B
' I 2’"+2—p[ (2)'
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Ha még azt is feltessziik, hogy {#,} Poisson-folyamat, Ggy o?/u® = 1 és

=t ]

Megjegyzés. Erdekességgel bir annak az esetnek a megvizsgdldsa is,

midén {7,} nem homogén Poisson-folyamat A(u) (0 < w < oo) eseménysliri-
~séggel. Ekkor ;
t

mit) = d2(t) = J Mu)du,
0

és a transzformdlt {{;} sorozatban

=D : 2{y;
hm—()zl —-——D{‘},
i M(t) M2(y,}
feltéve, hogy lim m(f) = oo. L%
f— o
IRODALOM
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OB OJHOM IIPOBJIEME TEOPUM BEPOSITHOCTEM, CBA3AHHOM
C PEIMCTPALIMEN YACTUIL]
BAMEYAHUE K PABOTE A. BEKEIIIIN

JI. TAKAY

Pesome

ITpearnoa0yKum, 4ro B MPOMEKYTKE 0 = # <  co K PErucTpaTopy NPuOBIBAIOT YaCTHIIbL
(ui K CY4ETHOMY YCTPOHCTBY CMIHAJIBI) B MOMEHTBI BPEMEHH fy,15, .. .,0n . O IPOMEIKYTKAX
BPEMEHH th—ta—1 = En(n =1, 2, 3,...; ¢, = 0) NPENoN0KUM, UYTO OHM SIBJSIOTCS He3a-
BHCUMBIMH  CJTyYAWHBIMU BETMYMHAMM C OJMHAKOBBIMM DACTIPEIEJICHUSIMM, JUIST KOTOPBIX
M({&} = p u D? {§n)=02. BpiOEpeM u3 mocaef0oBaTeNbHOCTH. {tn} vy-uif, (v; + ¥,)-uii, . . .,
(vy +v2+. ..+ vo)-nit omement. Tak Mbl IOJYUYHM Pa3pe)KEHHYIO II0CJIEA0BATEBHOCTD
{tn}. TIpeaIIONOIKUM, YTO ¥; €CTh CYTh HE3ABHCHMBIE CJyUailHble BETMUMHBI, pAcHpeesieHue
KoTophix P{vi=mn} (n= 1, 2,...) usBectHo. OG03HAUUM uepe3 m () MATEMATHYECKOE OIKU-
nanue, a yepes d*(¢) juenepcuIo uyuciaa COOBITHIT TOCJEN0BATENBHOCTH {£n) TPOMCXOASIIMX
B NpoM&)KyTKe Bpemenu (0, £) a uepes M(t) u D>*(¢) COOTBETCTBYIOLME BEAMUYMHBL IS I10C-
JIe0BATEIBHOCTH {#n}. M5 9THX BEIMYMH MMEIOT MECTO COOTHOIIEHU ST

d2(t)  of
f= {0 M(t) = ,I—LE 3
u
Pt D2(t) o2 1 D2{»;}

o M)~ pf My T M

7 A Matematikai Kutat6é Intézet Kozleményei I./1—2.
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PaccmatpuBaeTcsi HECKOJBKO TPUMEPOB HA NPUMEHEHHE 3TuX: popmys. Taxk Mel noApoOHO
paccmarpuBaem pedyibrar A. BEKELIIIU [1], KOTOpHIf yKashiBaeT KaK OTpa)kaercsi cuér ¢
NOMOIIBI0 IePeKTHBIX CUETYMKOB HA BeauuuHe f’. B Hacrosimel pabore nokasbiBaercsi, 4To
JUTSI BBIUMCJIEHU ST 9TOT'0 OTHOIIEHMST f/ He Tpedyercsi moApoOHOro 1CCIeI0BAHNS COOTBETCTBYI0-
IIEr0 CTOXaCTHMUYECKOTO Tpoliecca, KaK 3To jenaer BEKEIIIM, TaKk KaK npodJema Mo)KeT ObiTh
paspeuieHa jaxke B Oosiee o0mEemM ciaydae ¢ IMOMOINBIO TeOPpUH PEKYPPEHTHBIX MPOIECCOB.

ON SOME PROBABILISTIC PROBLEMS CONCERNING
THE COUNTING OF PARTICLES
A NOTE ON A PAPER OF A. BEKESSY

L. TAKACS
Summary _
Suppose that in the time-interval (0 < ¢ <C <o), particles (or pulses) arrive to a
counter-tube (or to a counting device) in the moments ¢, ¢, ..., tn, . ... 1t will be suppo-
sed that the time-differences #n— th— = En(n=1,2,3, .05 o= 0) are equally

distributed independent random variables - for which M{é:} = ¢ and D*ép} = o2
Now, proceeding in the sequence {tp} from member to member, let us choose the »;-th,

(1, + v)-th, ..., (¥, + ¥y + ... + vn)-th, ... element. Then we get the filtered sequence
{tn}. We suppose that » are independent random variables whose distribution P{»; = n}
(n=1,2,...) is known. Denote by m(t) resp. d*(t) the expectation resp. the variance

of the number of events oceurring in the sequence {#;} during the time interval (0, ?).
The corresponding quantities for the sequence {#,} shall be denoted by M(t) and D?3(t).
Then following formulae hold :

e agi(t) N0l

L T,
and
D2(t) o 1 D2{»;}

fr= 1m0 = @ Mo T M)

As an application of these formulae some examples are considered, especially
the problem, treated by A. BEkEssy [1], how a counting carried out with scalers which
make sometimes mistakes influences of the value of f’. In the present paper it is shown,
that in order to calculate f’, no detailed investigation of the stochastic process in question,
as it is done in BEKEssy’s paper[1] is needed; as the problem can be solved, even under
more general assumptions by means of the elementary theory of recurrent processes.
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