EGY KOZLEKEDESSEL KAPCSOLATOS VALOSZINUSEGSZAMITASI
PROBLEMAROL

TAKACS LAJOS

Bevezetés

A Kozlekedéstudomanyi Miszaki Egyetem Matematikai Tanszékének
megbizasabél Intézetiink a kovetkez6 kérdés megolddsival foglalkozott :
Egy vasati palyaudvarra ¢, + &7, t, + kT, ..., t, + kT (k =0, + 1, +2,...)
id6épontokban érkeznek  mozdonyok, és ezek w, + KT, uy + kT, ...,
u, + kT (=0, 41, + 2, ...) idépontokban hagyjik el a pdlyaudvart.
Eegyen <0< f <ilgci s <tta sl 68 05 <l T e < P (A
gyakorlatban 7' = 1 nap.) Tegyiik fel, hogy a forgalmat minimélis mozdony-
készlet latja el, azaz a palydudvaron nines feleslegesen sok vérakozé
mozdony, hanem csak annyi, amennyi a forgalom lebonyolitasdhoz feltétleniil
sziikséges. Meghatdrozandé a mozdonyoknak egy 7' hosszusdga periédusra
juto:dllasiddeje s cxi=alti by s i b e ey s s Un)-

Vizsgalatainkban fe]tessziik, hogy a $;8s . s bn. 68, Uy, g, si'ey Up 1d6-
pontok valészintségi véltozok, .mégpedig a ¢, %, ..., %, id6pontok és az
Uy, Ug, . .., Uy idOpontok is a (0, 7') intervallumon n szamu fiiggetlen, egyen-
letes eloszlast pont nagysidg szerint rendezett koordinataival egyeznek meg.
HEbben az esetben a v = v(f;, 4, . ..osln ;. Uy, U, - vy Uy) Allasi idGtartam is
valdszintliségi valtozd lesz.

A fenti feltevés azzal indokolhaté, hogy bar az egyes palyaudvarokra
vonatkoz6 érkezési és induldsi id6pontok rogzitett értékek, mégis orszdgos
viszonylatban igen kiilonb6z0k, és benniinket az orszdgos &tlag érdekel.
Ennek meghatarozasara viszont célszeri a fenti egyszerti feltevéssel élni,
amelyben az el6fordulé idépontokat valészintiségi véaltozdknak tekintjiik.

A fentiesetre a 7 valdszin(iségi valtozo varhato értékét SaArrkaDT KAROLY
[1] dolgozataban meghatirozta. SArRKADI KArROLY hasonlé moddszert alkal-
mazott, mint ZIERMANN MarcIir [2] dolgozataban gépalkatrészek raktdro-
zasi idejének meghatdrozasira hasznalt. Ennek a modszernek lényege az,
hogy nem kell az egyes mozdonyok érkezési és induldsi idejét, illetve az egyes
gépalkatrészek beérkezési és felhaszndldsi id6pontjait kiilon figyéelembe
venni, hanem elegendé a mozdonykészlet, illetve a raktdrkészlet idébeli
valtozasat vizsgdlni. Ezen a mddon az atlagos &alldsi id6 meghatarozhato
de az allisi id6 szérasanak, illetve eloszlisinak meghatdrozdsa mér nagy
nehézségekbe utkozik.
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Most kivetkez6 megjegyzésiinkben a problémat oly médon targyaljuk,
amely lehet&vé teszi, hogy nemesak az 4lldsi idé varhato értékét, de a szords-
négyzetét és magasabbrend{i momentumait is egyszertien meghatédrozhassuk.

1. §. A probléma megoldisinak médszere

Vigyiik fel a (0,7) intervallumot egy 7' keriileti korre. Ekkor a
t1, oy « -« bny Uy, U, . . ., Uy id6pontoknak a korkeriileten 27 szamd pont fog
megfelelni. Gondoljuk ezeket 1,2, ...,2n szimjegyekkel megszdmozva.
Jelolje rendre &, &, ..., &, val6sziniiségi véltoz6 az egymist kiveté pontok
kozotti tavolsigokat a kor keriiletén. Vezessiik be tovabba az #;, 7, - . ., %2n
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1. dbra 2. dbra
valdszinfiségi vdltozdkat, ahol #; jeldli azt, hogy az 1, 2, ...,i pontok kozott
mennyivel tobb az érkezési idépont, mint az induldsi id6pont. Legyen tovabba
n¥, = — min (1, s, - . ., N2a). Tekintsiik illusztraldsképpen az 1. és 2. dbra-

kat, amelyek n = 6 esetre vonatkoznak. A fehér pontok jelentik az érkezési
id6pontokat, a feketék pedig az indulasi idépontokat.

Azt 4llitjuk, hogy minimélis mozdonykészlet hasznalata mellett a 7' peri6-
dusra juté allasi id6

2n
(1) 4 T= N (i + k) &
=1

Ugyanis a mozdonykészlet valtozdsit a kezdGponthoz viszonyitva egy
periéduson belill az #5; (i =1, 2, ..., 2n) mennyiségek irjak le. A felhaszni-
ldsra keriil6 mozdonykészlet akkor lesz minimdlis, ha olyan id&pontban,
midén #7; minimalis értékét veszi fel, nincs varakozé mozdony, vagyis, ha a
periédus kezddpontjiban 7%, a virakozé mozdonyok szdma. Ekkor az i-edik
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és (¢ + 1)-edik pont kozotti szakaszon, amelynek hossza &;, a vesztegld
mozdonyok szdma #; + 13,, és ennek alapjin adddik (1).

Megjegyezziik, hogy az emlitett példdndl optimélis inditdsi rendszert
tiintet fel a 3. dbra. Itt az egyes mozdonyok Gsszetartozoé érkezési és idépont-
jai Ossze vannak kotve. Nem optimalis inditdsi rendszert tiintet fel a 4. abra.
Megjegyezziik azonban, hogy az allasi id6t nem érinti az a tény, hogy az egy-
idejtileg varakozé mozdonyok koziil melyiket inditjuk. el.

3. dbra
] I
e
| 7 =1
4. dbra A

Az eddig felsorolt feltevésekbél kovetkezik, hogy a {&;} -és az {#;}
valészintiségi valtozok egymastol fiiggetlenek. A &, &,, ..., &, valészin(iségi
valtozok ekvivalens valészinliségi valtozék, amelyekre fenndll, hogy & +
+ &+ ... FEn=T, é a (5,5, ...,6) valtozdk egyiittes siirliség-
fiiggvénye

Rty & i) =

2n(2n —1)...(2n —7 4+ 1) 1__x1+x2+...-|-rx;. 2n—i
/4 ( T ) :

hao; =20(=12,...9)a+5n+...40.=T; =1,2,...,20n— 1),
Tovabba az 7;(i = 1, 2, ..., 2n) valtozok egy bolyongé pont mozgisit ir-
jik le. Ha egy pont kiindul az @ = 0 pontbdl és n egységnyi lépést
tesz elbre és n egységnyi lépést hatra, és minden egyes lehetséges bolyongésa
egyenlGen valdszinti, ugy #; jeloli a pont helyzetét i lépés megtétele utan.
n; elballithaté a kovetkez6 alakban is: ;= + o+ ... + 1 (¢4 =
=1,2,...,2n), ahol a x, x5, ..., %,, valtozok kozill » szdmta 1 és n szdma
— 1, és minden egyes valasztds egyenl6en valdszint.

A fent elmondottak segitségével a 7 viltozé egyértelmiien jellemezve
van., Célszeri 7-t a kovetkezs, (1)-gyel ekvivalens alakban felirni :

2n'
T=£\_77i§i+T77:2kn-

]
-

(]

Az {n;} és {&;} valtozok eloszlisainak ismeretében 7 eloszldsa is meg-
hatarozhaté. Most azonban csak 7 varhaté értékének és szérasinak meghata-
rozasaval foglalkozunk.



102 TAKACS LAJOS
2..§. A v varhaté értékének meghatarozisa

Fenndll, hogy
: M {7} =TM {73}

Ugyanis M {7, &} = 0, mert egyrészt n; és & fiiggetlensége kovetkez-
tében M{7; §;} = M{n;} M{&;}, masrészt M{7n;} = 0, mivel 7; eloszlisa
szimmetrikus a O-pontra nézve.

Most

(’ 2n )

b Pty = o) = -,
. 2ny ¢

()
és igy
3 i Lo N ¥ zl B
) M {7} ;IP{nznzc} 2 A :

18
vagyis
T 92n

) SR

(n)

(2) a kovetkezSképpen indokolhaté : Az emlitett bolyongasban az Gsszes

lehetséges utak szama " Az 73, = ¢ esemény akkor kovetkezik be, ha a

pont bolyongasa soran érinti az x = — ¢ pontot. Az x = — ¢ pontot érint6

utak szama viszont , ugyanis ez megegyezik azon utak szamaval,
n—c

amelyeknél a pont az z = 0 pontbél kiindulva 27 1épéssel az ¥ = — 2¢ pontba

az ¥ = 0 pontnak z = — c-re vonatkozé tikorképébe jut.

3. §. A 7 szérasnégyzetének meghatarozasa

M{z} mar ismeretes, és D2{7} = M{72}—[M{7}]2. Igy elegend8
M{z%}-et kiszimitani. Erre fennall :

2n :
M{z2} =M {&} M9} + M{& 6} SM{ny}+
il 1#7
(5) 2n :
+2TM (&} 3 M{nni.} + T2M{n33}.

i=1

Ttt konnyen adddik, hogy
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~ T
(6) M{§ )} =—,
2n _
- 2172
7 USSRk i ]
& = on(2n + 1)’
és
T2
8 M B A A
® : {615 am(2n+ 1)
tovabba (2) szerint
(9) M {32 —2(20—1)P{n’2",, =2c}=n+ 1 g

E—(2—n"
c=1 :
4

A kovetkez6kben bebizonyitjuk, hogy

2n
(10) StMppy ==
: N :(n——,l)n(2n+1)
(11) ;M{n,m} -
és
az) ZM{n i) —— 22t L.

Ezek segitségével azt nyerjiik, hogy

92n—1
2n)\ 1
(4]

(14) S e e

6 ' 4 (2n)
L]
Ha tekintetbe vessziik, hogy

(2n) b 1
nl2  Yna

ugy a kovetkezd aszimptotikus becslést nyerjilk D2{7}-ra :

(13) M{z2) = T2 %n_‘_%__

és

(15) Dz{r}:nTZ(%—%)+...NnT2-0,0479._..
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Ezutdn ratériink a felhasznalt (10), (11) és (12) eredmények bizonyita-
sara.

(10) bizonyitasa. Konnyen lathat6, hogy az #; vdltozd csupin a 2r — &
(r=0,1,2,...,1) értékeket veheti fel, éspedig fennéll, hogy

H

2n — 1
n—7r

2n
(4]
Innen konny(i szamitéssal adédik, hogy

M{nt) = ﬁZ@H() et

n

P{’l’][:27'-—1,}:

2n — 1 S 3

EM{ (2n+1) "'Z—(MH):M&Q-

(11) bizonyitasa. Fennall, hogy

M{( 4+ 13+ ... + %2n) }~2M{?7%}+2M{771771

i s

A jobboldal els6 tagjat (10) szerint ismerjiilk. Ha a baloldal értékét is
sikeriil meghatdrozni, gy ezzel a (11) kifejezés is ismertté véalik. Most, mint
mar emlitettikk, 7, =3+ %+ -.. +x (¢=1,2,...,2n) irhatd, ahol a

21> Xa» -« -» X2n Valtozdk kozil n szdmu 1-gyel és n szamil (— 1)-gyel egyenld
és minden egyes valasztds egyenlé valdszin(i, Ilyen koriilmények kozott
M{x} =0, D¥{x:} =1 é M{yix;} = — 1/(2n — 1), ha ‘i = j. Most

Ny + N + ---+7]2n:2n11+(2n—1)x2+ RO BN

és ebbdl
_n2(2n b))

M{(m + 5+ ... + 720} = 3

Végiil (10) tekintetbe vételével

EM{’?W!’} g (m—1)n(2n + 1) -

7] 3

(12) bizonyitdsa. Tekintsiik el6szor az n; 4 13, valtozét. Ennek elosz-
ldsa konnyen meghatarozhaté. Ugyanis fenndll, hogy
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P{n; % 2r — i,-n;‘n zec)=
()
G el b L
)

Ez a kovetkez8képpen lathaté be : Az emlitett bolyongdsnal az dsszes:

: g
ha OgrgL—;

T —¢C
, ha,

= e e

; 2n\ : ;
lehetséges utak szdma és (n;=2r — i,m%;, = c) esemény ama utakra.
n

teljesiil, amelyek az i-edik 1épésben az x = 2r — i ponton haladnak 4t és

kozben érintik az @ = — ¢ pontot. Ha 0 <r < —;«(i_c), agy az 7% =c¢

esemény onmagatol teljesiil, és a kedvez utak szama (7’) (2n——z)‘ Ha.
: r)\n—r

%(i—c) < r <4, Ugy az olyan utak szima, amelyek az i-edik 1épés utdn

2n —1 -
] , az olyan utak szdma, amelyek

i
elérik az x = — ¢ pontot : ( )(
r)\m—c—r

; i 2n —1
az i-edik 1épésig elérik az # = — ¢ pontot, (c r) ( ) Ezek tsszegében

-+ n—r
azonban kétszer szerepelnek azon utak, amelyek az i-edik 1épés el6tt és utin
is érintik az x = — ¢ pdnto‘o. Ha az ilyen utak szamat, ( : ) ( Bt )-et,
c+r)\m—ec—r

levonjuk az Osszegb@l, tigy a kedvez6 utak szamat nyerjiik.
A fenti valdszin(iség segitségével :

i
P{ﬂi+’7;n23}=2‘P{77i=27'_i: ﬂ?n28+i-—2f}'=

r=0

B e

8+1
0sr< 35— ( n

+
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Y R i i |

A e
gl L))

=1+52' : o : 5
8

(2n)_2(2n)+(2n) (2n)
1\n-+s n n—s n—s
=l = :
2 2n) 2n
v (4]
Vagyis azt nyertiik eredményiil, hogy 7%, eloszlisa megegyezik #; +
-+ 7%, eloszlasival.V Kovetkezdleg

M{(n; + 7%,)2} = M {932},

ahonnan

i |
Mi{titwi == = Min
és igy (10) szerint

ZM{’?z’an}———EM{ o n(ﬂ-l—l)’

amivel (12)-t is igazoltuk.
Tovabbi feladat lenne a

im P54
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ményer 2 (1953) 203—216.

hatareloszlds meghatdrozdsa.

(Beérkezett : 1955. IX. 15.)

1) SArkADI KAROLY volt szives figyelmemet felhivni arra, hogy a két eloszlas
azonossaga az 17); definiciéjdnak kozvetlen kovetkezménye.
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OB OOQHOWM TIPOBJIEME TEOPHUH BEPOHTHOCTEH CBSIBAHHOM
C TPAHCITOPTOM

-JI. TAKAY

Pesome

[IpeamnoI0/KuM, 4To Ha KaKOif To BOK3aJ1 B TeueHue oHoro aus (7' = 1 1eHn) npuObiBaeT
U OTIPABJISIETCS 7 MAPOBO30B. nyCTb BpeMeHa NnpuObITUS U OTIPABJIECHUS SIBISIIOTCS] HE3aBU-
CHMBIMM JPYT' OT Jpyra CJlyd4aiiHbIMi BeJIMYMHAMI C PAEHOMEPHBIM pacnpenesnenuem. Tpe-
‘OyeTcst ONpeeauTh CyTOUYHOE BPEMSI IPOCTOSI MapoBO30B IIPU BOSMOXKHO JIyudlleii cucTeme
ornpaBku. K. HIAPKAIUBU yyke ompelenu B craThe [1] MaTeMaTHyeckoe 0)KH/AaHNE BPEMEHH
npocrosi. Tenepb-Mbl MpejsiaraéM METO/A, KOTOPBI [€aeT BO3MOIKHBIM IOMHUMO BbIYMCIEHUH
MaTeMaTHYeCKOr0 0XKMAAHUST TAK)KE BBIYMCJIEHUE JMCIEPCHMM M MOMEHTOB BBICHIEr0 INOPSIAKA
MaremaTnueckoe omuaﬂue BPEMEHM IIPOCTOsI JAaercs (popmynou (4), mucnepcusi — Qop-.
mynoit (14).

ON A PROBABILISTIC PROBLEM ARISING IN SOME TRAFFIC
INVESTIGATIONS

L. TAKACS

Summary

Suppose that there are n locomotives arriving in and -departing from a railway
station during a day (7' = 1 day). Suppose that all the moments of arrivals and
departures are mutually independent uniformly distributed random variables. We in-
vestigate the daily resting time of the locomotives when an optimal dispatching sys-
tem has been established. The expectation of the resting time has already been de-
termined by K. SARkADI [1]. The present paper deals with a new method which
enables to calculate also the standard deviation and the higher moments besides the
expectation. The expectation and the variance of the resting time r are given by (4)
and (14), respectively.

P8
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