
EGY KÖZLEKEDÉSSEL KAPCSOLATOS VALÓSZÍNÜSÉGSZÁMÍTÁSI 
PROBLÉMÁRÓL 

TAKÁCS LAJOS 

Bevezetés 

A Közlekedéstudományi Műszaki Egyetem Matematikai Tanszékének 
megbízásából Intézetünk a következő kérdés megoldásával foglalkozott : 
Egy vasúti pályaudvarra tx + kT, t2 + kT, . . . , tn + kT {к = 0, ± 1, ±2, ...) 
időpontokban érkeznek mozdonyok, és ezek щ -f- kT, u2 -f- kT, . . . , 
un + kT (к = 0, ± 1, ± 2, . . . ) időpontokban hagyják el a pályaudvart . 
Legyen 0 ^ ^ < t2 < . . . < tn < T és 0 ^ щ < v2 < . . . < un < T. (A 
gyakorlatban T = 1 nap.) Tegyük fel, hogy a forgalmat minimális mozdony-
készlet látja el, azaz a pályaudvaron nincs feleslegesen sok várakozó 
mozdony, hanem csak annyi, amennyi a forgalom lebonyolításához feltétlenül 
szükséges. Meghatározandó a mozdonyoknak egy T hosszúságú periódusra 
ju tó állási ideje : r — т(íj, t2, . . .,tn ; uv w2, . . ., un). 

Vizsgálatainkban feliesszük, hogy a /j, t2 , . . . , In es. u2i . . . , un ido-
pontok valószínűségi változók, mégpedig a + í2> •••An időpontok és az 
ult u2, ..., un időpontok is a (0, T) intervallumon n számú független, egyen-
letes eloszlású pont nagyság szerint rendezett koordinátáival egyeznek meg. 
Ebben az esetben а т = r( t l t t2, ..., tn ; ult u2, . .., un) állási időtartam is 
valószínűségi változó lesz. 

A fenti feltevés azzal indokolható, hogy bár az egyes pályaudvarokra 
vonatkozó érkezési és indulási időpontok rögzítet t értékek, mégis országos 
viszonylatban igen különbözők, és bennünket az országos átlag érdekel. 
Ennek meghatározására viszont célszerű a fent i egyszerű feltevéssel élni, 
amelyben az előforduló időpontokat valószínűségi változóknak tekint jük. 

A fenti esetre А Т valószínűségi változó várható értékét S A R K A D I K Á R O L Y 
[1] dolgozatában meghatározta. S A R K A D I K Á R O L Y hasonló módszert alkal-
mazott , mint Z I E R M A N N M A R G I T [ 2 ] dolgozatában gépalkatrészek raktáro-
zási idejének meghatározására használt. Ennek a módszernek lényege az, 
hogy nem kell az egyes mozdonyok érkezési és indulási idejét, illetve az egyes 
gépalkatrészek beérkezési és felhasználási időpontjai t külön figyélembe 
venni, hanem elegendő a mozdonykészlet, illetve a raktárkészlet időbeli 
változását vizsgálni. Ezen a módon az átlagos állási idő meghatározható, 
de az állási idő szórásának, illetve eloszlásának meghatározása már nagy 
nehézségekbe ütközik. 
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Most következő megjegyzésünkben a problémát oly módon t á rgya l juk , 
amely lehetővé teszi, hogy nemcsak az állási idő vá rha tó értékét , de a szórás-
négyzetét és magasabbrendű momen tuma i t is egyszerűen meghatározhassuk. 

1. §. A probléma megoldásának módszere 

Vigyük fel a (0, t ) in terval lumot egy t kerü le tű körre. E k k o r a 
tv f2, . . . , tn, uv «2, ..., un időpontoknak a körkerületen 2n számú p o n t fog 
megfelelni. Gondoljuk ezeket 1 , 2 , . . . , 2 n számjegyekkel megszámozva. 
Jelölje r endre £2, . . . , | 2 n valószínűségi változó az egymás t követő pontok 
között i távolságokat a kör kerületén. Vezessük be t o v á b b á az yv y2, . . ., у2n 

valószínűségi vál tozókat , ahol y, jelöli azt , hogy az 1, 2, . . .,i p o n t o k közöt t 
mennyive l több az érkezési időpont, m i n t az indulási időpont . Legyen továbbá 
y*n = — min (yv y2, . . . , y2n). Tek in t sük il lusztrálásképpen az 1. és 2. ábrá-
kat , amelyek n = 6 esetre vona tkoznak . A fehér p o n t o k jelentik az érkezési 
időpontoka t , a feketék pedig az indulás i időpontokat . 

Az t áll í t juk, hogy minimális mozdonykészlet haszná la ta mellet t a T perió-
dusra j u tó állási idő 

2» 
( í ) t = 2 + 

i = 1 

Ugyanis a mozdonykészlet vá l tozásá t a kezdőponthoz v iszonyí tva egy 
per ióduson belül az y t (i == 1, 2, . . . , 2n) mennyiségek ír ják le. A felhaszná-
lásra kerülő mozdonykészlet akkor lesz minimális, ha olyan időpontban , 
midőn yt minimális é r t éké t veszi fel, nincs várakozó mozdony, vagyis , ha a 
per iódus kezdőpon t j ában y*n a várakozó mozdonyok száma. E k k o r az i-edik 
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és (i l)-edik pont közötti szakaszon, amelynek hossza a veszteglő 
mozdonyok száma r j + V2n, és ennek alapján adódik (1). 

Megjegyezzük, hogy az említett példánál optimális indítási rendszert 
tün te t fel a 3. ábra. I t t az egyes mozdonyok összetartozó érkezési és időpont-
jai össze vannak kötve. Nem optimális indítási rendszert tünte t fel a 4. ábra . 
Megjegyezzük azonban, hogy az állási időt nem érinti az a tény, hogy az egy-
idejűleg várakozó mozdonyok közül melyiket indí t juk el. 

4. ábra 

Az eddig felsorolt feltevésekből következik, hogy a {£,•} és az {?/,•} 
valószínűségi változók egymástól függetlenek. А | 2 , . . . , Ç2n valószínűségi 
változók ekvivalens valószínűségi változók, amelyekre fennáll, hogy í x + 
+ £2 -f- • • • + Í2n = T, és а (£1} £2, . . . , £,) változók együttes sűrűség-
függvénye 

2n(2n — 1) ... (2n — i+ !)•/, x1 + x2 + ... + 
д л j , л 2 , . . . , л,,) — j. 

t 

ha xj ^ 0 (/ = 1, 2, . . . , i) és a^ 4- x2 4- . . . 4- xt ^ T ; (i = 1, 2 2n — 1). 
Továbbá az »у,(г = 1 ,2 , . . . ,2тг) változók egy bolyongó pont mozgását ír-
ják le. Ha egy pont kiindul az x = 0 pontból és n egységnyi lépést 
tesz előre és n egységnyi lépést hátra, és minden egyes lehetséges bolyongása 
egyenlően valószínű, úgy rp jelöli a pont helyzetét г lépés megtétele u tán . 
r)i előállítható a következő alakban is : rjj = Xi + Яа + • • • + Xi = 

= 1, 2, . . . , 2n), ahol a Xi, Хг> • • •> X2n változók közül n számú 1 és и számú 
— 1, és minden egyes választás egyenlően valószínű. 

A fent elmondottak segítségével a r változó egyértelműen jellemezve 
van. Célszerű r-t a következő, (l)-gyel ekvivalens alakban felírni : 

2 n 

i=l 

Az {rji} és {£, } változók eloszlásainak ismeretében r eloszlása is meg-
határozható. Most azonban csak т várható értékének és szórásának meghatá-
rozásával foglalkozunk. 
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2. §. A T várható értékének meghatározása 

Fennáll , hogy 
M { R } = У M {RJ*N}. 

Ugyanis M {?/,•£;}= 0, m e r t egyrészt r \ é s függetlensége következ-
t é b e n M{?7J £,-} = M{?/,} M { £ , } , m á s r é s z t М{»?,-} = 0 , mive l rp e loszlása 
szimmetr ikus a 0-pont ra nézve. 

Most 

(2) 

és így 

( 3 ) 

vagyis 

( 4 ) 

P{?JF„ ^ C} = 

i 2 n \ 

\n — С' 

f = i 

22" 
2 n 
n 

— 1 

M { T } : 
t 22 n 

C) 
— 1 

(2) a következőképpen indokolha tó : Az eml í t e t t bolyongásban az összes 
2n 

lehetséges u t a k száma . Az rj%n ;> с esemény akkor következik be, ha a 

p o n t bolyongása során ér int i az x = — с pon to t . Az x = — с p o n t o t é r in tő 

u t a k száma viszont ~П j , ugyanis ez megegyezik azon u t a k számával , 
n —c) 

a melyeknél a p o n t az x = 0 pon tbó l k i indulva 2n lépéssel az x = —2c p o n t b a 
a z x = 0 p o n t n a k x = — c-re vonatkozó tükörképébe ju t . 

3. §. A T szórásnégyzetének meghatározása 

M{T} m á r ismeretes, és D 2 { T } = М { т 2 } — [ М { т } ] 2 . í g y elegendő 
M { T2 } -et k i számí tan i . Er re fennál l : 

(5) 

2 n 
M{T 2 } = M {£?} J V M { ф } + M { £ £ , } V M { v , f l j } + 

i= i 

+ 2 T M { f ^ M i i R i j U + T ' M i i r ë ï } . 
1 = 1 

I t t könnyen adódik , hogy 
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(6) 

(7) 

és 

(8) 

t ovábbá (2) szerint 

M { £ ? } -
2 T 2 

2n(2n + 1) 

p 2 

" 2n{2n+ 1): 

JL_ 1 02ra—1 
(9) Г О Д 2 } = ^ ( 2 c - l ) P { y * n ^ c } = n + ^ -

c = 1 
2та\ ' 

n i 
A következőkben bebizonyítjuk, hogy 

2n 
(10) 

<11) 

és 

(12) 

. , n(n + 1) 

(та — 1)та(2та+ 1) 

i #7 

V M = -
та(2та + 1) 

6 

Ezek segítségével azt nyer jük, hogy 

<13) 

es 

M {т 2 } = T 2 5n 1 22"-1 

~ + 7Г — 2n\ z та 

J 

(14) D 2 {r} — T 2 

H a tekintetbe vesszük, hogy 

5 n 1 24«-2 

V та Ii 

V та ' 2 2 " Утата 

úgy a következő aszimptotikus becslést nyerjük D 2 {t}- ra : 

(15) D 2 { r } =nT2 5 71 
+ . . . ~ т а Т 2 • 0 ,0479. . . 
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Ezután rátérünk a felhasznált (10), (11) és (12) eredmények bizonyítá-
sara. 

(10) bizonyítása. Könnyen látható, hogy az rji változó csupán a 2r — г 
(r = 0, 1, 2, . . . , i) értékeket veheti fel, éspedig fennáll, hogy 

P{Vi = 2r — г} 

Innen könnyű számítással adódik, hogy 

2n — г 

n — r 
2 n 
n 

c j * 
2 n 
n г М 2n — 1 \ 2 

es így 

2 n , 

2 м { ч » = ' 
!=1 

2 n + 1 

2 2 n 

2n+ 1\ _ n(2n + 1) 
3 

(11) bizonyítása. Fennáll, hogy 

2 n 

A jobboldal első tagjá t (10) szerint ismerjük. Ha a baloldal értékét is 
sikerül meghatározni, úgy ezzel a (11) kifejezés is ismertté válik. Most, mint 
már említettük, гц — Xi + 1% + • • • + Ь = 1,2 , . . . , 2n) írható, ahol a 
Xi> %2> • • •> %2n változók közül n számú 1-gyel és n számú (— l)-gyel egyenlő 
és minden egyes választás egyenlő valószínű, Ilyen körülmények között 
M{%,} = 0, D 2 {x í ) = 1 ós M { X i X j } = - 1 / ( 2 « - 1), ha i=f=j, Most 

és ebből 

Vi + V2+ • • • + V2n = 2nxl + {2n— l)Xz+ ••• +X2n . 

ó 

Végül (10) tekintetbe vételével 

(» — l ) » ( 2 n + 1) 

(12) bizonyítása. Tekintsük először az щ + r\%n változót. Ennek elosz-
lása könnyen meghatározható. Ugyanis fennáll, hogy 
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P{rji = 2r — i, Г)% ^ c} = 
' íi\ (2n — i\ 

r \ n — r , „ . г — с ha 0 ^ г ^ 

(?) 

i\( 2n — i /' i — г'\ j i U 2n — i 
\c + r)\n — r ) \c + r)\n — c —; rj\n — c — rj \C + Г) ' 71 — Г I \C + r I \n — C — rl I —С 

, h a ^ r 
2n\ 
n 

Ez a következőképpen látható be : Az emlí te t t bolyongásnál az összes 
2 n\ 

és (r)i = 2r — i, r)$n > c) esemény ama utakra n 
teljesül, amelyek az i-edik lépésben az x = 2r — i ponton haladnak át és 

közben érintik az x = — с pontot. I Ia 0 ^ г ^ - (г — с), úgy az t]fn ;> с 

lehetséges utak száma 

esemény önmagától teljesül, ós a kedvező u t a k száma 

2 
' i \ I 2n — ; 

I. H a 
n —r 

— li — c) úgy az olyan u t ak száma, amelyek az i-edik lépés u tán 
2 

'i\ ( 2n — i 
elérik az x = — с ponto t : n — с — r 

, az olyan utak száma, amelyek 

( г \ (2n — 

az i-edik lépésig elérik az x — — с pontot , ( c r J I n__ry Ezek összegéhen 

azonban kétszer szerepelnek azon u t ak , amelyek az i-edik lépés előtt és u tán 

is érintik az x = — с pontot . Ha az ilyen utak számát , ( 1 ] I 2 n 1 ] -et, 
\c + r) \n — c — r) 

levonjuk az összegből, úgy a kedvező utak számát nyerjük. 
A fent i valószínűség segítségével : 

P{Vi + VÍn > «} = i P{Vi = 2r - i, rßn 5 + i — 2r) = 
r = 0 

г) ( 2n — i \ , í i Л {2n — i\ |_pí 2 \ Í2n — i\ í i 1/ 2n — i t 
yr I \n — r + s ' — s ' \ те — r) \r — в/!те — r + s ! 

_ у : p 

ű 

+ у 

2 и — i 
r ! \n — r 

12n 
t+i . „ . 
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r — s 

0 s r < ! ± i 

1 8 + i 
г 

r — s 

2 n — i X ; 2 n — i 

n — r 4" A-j \ n — r 

2 n 

n 

2 n — i X i 2 n — i 

n — r + s 1 1 n — r 

r = 0 12n 

I n 

í 2n \ 2 ( 2 n \ + í 2n \ 12n I 

_ ^ 1 \n -j- s j \ n ! [n — ej [n — s J 

2 i2n\ |2rej 2 n 

n 

V a g y i s a z t n y e r t ü k e r e d m é n y ü l , h o g y pf„ e losz l á sa m e g e g y e z i k p,- -f-
+ t]$„ e losz lásáva l . 1 ' K ö v e t k e z ő l e g 

a h o n n a n 

М { ( ч , + ч Ш = М { ч Й } , 

M {грщп} = — — M { p f } 

é s í gy (10) szer in t 

»=i i = 1 

amive l (12) - t is i g a z o l t u k . 
T o v á b b i f e l a d a t l e n n e a 

l im P l — 
« - » \T\n 

^ x\, 

h a t á r e l o s z l á s m e g h a t á r o z á s a . 

I R O D A L O M 

[ 1 ] S A R K A D I K Á R O L Y : „Mozdonyok várakozási idejéről ." A Magyar Tudományos 
Akadémia Alkalmazott Matematikai Intézetének Közleményei 3 ( 1 9 5 4 ) 1 9 1 — 1 9 4 . 

[ 2 ] Z I E R M A N N M A R Ó I T : „ A raktárkészlet pótlásáról, I I . A készletpótló rendelés." 
A Magyar Tudományos Akadémia Alkalmazott Matematikai Intézetének Közle-
ményei 2 ( 1 9 5 3 ) 2 0 3 — 2 1 6 . 

( B e é r k e z e t t : 1955. I X . 15.) 

4» S A R K A D I K Á R O L Y volt szíves figyelmemet felhívni arra, hogy a ké t eloszlás 
azonossága az гц definíciójának közvetlen következménye. 
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ОБ ОДНОЙ П Р О Б Л Е М Е Т Е О Р И И ВЕРОЯТНОСТЕЙ СВЯЗАННОЙ 
С ТРАНСПОРТОМ 

Л . Т А К А Ч 

Резюме 
Предположим, что на какой то вокзал в течение одного дня (Т = 1 день) прибывает 

и отправляется п паровозов. Пусть времена прибытия и отправления являются незави-
симыми друг от друга случайными величинами с рагномерным распределением. Тре-
буется определить суточное время простоя паровозов при возможно лучшей системе 
отправки. К . Ш А Р К А Д Ъ И уже определил в статье [1] математическое ожидание времени 
простоя. Теперь мы предлагаем метод, который делает возможным помимо вычислении 
математического ожидания также вычисление дисперсии и моментов высшего порядка 
Математическое ожидание времени простоя дается формулой (4), дисперсия — фор-, 
мулой (14). 

ON A P R O B A B I L I S T I C P R O B L E M A R I S I N G I N SOME T R A F F I C 
I N V E S T I G A T I O N S 

L. TAKÁCS 

S u m m a r y 

Suppose t ha t t he re are n locomotives arriving in a n d depart ing f rom a railway 
s t a t ion dur ing a day (T = 1 day). Suppose t ha t all t h e moments of arrivals a n d 
depa r tu re s are mutua l ly independent un i fo rmly d i s t r ibu ted random variables. We in-
vest igate t h e daily rest ing t ime of the locomotives w h e n an optimal dispatching sys-
t e m has been established. The expecta t ion of the res t ing t ime has a l r eady been de-
te rmined by K . S A R K A D I [1]. The p resen t paper deals wi th a new m e t h o d which 
enables t o calculate also t h e s tandard devia t ion and t h e higher m o m e n t s besides t h e 
expecta t ion . The expecta t ion and the var iance of t h e rest ing t ime т a re given by (4) 
and (14), respectively. 
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