REGI ES UJ MODSZEREK LINEARIS EGYENLETRENDSZEREK
MEGOLDASARAD

EGERVARY JENO

Bevezetés

Tudvalevs, hogy béar a linedris egyenletrendszerek elmélete az algebra
teljesen feltart teriiletének tekinthetS, a kiilonféle megoldasi eljardsok mégis
mind a mai napig szdmos dolgozat targyat képezik. Arra vonatkozéan, hogy
a linedris egyenletrendszerek megoldasara szolgdlé — els6 pillanatban a
matematikus szdmdra unalmasnak és szaraznak t{in6 — modszerek érdekesek is
lehetnek, elegend6 G. E. ForsyTHEnek nemrég megjelent idevdgé munké-
jara utalni[9]. E dolgozatban egyrészt rovid attekintést kivinunk adnilined-
ris egyenletrendszerek megoldéasara szolgalé klasszikus és modern moédszerek-
r6l, masrészt részletesen ismertetni kivanunk egy altalanos — véges itera-
ciés — megoldési eljardst, amely tobb ismert moédszert is magiban foglal,
mint specidlis esetet, ezenfeliil Altalanossigandl fogva tetszlleges — tehat
akdr ,,téglalapalakt’ egyiitthaté-matrixszal bir6 — homogén vagy inhomogén
egyenletrendszerek megoldasara alkalmas, végiil a benne el6fordulé mftivele-
tek egyszertiségénél és attekinthetGségénél fogva a megoldds gépesitésének
alapjaul szolgalhat.

1. §. Az egyiitthatématrix invertalasa a karakterisztikus egyenlet alapjan
Tekintsiik az 3
(1) Ar=b; |Al £ 0

alakban megadott, nem-szingularis egyiitthatématrixszal bird mhomogen
egyenletrendszert. Nyilvanvaléan ennek megoldasat

z=A-1b

1) Jelen dolgozat a szerzének egy idegen nyelven sajté alatt all6 dolgozatét,
valamint a Magyar Tudoményos Akadémia Matematikai Kutaté Intézetében 1956.
janudr 18-4n elhangzott eléadasat tartalmazza. A dolgozat anyagénak sajté ala rende-

zésénél jelentds segitséget nyujtott Rézsa PAL, melyért a szerzd e helyen is koszonetet
mond.
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alakban nyerjiik. A feladat tehdt lényegében az A-1 reciprokmatrix megha-
tarozéasa.

Legkezdetlegesebb az az eljaras, amikor A—1b komponenseit kozvetleniil
irjuk fel két determinans hanyadosaként (Cramer-szabdly). Noha ezzel a
regularis inhomogén egyenletrendszerek megoldasa elvileg elintézettnek tekint-
het6, a.determinansok kozvetlen kiszimitdasa gyakorlatilag kivihetetlennek
bizonyul. Egy n-ismeretlent egyenletrendszer megolddsihoz ugyanis (n 4 1)!
szorzatot kellene kiszamitani, ami pl. » = 26 esetén egy olyan elektronikus
szamolégéppel, amely 2600 szorzdst végez madsodpercenként, kb. 1017 évet
venne igénybe [9].

A fentivel nagysigrendben koriilbeliil megegyez6 miiveletet igényel
az az ugyancsak ismert invertdldsi eljards is, amikor a reciprokmatrixot a
karakterisztikus egyenlet segitségével szamitjuk ki. Ez a moddszer Cayley—
Hamilton tételén alapszik, amely szerint minden matrix kielégiti karakterisz-
tikus egyenletét. Azaz, ha @(4) =¢) — ;A — ... — ¢,A" jelenti a karak-
terisztikus polinomot, ahol co = |A|, akkor ¢p(A) =0 kovetkezokeppen is
irhato :

GE=A{c,E+c, A+ ... +c,,A”—1}.

Innen kiolvashatd, hogy a keresett reciprok :

PR .
A-l = Nlo A1,

Al &=

A f6 nehézséget itt a ¢, egylitthatok — azaz 2" — 1 szdma f6minor — kiszé-
mitasa okozza.

U]abban ez az eljards gyakorlatibb formit nyert annak a — nehany
szerz6 altal kovetett? — moddszernek a segitségével, amely tulajdonképpen
polinom helyettesitési értékének kiszamitdasara szolgdlé jolismert tigynevezett
Horner-féle médszernek az altalanositisa. Ennek {éelénye, hogy determindns
szamitdsa nem szerepel benne, esak matrixok szorzdsa és ,nyom”’-dnak
(Spur, ciex — a fédiagondl-elemek Osszege) meghatarozasa. Ezek szerint,
ha o(A) jelenti az A matrix nyomat, és képezzik az

A

1 ;
Ak+1 =k {Ak v o857 Z O'(Ak) E }; Al

iteraciés sorozatot, akkor a keresett reciprokot

A-1 = 7‘:){" l—nilo'(An_l)E}

e
7

szolgaltatja. Nem nehéz meggy6z8dni arrél, hogy ennél az 1nverta1a81 elja-
rasnal csak kb. 7% szamu skalarszorzatot kell kiszamitani, tehat ez a mdédszer

a megoldas lényeges egyszertisitését biztositja.

*) Lasd pl. [8], [12].
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2. §. Invertalas konvergens. iteraciéval

Lineéris egyenletrendszerek megoldasinak egy masik iranydt az itera-
tiv megoldési mddszerek képezik. Ezek kezdetben a skalar egyenleteknél mar
kordbban kidolgozott iterativ' eljarasokat vették alapul, s mivel a skalar
egyenletek megoldasira szolgalé iterativ mddszerek szinte kivétel nélkiil
végtelen processzusok, egyes szerz6k a linedris egyenletrendszerek megol-
désdra is kezdetben végtelen iterativ processzusokat konstrualtak.

Tekintsiik el6szor az @ = @(x) egyismeretlenti (skaldar) egyenletet.
Ennek megolddsira az ;.1 = @y(x,) altalanos iterdcids ,,Ansatz’ szolgal.
Amennyiben olyan intervallumban, ahol van gyok, a ¢,(z) fliiggvénysorozat
egyenletesen konvergil a ¢(z) fiiggvényhez, 2, pedig egy z értékhez, akkor
x szitkségképpen az egyenlet egyik gyokét szolgaltat]a Ha olyan intervallum-
ban indulunk ki, ahol csak egy gyok van és ¢, (x)— ¢(z), ha z, — x, akkor
ebben az intervallumban @ az egyenlet egyetlen megoldasat adja.

Ennek legegyszertibb esetét mutatja az

xr=mx -+ b
egyismeretlenti els6fok egyenlet,” illetve annak megolddsira szolgdlé
Ty+y = may + b
iterativ algoritmus, amely a fenti dltalanos esetbdl a
Pi(®) = mx + b

specidlis vélasztdssal keletkezik. Kz az iteracié egyrészt stacionarius, mert
(@) = @(x) = mx + b nem fiigg a £k indextdl, mésrészt linedris.

Az iterdcid céljaira az olyan egyenlet bizonyul ,,j6”’-nak, ahol az eredeti
egyenletben z egyiitthatéja 1-hez kozel all. Tegyiik fel, hogy |m| < 1, ez
esethen a létez6 egyetlen megoldds eleget tesz az

(2) x=mx + b
egyenletnek. Az iteraciés egyenlet
A Tty = M Ty + b.
A (2) és (3) egyenlethdl
(3) 1 — & = m(x,— ) = ... = m*z, — ).

Innen lithat6, hogy |m| < 1 esetén a kozelité értékek olymdédon kon-
vergdlnak a pontos értékhez, hogy a szukcessziv hibak csokken6 mértani
sorozatot alkotnak. A konvergencia anndl gyorsabb, minél kisebb az eredeti
egyenlet egyiitthatéjdnak az egységtdl vald eltérése. Az eljards szemlélteté-
sére szolgdl az 1. dbra (lasd: a kovetkezd oldalon).

Az inhomogén linedris egyenletrendszerek iterativ megolddsa a fenti

egyszerli eljardas kozvetlen altalanositasaval torténik. Az el6z6k szerint az

(1) kiindulasi egyenletet kovetkez6képpen alakitjuk at:
x=(E—A)x+b.

%) Barmely ax = b egyenlet felirhaté z = (1 — a)x + b alakban. Rovidség
kedvéért a tovdbbiakban 1 — a helyett m-et irunk.
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Legyen E ,eltérése” az eredeti A matrixtél M, ekkor
x=Mx+b
staciondrius iterdcid esetén a kozelité megoldasi vektorok kozotti osszefiiggés

Xy =Mx, + b.
A fentiek alapjan

X1 — =M@, —x)= ... =M@z, — ).

& Y \;”+

1. dbra

Ha azt kivanjuk, hogy az iteraciéval nyert kozelitések barmely e,
kiinduldsi vektor mellett az a2 megoldashoz tartsanak, akkor ehhez sziikséges
és elegendd, hogy

lim M* = 0

k—
legyen. A gyakorlatban legtobbnyire diagonalizdlhaté matrixok szerepelnek,
s ezekre nézve a fenti konvergenciakovetelmény megfogalmazhaté, mint az
M martix sajatértékeire vonatkozé feltétel. Ha ugyanis M sajatértékei
Ay 2y ... An, bal-, illetve jobboldali normalt sajatvektorai o%, %, ..., v§, és
Uy, Uy, . . ., Uy, akkor a matrix kanonikus alakja

ot iy
M= o Ap U, OF
p=1
amelyb6l hatvanyozassal
n
Mé = Sk u, v}
p=1
adédik. Tehdt a lim M* = 0 feltétel teljesiiléséhez elegendd, hogy az Osszes
k— oo
sajatértékek abszolut értékében 1-nél kisebbek legyenek. Ebbél az is meg-
allapithaté, hogy a konvergencia anndl gyorsabb, minél kisebbek abszolat

értékben az egységmatrixtél val6 eltérést mérd M = E — A matrix sajatér-
tékei.

3. §. G. Schulz konvergencia-gyorsité eljarasa

Amennyiben az abszoltt értékbenlegnagyobb sajitérték 1-t6l keveset tér
el, a most ismertetett iterdcié konvergencidja nagyon meglassulhat. Az itera-
-ci6 konvergencidjanak meggyorsitasira . SORULZ szerkesztett egy stacionarius,
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de nem-linearis iterativ eljarast [11]. Ennek az iterdciénak az 1smertetesenel
célszerti a megoldandd egyenletet az

(E—M)x=0>0

alakban irni. Ha M a fenti feltételnek eleget tesz, akkor az (E — M)~ recip-
rokmatrix az

(E—M)1=E+M+M+ .

konvergens geometriai sorral fejezheté ki. G. ScHurz gyorsité eljardsanak
marmost az a lényege, hogy k iterdcids 1épéssel a fenti mértani sornak 28 — 1
tagli részletosszegét tudjuk eléallitani :
) ), 5 2k—1_1 1 2k—1 81 / e
Sui= MW= 3 ME+MT)= > W{E—(E—M7)} =
v=0 =0 r=0 ;
2k—1_1

= > W {2E (E — M)zkf] M}

v=0
Mu el pedlg E M = A tehat
Szk 1 = Sor— 1~1 {2E ASz’f ” 1}

4. §. A Gauss—Banachiewicz-féle eliminiciés médszer, mint véges iteracié

A linedris egyenletrendszerek megolddsinak talin legismertebb és leg-
altaldnosabban haszndlt moédszere az ismeretlennek, a Gauss-féle algoritmus
segitségével torténd elimindciéja. Ennek matrixtechnikai eszkozokkel ' vald
~ kivitele az egyiitthatomatrixnak a — T. BANAcHIEWICZt6] szdrmazé —
ugynevezett triangularis faktorizdciéjara vezet ([1], [6], [13]). Ennek az
eljardsnak a lényege az, hogy ha az egyiitthatématrixot egy alsé és egy fels6
haromszogmatrix szorzatara tudjuk bontani, akkor lehetévé vélik az isme-
retlennek kozvetlen, rekurziv médon valé kiszdmitdsa. A moddszer hitranya
azonban, hogy — mivel a trianguldris faktorizdciénak sziikséges és elégséges
feltétele az, hogy a sarokminorok 0-tdl kiillonboz6k legyenek, — a szamitas
sordn indexcserék és egyéb korrekcidok vélhatmak sziikségessé.

Lényegében a T. BaxNacmiEwicz-féle trianguldris faktorizécionak az
altalanositasa tetszleges egyiitthatématrixszal bir6é homogén és inhomogén
egyenletrendszerekre az a — szerz6 éltal kidolgozott — algoritmus, amely
diddok szukszessziv levalasztéasival bontja fel az (r-edranga) egyiitthaté-

matrixot egy nem-szingularis kvadratikus matrix és egy (r-edrangt) harom-
. szogmatrix szorzatdra ( [5] [6]). A Gauss-féle eliminaciés algoritmusnak ily
modon valé kivitelét véges iterdcids eljardsnak m1n081’chet]uk mivel a megol~
dést kozvetleniil szolgdltaté hdromszogmatrixhoz véges szdmi iterdcids
lépéssel juthatunk el. '

5. §. A Stiefel —Hestenes-féle véges iteracioé

A véges iterativ eljarasok kozott kell megemliteni a modern irodalom-
ban sokat vitatott és feltétleniil érdekl6désre szamot tarté konjugédlt irdnyok
modszerét, melynek megalkotdsa E. STreren és M. R. HESTENES nevéhez

8 A Matematikai Kutaté Intézet Kozleményei I./1—2.
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fliz6dik [10]. A konjugalt iranyok moddszere egy nem-linedris stacionérius
(véges) iteracios eljaras, melynek lényege olyan w, (k=1,2, ..., n) ira-
nyoknak a meghatarozdasa, amelyek a (szimmetrikus és pozitiv definit)
A egyiitthatématrixra ortogonalisak (konjugiltak), vagyis eleget tesznek az

: u;Auf=0 (¢ #7)
osszefiiggéseknek. Ezek ismeretében ugyanis a keresett reciprokmatrix

Al WU
= wf A w,

alakban adédik. Tovabbi mellékfeltételek nélkiil a kon]ugalt iranyok kivalasz-
tasa nagy fokban hatdrozatlan feladat. E. Strerer és M. R. HESTENES
ennek a modszernek a gyakorlati alkalmazhatésigit nagy mértékben fokoztdk
az altal, hogy a szdmitasban az ugynevezett konjugalt gradiens irdnyokat
alkalmaztak. Ezeknek az w; iranyoknak a meghatiarozasa a ‘

l’k:b—Awk

linearisan fiiggetlen vektoroknak az (A matrixra valé) ortogonalizaldsival
torténik. Itt az a, vektorok az

(223 v uy

Lyety = Xy + Au
« UFAw,
a v, vektorok a
¥ w,
Op+1 = Yk — — AUy
, - wi Aw,
az w; vektorok pedig az
Vi Au
(4) Up+1 = O+ — e k
2 L A uy,

iterdcidval nyerhet6k, ahol w; = v, = b — Aw,, és x; tetsz6leges kiinduldsi
vektor.

A konjugilt gradiensek moédszerének az Gtletessége abban xe]hk hogy
Vi1 AZ Uy, Uy, . . . W1 irdnyokra mar automatikusan kon]uaalt és a (4) Ossze-
fliggés biztositja, hogy az wy irdnyra is konjugilt legyen.

A méodszer geometriailag ugy interpretalhato, hogy a (szimmetrikus és
pozitiv definit) A egyiitthatéomatrix altal meghatirozott n-dimenziés hiper-
ellipszoid-sereghdl kivalasztjuk azt, amelyik a tetsz6legesen vilasztott (kiin-
duldsi) a¢; ponton athalad. Ezutdn az ag; pontbdl kiindulé felileti normélisnak
meghatarozzuk azt az a, pontjit, amelyben a hozza konjugalt (» — 1)-dimen-
ziés hipersikot dofi. Ebben a hipersikban fekv6 (n — 1)-dimenzidés hiper-
ellipszoid-sereghdl kivalasztva azt, amelyik athalad az x, ponton, az eljarast.
ugyanigy tovabb folytatjuk. Véges (legfeljebb n) szamu lépésben eljutunk a
hlperelhpszmd sereg kozéppontjaba, amely az egyenlet megoldasat reprezen-
télja.»

4) Megjegyezzik, hogy kikerekitési hibdk miatt el6fordulhat, hogy » lépésben
< nem jutunk el a megoldédshoz, ekkor az iteraci6 toviabb folytathato.
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Megjegyezziikk még, hogy amennyiben az w, irdnyoknak éppen az
Aw = A wy,

egyenletekkel definialt sajatiranyokat valasztjuk, akkor automatikusan kia-
dodik a reciprokmatrixnak — az A matrix kanonikus felbontasabdl triva-
lisan kovetkez6 —

n
A-l= Ll w u;
g
alakt el6allitasa.

Felvetodik marmost az a kérdés, nem volna-e lehetséges a kiilonb6z6
véges iterdcids eljarasoknak egy olyan fokt egységesitése, amely magiban
foglalna specialis esetekként a fent emlitett megolddsi modszereket, s ezen-
kiviil tetszbleges homogén és inhomogén egyenletrendszerek megolddsira
egyarant alkalmazhaté volna. Mint a kiovetkez6kben latni fogjuk, ez az egy-
%ge51tes a legéltaldnosabb rangestkkenté miivelet megdllapitdsdval és alkal-
mazasaval valik lehetségessé.

6. §. Bazisfaktorokra bontas véges iteracigval

A szerz6 tébb korabbi dolgozataban [2
rixok bazisfaktorokra valé bontdsa lehetdvé teszi a matrix-elméletben alkal-
mazott szamos eljards egységes és egyszer(i alakban val6 targyalisit. Egy
n x m-edrendl és r-edrangli matrix bazisfaktorokra valé bontisa

A==y G

nxm nxr .rxm

alaka. Itt B 7 oszlopa A oszlopvektorainak, C* r'sora pedig A sorvektorai-
nak egy béazisa. Kz a felbontds, eltekintve a trivialis

A —BTT 1C*

transzformaciotol, egyértelmtien meghatarozott.

A szerz$ egyik kordbbi dolgozatiaban [2] a bazisfaktorok tényleges kisza -
mitdsdra az alabbi iterativ eljirist adta meg, amelynek lényege abban 4ll,
hogy alkalmasan védlasztott didadok (elsérangli matrixok) ismételt levélasz-
tasa altal az adott matrix rangja fokozatosan csckken :

Aye e; Ay
A/{“:’l S AI( TN R RN B R T

eiAy e

Itt e, és e* oszlop-, illetve sor-egységvektort jelentenek.

Dolgozatunk most kovetkez6 részében a fenti eljé..rést is magaban
foglal6 altalinos rangesokkentd eljardst fogunk kifejteni, és ramutatunk annak
kiilénboz6é alkalmazasaira a linedris egyenletrendszerek megoldasanal.

A jol ismert

o(A) — 1 < 0 (A — be*) < ¢(A) 41
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egyenlotlenségek azt mutatjik, hogy ha egy adott A matrixbdl egy diddot
levonunk, akkor A rangja vagy eggyel né, vagy csokken vagy pedig valto-
zatlan marad. '

Konnyen beldthat6, hogy ezzel az eljarissal A rangja csak akkor esok-.
kenhet, ha a baloldali b tényez8 A matrix oszlopvektor-terében, a jobboldali
¢* tényez8 pedig A sorvektor-terében van. Ekkor azonban b felirhaté Au
alakban, ¢* pedig v*A alakban, tehdt csak A — A A uo* A rangjat kell vizs-
galnunk, ahol 4 skalar paraméter.

Legyen A = BC* az A matrix bézisfaktorokra bontott alakja. Ekkor
aztb ka.p]uk hogy ;

— AAuv* A = BC* — 1BC* u v* BC* = B(E, — AC*uv*B) C¥,
r—1'sp(E, —1C*uv*B).
Abbdl, hogy |E, —AC*uv*B|=1—iv* BC‘*u, kovetkezik, hogy
: ‘ o(E, —AC*u v*B)—-r—l ‘

akkor és csak akkor &ll fenn, ha v*BC*uzv* Au=£0 és A= (v*Au)-?
Bebizonyitottuk tehat a kiovetkezd lemmat :

Lemma : Ha valamely A matrizbdl be* diddot levonunk, A rangja akkor
és csak akkor csokken eggyel, ha a be* didd

alakban irhaté fel, ahol w és v tetszéleges, csupan a v*Au + 0 feltételt Lielégits
vektorok.

Ha most egy tetszoleges r-edrangtt A matrlxbol indulunk ki, azt r
linedrisan fiiggetlen didd 6sszegére tudjuk bontaniaz aldbbi iterativ eljardssal :

AA Wy, l’Z AA

- (9) A=Ay — ;
: { Al ViAW,

76;1,2....,7',

ahol A; = A és wy, v, tetszGleges, csupan a
v;l: AI{ U, 7': 0
feltételt kielégité vektorok. Ekkor A diadikus felbontasat

ék ul{}?}? A",

(6) Az
T’t A/f Uy

k=1

szolgaltatja.

A (6) osszefiiggés magdban foglalja a legtobb ismert felbontast mint
specidlis esetet. Ha A kvadratikus, sz1mmetr1kus nem-szinguldris és definit,
akkor

L. uw, = e, v} = e} vilasztdsa esetén A triangularis faktorizéciojara
jutunk (GAUSS—BANACHIEWICZ).
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IL. A v, = wy, wfAu, = 0, ha k =~ [ sszefiiggéseket kielégitd konjugdlt
vektorok rendszerének a vilasztisa esetén az

Auk u;l:A
u;?Auk

A e
k=1

felbontasra ]utunk amely az tgynevezett konjugalt 1rany0k modszeréné |
* fordul el6 (STIEFEL—HESTENES). :
II1. Az
Aw, = dw; uiw = oy

osszefiiggésekkel definidlt sajatvektorok valasztédsa az

.

o lk u; uf
=1

(kanonikus) felbontdst adja.

7 § Altalanos lmearls egyenletrendszer megoldasa fokoza tos
dimenziécsikkentéssel

; A linearis egyenletrendszerek megoldasara szolgalo legtobb klasszikus -
és modern mddszer az (1) regularis, inhomogén egyenletrendszerrel foglalkozik.
Az (1) egyenletrendszer megolddsa azonban nyilvanvaléan megegyezik az

_m,—m[¢]=m,JM¢m
Tn+1
homogén egyenletrendszernek x,.; = 1-hez tartozé partikularis megolddsaval.
: Tehdt az
(7) AX =0, oX)=n—e(A)

altaldnos homogén egyenlet megoldasira szolgalé megfelel§ eljirdsnak magéd-
ban kell foglalnia az inhomogén egyenlet megoldasat is.

" Felhasznalva az A matrix bazisfaktorokra valé bontasat, a (7) egyenlet
megolddsira igen egyszerii és explicit eljardst adhatunk meg. Legyen A egy
bézisfaktorokra bontott alakja A = BC*. Ekkor a B matrixnak van baloldali
inverze, kovetkezésképpen az ;

} AX=0
egyenlet megoldasa egyértelmii a
Crx—10
egyenlet megoldasaval. ' :
Nyilvanvalé azonban, hogy :
|C*C|£0, C*{E—C(C*C)-1C*} =0
e{E — C(C*C)1C*} =n —o(A),



118 EGERVARY JENO

innen kovetkezik, hogy
(8) X=E—-C(C*C)-1C*

a (7) egyenlet teljes megoldisa.

A megoldasnak ez az alakja Csupan elméleti szempontbdl jelentss,
mivel meglehet6sen bonyolult matrix-miveleteket tartalmaz.

Most megmutatjuk, hogy a (7) egyenlet egy, a (8) formulanak megfeleld
teljes megoldasat megkaphatjuk az elGz6kben kifejtett rangesokkentd eljiras
véges iteracidjaval.

Ebbél a célbdl irjuk a (7) egyenletet

a7 aiX =0
(9) AR @ X =00 rivagy. R 0
a; arx—29

alakban. ;

Ezen egyenletek mindegyikét rangesckkenté miivelet segitségével fogjuk
kielégiteni. Ez a mddszer azokat az egyenleteket, amelyek a megel6z6knek
kovetkezményei, automatikusan eliminalja.

Az (5) osszeftiggésnek megfelelGen (kiindulva az egységmatrixhdl,
vagyis A = E esetén) kiszamitjuk az ; %

. *
(10) s R —"L;i’l,
a, a,
(n — 1)-edrangt szimmetrikus projektort. X; kielégiti (9) elsd egyenletét,
amint arrél kozvetlentil meggy6z6dhetiink :

. ajaaf
atX, =af— ——1—*i L.

aia,

Most két esetet kell megkiilonboztetniink :

1. Ha a%X;, = 0 akkor a% = konst. @* (mivel X; (n — 1)-edrangu),
azaz (9) masodlk egvcnlete az elsbnek kov oik(\zm( nye, enneliochL elhagyhato.

2. Ha a%X, =+ 0 akkor mivel X, pomtn szemidefinit, a¥ Xla‘a# 0, s

igy a kovetkezo 1tera010s lépés
(11) Xoe Xyl X, @, a; X,
a; X, a,

' A (11) osszefiiggéshél lathaté, hogy X, kielégiti az a% X, = 0 egyenletet.
Ezenkiviil X, kielégiti (9) masodik egyenletét is, ami az

%
"_1‘12‘,‘&1
ai X, a,

2

a3X, =a$X, — a¥

osszefiiggésbol Lozvetlenul lathat6. Megjegyezziik, hogy X3 = X,, tehat X,
(n — 2)-edrangtt szimmetrikus projektor.
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Tegyiik fel, hogy X, kielégiti az
aiXy=a;X,=...=a; ;X;=0
egyenleteket és a*, X, =+ 0, tovabba
Xipoes Xt X2 X s o XY = < fers ol L D0sle iy

Ekkor az dltaldnos iterdciés lépés

Xk a,,k atk Xk

(12) ‘ Xir1 = X —
SN ¢ atk X, Xk av,c

és X1 kielégiti az

Xir1 = X415 XRri=Xpr1, 0Xpyp)=n—Fk — 1

sszefiiggéseket. : .
Ezzel tehat — figyelmen kiviil hagyva azokat az egyenleteket, amelyek
az el6z6knek kivetkezményei — végiil eljutunk ahhoz, az (n — 7)-edrangt

X, szimmetrikus projektorhoz, amely valamennyi egyenletet kielégiti, azaz
AXy — 00 X)) =m = 7.

E moédszer geometriai interpretaciéja a kovetkezs. Az AX = 0 egyenlet
megoldasat megtaldalni annyit jelent, mint meghatdrozni A sorvektor-terének
ortogondlis komplementumat. Az els6 lépés (10) a teljes n-dimenzids vektor-
teret arra az (n — 1)-dimenziés alterre redukalja, amely ortogondlis aza,
vektorra. Ha a} nem parhuzamos a¥-gyel, akkor a mdsodik iterdcids 1épés
eredményeként olyan (n — 2)- dimenzios altérre jutunk, amely ortogonalis
mind az a%, mind az af vektorra. Végil r iterdciés lépés utan eljutunk A
sorvektor-terének ortogondlis komplementumahoz.

Innen a (3) egyenlet dltaldnos megolddsat kozvetleniil

> $:‘X,t

alakban nyerjiik, ahol # tetsz6leges paraméter-vektor.
Ervényes tehit a kovetkezo
Tétel : An

aix
Ax=1 azx |=0, pg(A)=7r

ax

homogén linedris egyenletrendszer dltaldnos megolddsdt

He=X:1
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szolgdliatja, ahol t tetszbleges, A, pedig egy (n — r)-edrangi szimmetrikus pro-
jektor, amelyet az '
v X A %
X1 =Xy — "q .

atk Xk a,,

iterdcidval nyerink. Azok az afX = 0 egyenletek, amelyekre u £ v, az el6z6
egyenletek kovetkezményei és automatikusan eliminalédnak.

Abbdl a célbdl, hogy a (7) egyenlet linearisan fiiggetlen megoldasalndk
egy teljes rendszerét megkapjuk, meg kell hatarozni az X, matrix

X, —5h @ LIRS G B AT e

bazisfaktorokra bontott alakjit (ez legcélszertibben a [2]-ben kozolt eljaris
segitségével valdsithaté meg). Ekkor, mivel A szimmetrikus projektor, az
Y, Yo, - - -, Yo, vektorok automatikusan eleget tesznek az yF y;, = 0, Ossze-
fiiggésnek, tehdat a (7) egyenlet linearisan fiiggetlen megoldasainak egy orto-
normalt rendszerét alkotjak.

Abbdl a célbdl, hogy az (1) regularis inhomogén egyenletet megoldjuk, az

.[A,~b][y ro :
Yni1

homogén egyenletnek azt a partikularis megoldasat kell megtalilnunk, amely
eleget tesz az yni1 = 1 feltételnek. Ez esetben azonban g[A, — b] = g[A] =
=n,-o(Y) =1, tehat Y, :

A (Y192 -« - Yns1]
Yn =l Y2

|_Yn+1_|
alakban irhatd, ahol y,; = 0 és ezzel (1) megoldasara

U e Un

r, ==t Lo == iy o
1 £ 2 ’ ’ n
Yn+1 iyn+1 Yn+1

adddik.

Ha az altalunk bevezetett médszert més véges iterdcios eljardsokkal
hasonlitjuk ossze, azt latjuk, hogy a sziikséges miiveletek szima ugyanolyan
nagysagrendli, mint akar a Gauss-féle kikiiszoboléses modszernél, akir a
konjugéalt irinyok modszerénél, tovabba ugy véljiikk, hogy ezen mbdszer
teljes 4ltalanossiga és a miiveletek egyszerlisége miatt (csupan vektorok
skalaris és diadikus szorzatat kell szamitani) a nevezettek mellett is figyel-
met érdemel.

Végiil megjegyezziik, hogy az (5) osszefiiggésben, a diddokban szereplé
oszlopvektorok, médszeriink egyéb alkalmazasaindl, tetszblegesen valaszt-
haték. Ez az eljaras pl. eredményesen felhasznalhaté homogén lineéris dio-
fantikus egyenletrendszerek iterativ megoldisa soran [7].
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8. §. Példa ;
Oldjuk meg az alabbi homogén lineéris egyenletrendszert az altalanos
rangosokkento eljarassal :
' T+ By~ 23— 7,=0
bz — Ty wy — 32, =0
3%y — 3%y +3%; — Tg=0
‘—69:2—}—63:3—1—2904:0.

- Ugyanez matrixegyenletként felirva :

AX=-0,

R e T

S S QR
) O e 8. w3

0 —6 6 —2

Tekintettel arra, hogy megoldisként az ismeretlenek értékeire csupan
viszonyszamokat kapunk, a szamitas soran fellépd torteket elkeriilhetjiik
azaltal, hogy a (10), (11) és altaldban a (12) osszefiiggések jobboldaldt a neve-
z6vel végigszorozzuk. Ezzel tehat g

S e e 15
e BT, S | 1
| gl FEse, o |
1 1 -1 3

RIS A
X,=aia, E—a,af=

16 4. —4 24
4 28 . 26 6
—4 26 28 —6|
o B =87 0
Mivel a%X, =0 és a*X =0, ‘a megoldast x = Xt alakban kapjuk,

ahol ¢ tetszoleges vektor, és az X matrixot X, diadikus felbontdsanak
segitségével nyerjiik:

X, = (a5 X, @) X, — X, a, a5’ X, = 8-

40
1 s
Iy oxxe| 11If[e1—16
8 S S 1 R
6 0
Tehat az egyenletrendszer megoldésa :
Zie=41,
Ty =15 4ty A
Ty = —1 -+ 1y
zy=61;

ahol #; és #, tetsz6leges paraméterek.
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CTAPbBIE M HOBBIE METOb! PEHMIEHHWST CUCTEM JIMHEWMHBIX YPABHEHWNA

E. STEPBAPH

Peswome

[lepBast yacTb paboThl COACPIKUT KOPOTKOE I€PeuncieHne OOIIEH3BECTHBIX CTAPBIX W
HOBBIX METOJIOB ‘PEIIEHHS CHCTEM JIMHEHHBIX YPABHEHMIi : METO/bl, CBSI3AHHBIE C XapaKTepu-
CTHYECKNM yPABHEHHEM MATPHUIIBI, CXO/ISNMECS UTEPAIMOHHBIE TIPOLECCHI, PEIICHHE KOHeYHOU
umepayueii (IFAYCC—BAHAXHMEBUY, IITH®EI—XECTEHEC). - Bo BTOpoii uyactn padoTsl
aBTOP JA€T OOUMH METOX MOHMYKEHMSI PAHTA, YACTHBIM CIYYaeM KOTOPOro SIBISIOTCS 00Jb-
IIMHCTBO METOJ0B KOHCYHO! nTeparyu. IT0T METO/L TIOHM)KEHNS] PAHI'A OCHOBLIBACTCS HA CJIe-
nytomeit reopeme : Ecan u3 Kakoit HuOy/Ab MaTPUIIBI A BblYeCTh 0uady be* €€ panr noHu3UTCsS
Ha €MHUILY B TOM M TOJbKO B TOM ciyyae, ecim be* moyker ObiTh 3armcana B Bujle

Auv*A
e SR o 1 ke
o vt Au
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T/€ w 1 ¥ 110061 BEKTOPDI, YA0BIETBOPSIONHE ycaoBul0 v*Au#0. C moMOIIbI0 3TOf TEOpeMbl .
aBToOp paspabaThlBaeT MPOCTOH HOBBIH METOA pelieHusi Hapbonee OOIIMX CHCTEM JTMHEHHBIX
yPaBHEHHIA. :

STOT METOI HEemoCPEACTBEHHO AAET 0PTOrOHAJIbHOE JOTO0JHEHHE IPOCTPAHCTBA, 06paso-
BAHHOT'0 CTOSIIIMMU B OT/CIBHBIX CTPOKAX MaTPUIbI BEKTOPAMMU.

OLD AND NEW METHODS FOR SOLVING LINEAR EQUATIONS
J. EGERVARY

Summary

The first part of the paper contains a short survey of generally known old and
new methods for solving linear equations : methods related to the characteristic equation
of the matrix, convergent iterative processes, finite iterations (GAUSS—BANACHIEWIOZ ,
STIEFEL—HESTENES). In the second part of the paper the author develops a general
rank-diminishing procedure, which contains most of the finite iterations, as particular
cases. This rank-diminishing is founded on the following theorem : By the substraction
of a dyade be* from a given matrix A, the rank of A decreases exactly by one if and
only if be* has the form :

Bk Auv*A
: v*Au
where u and » are arbitrary vectors subject only to the condition v*Au # 0.

By means of this theorem the author indicates a simple and new method for

solving the most general system of linear equations. This method furnishes directly

the orthogonal complement of the row-space of the given matrix.
P
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