
RÉGI ÉS ÚJ MÓDSZEREK LINEÁRIS EGYENLETRENDSZEREK 
MEGOLDÁSÁRA1) 

E G E R V Á R Y J E N Ő 

Bevezetés 

Tudvalevő, hogy bár a lineáris egyenletrendszerek elmélete az algebra 
teljesen feltárt területének tekinthető, a különféle megoldási eljárások mégis 
mind a mai napig számos dolgozat t á rgyá t képezik. Arra vonatkozóan, hogy 
a lineáris egyenletrendszerek megoldására szolgáló — első pil lanatban a 
matematikus számára unalmasnak és száraznak tűnő — módszerek érdekesek is 
lehetnek, elegendő G. E . FoRSYTHEnek nemrég megjelent idevágó munká-
jára utalni [9]. E dolgozatban egyrészt rövid át tekintést kívánunk adni lineá-
ris egyenletrendszerek megoldására szolgáló klasszikus és modern módszerek-
ről, másrészt részletesen ismertetni kívánunk egy általános — véges iterá-
ciós — megoldási eljárást, amely több ismert módszert is magában foglal, 
mint speciális esetet, ezenfelül általánosságánál fogva tetszőleges — tehát 
akár „téglalapalakú" együttható-matrixszal bíró — homogén vagy inhomogén 
egyenletrendszerek megoldására alkalmas, végül a benne előforduló művele-
tek egyszerűségénél és áttekinthetőségénél fogva a megoldás gépesítésének 
alapjául szolgálhat. 

1. §. Az egyiitthatómatrix invertálása a karakterisztikus egyenlet alapján 

Tekintsük az 

<L) Ax = b ; |A[ ф 0 

alakban megadott, nem-szinguláris együtthatómatrixszal bíró inhomogén 
egyenletrendszert. Nyilvánvalóan ennek megoldását 

x = A 

9 Jelen dolgozat a szerzőnek egy idegen nyelven sa j tó alatt álló dolgozatát , 
valamint a Magyar Tudományos Akadémia Matematikai Ku ta tó Intézetében 1956. 
január 18-án elhangzott előadását tar ta lmazza. A dolgozat anyagának saj tó a lá rende-
zésénél jelentős segítséget nyú j t o t t R Ó Z S A P Á L , melyért a szerző E helyen is köszönetet 
mond. 
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alakban nyer jük . A feladat t ehá t lényegében az A - 1 reciprokmatrix megha-
tározása. 

Legkezdetlegesebb az az eljárás, amikor A~ 1 b komponenseit közvetlenül 
í r juk fel két determináns hányadosaként (Cramer-szabály). Noha ezzel a 
reguláris inhomogén egyenletrendszerek megoldása elvileg elintézettnek tekint-
hető, a determinánsok közvetlen kiszámítása gyakorlatilag kivihetetlennek 
bizonyul. Egy тг-ismeretlenű egyenletrendszer megoldásához ugyanis (n + 1)! 
szorzatot kellene kiszámítani, ami pl. n = 26 esetén egy olyan elektronikus 
számológéppel, amely 2600 szorzást végez másodpercenként, kb. 1017 évet 
venne igénybe [9]. 

A fentivel nagyságrendben körülbelül megegyező műveletet igényel 
az az ugyancsak ismert invertálási eljárás is, amikor a reciprokmatrixot a 
karakterisztikus egyenlet segítségével számít juk ki. Ez a módszer Cayley—-
Hamilton tételén alapszik, amely szerint minden matrix kielégíti karakterisz-
t ikus egyenletét. Azaz, ha <p(A) = c0 — c-jk — ... — cnA" jelenti a karak-
terisztikus polinomot, ahol c0 = |A|, akkor 93(A) = 0 a következőképpen is 
í rható : 

c 0 E = A { C l E + c 2 A + . . . + c„A n - i} . 

Innen kiolvasható, hogy a keresett reciprok : 

I I 4=1 

A fő nehézséget i t t a ck együt thatók — azaz 2" — 1 számú főminor — kiszá-
mítása okozza. 

Újabban ez az eljárás gyakorlatibb fo rmát nyert annak a — néhány 
szerző által követet t2 ' — módszernek a segítségével, amely tulajdonképpen 
polinom helyettesítési értékének kiszámítására szolgáló jólismert úgynevezett 
Ilorner-féle módszernek az általánosítása. Ennek főelőnye, hogy determináns 
számítása nem szerepel benne, csak mátr ixok szorzása és , ,nyom"-ának 
(Spur, след — a fődiagonál-elemek összege) meghatározása. Ezek szerint, 
ha <r(A) jelenti az A matrix nyomát , és képezzük az 

A f t + 1 - A | A f t - I a(Ak) E j ; A x = A 

iterációs sorozatot, akkor a keresett reciprokot 

A - i = — ÍAn-i — <Т(Ап_!)Е\ 
«r(An)t n - l j 

szolgáltatja. N e m nehéz meggyőződni arról, hogy ennél az invertálási eljá-
rásnál csak kb. n 3 számú skalárszorzatot kell kiszámítani, t ehá t ez a módszer 
a megoldás lényeges egyszerűsítését biztosítja. 

•) Lásd pl. [8], [12]. 
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2. §. Invertálás konvergens iterációval 

Lineáris egyenletrendszerek megoldásának egy másik irányát az itera-
tív megoldási módszerek képezik. Ezek kezdetben a skalár egyenleteknél már 
korábban kidolgozott i teratív el járásokat vették alapul, s mivel a skalár 
egyenletek megoldására szolgáló i tera t ív módszerek szinte kivétel nélkül 
végtelen processzusok, egyes szerzők a lineáris egyenletrendszerek megol-
dására is kezdetben végtelen iteratív processzusokat konstruáltak. 

Tekintsük először az x = cp(x) egyismeretlenü (skalár) egyenletet. 
Ennek megoldására az xk+x = (pk{xk) általános iterációs „Ansatz" szolgál. 
Amennyiben olyan intervallumban, ahol van gyök, a cpk(x) függvénysorozat 
egyenletesen konvergál á <p(x) függvényhez, xk pedig egy x értékhez, akkor 
x szükségképpen az egyenlet egyik gyökét szolgáltatja. Ha olyan intervallum-
ban indulunk ki, ahol csak egy gyök van és <pk{x) ^>- <p(x), ha Xfc —̂  ОС, akkor 
ebben az intervallumban x az egyenlet egyetlen megoldását adja. 

Ennek legegyszerűbb esetét m u t a t j a az 

x = mx + Ъ 

egyismeretlenü elsőfokú egyenlet,3* illetve annak megoldására szolgáló 

xk+1 = mxk - f b 

iteratív algoritmus, amely a fenti ál talános esetből a 

<pk(x) = mx + b 

speciális választással keletkezik. Ez az iteráció egyrészt stacionárius, mert 
<Pkix) — <P(X) = mx + Ь nem függ а к indextől, másrészt lineáris. 

Az iteráció céljaira az olyan egyenlet bizonyul , , jó"-nak, ahol az eredeti 
egyenletben x együt thatója l-hez közel áll. Tegyük fel, hogy \m\ <. 1, ez 
esetben a létező egyetlen megoldás eleget tesz az 

(2) x = mx + b 

egyenletnek. Az iterációs egyenlet 
xk+1 = m xk + b. 

A (2) és (3) egyenletből 

(3) xk+i — x = m(xk — x) = ... = mk(x1 — x). 

Innen látható, hogy \m\ < 1 esetén a közelítő értékek olymódon kon-
vergálnak a pontos értékhez, hogy a szukcesszív hibák csökkenő mértani 
sorozatot alkotnak. A konvergencia annál gyorsabb, minél kisebb az eredeti 
egyenlet együtthatójának az egységtől való eltérése. Az eljárás szemlélteté-
sére szolgál az 1. ábra (lásd: a következő oldalon). 

Az inhomogén lineáris egyenletrendszerek i terat ív megoldása a fenti 
egyszerű eljárás közvetlen általánosításával történik. Az előzők szerint az 
(1) kiindulási egyenletet következőképpen alakítjuk á t : 

ж = (Е —A )x + b. 
3) Bármely ax = b egyenlet fe l í rható x = (1 — a)x + b alakban. Rövidség 

kedvéért a továbbiakban 1 — a helyett то-et írunk. 
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Legyen E „eltérése" az eredeti A mát r ix tó l M, ekkor 

stacionárius i teráció esetén a közelítő megoldási vektorok közöt t i összefüggés 

xk+x = Mxk + Ь . 
A fentiek a l ap j án 

xk+1 — X — M(xk — x) == ... = Мк(ж1 — x). 

Ha azt k ívánjuk, hogy az iterációval nyer t közelítések bármely xx 
kiindulási vek to r mellett az x megoldáshoz ta r t sanak , akkor ehhez szükséges 
és elegendő, hogy 

lim Mk = 0 
ft—* 00 

legyen. A gyakor la tban legtöbbnyire diagonalizálható mát r ixok szerepelnek, 
s ezekre nézve a fenti konvergenciakövetelmény megfogalmazható, mint az 
M martix sajátértékeire vonatkozó feltétel. H a ugyanis M sajátértékei 
Áx Á2 . . . A„, bal-, illetve jobboldali normált sa já tvektorai v*,v\, ...,v*, és 
щ, щ,..., um akkor a ma t r ix kanonikus a l a k j a 

n 
>1 jgapupv*, 

p=í 
amelyből hatványozással 

mk = 2 xh
pUpv* 

p = 1 

adódik. Tehát a lim Mk = 0 feltétel teljesüléséhez elegendő, hogy az összes 
ft—* 00 

sajátértékek abszolút ér tékében I-nél kisebbek legyenek. Ebből az is meg-
állapítható, h o g y a konvergencia annál gyorsabb, minél kisebbek abszolút 
értékben az egységmátrixtól való eltérést mérő M = E — A matrix sajátér-
tékei. 

3. §. G. Schulz konvergencia-gyorsító eljárása 

Amennyiben az abszolút értékben legnagyobb sajátér ték 1-től keveset té r 
el , a most i smer te te t t iteráció konvergenciája nagyon meglassulhat. Az iterá-
ció konvergenciájának meggyorsítására G . S C H U L Z szerkesztett egy stacionárius, 
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de nem-lineáris iteratív eljárást [11]. Ennek az iterációnak az ismertetésénél 
célszerű a megoldandó egyenletet az 

(E - M) x = h 
alakban írni. Ha M a fenti feltételnek eleget tesz, akkor az (E — M)_1 recip-
rokmatrix az 

(E - M)- 1 = E + M + M2 + . . . 

konvergens geometriai sorral fejezhető ki. G . S C H U L Z gyorsító eljárásának 
mármost az a lényege, hogy к iterációs lépéssel a fenti mér tani sornak 2k — 1 
tagú részletösszegét tud juk előállítani : 

s 2 * _ ! = 2 2 M" = 2 M " < E + M 2 * - 1 ) = 2 ' M " { 2 E - < E - M2*-1)} — 
r=0 v=0 v=0 

2k~l— I í 2k 1—1 j 
= 2 м " 2E — (E — M) JV1 M-l. 

i - = 0 I v=0 ) 

Mivel pedig E — M = A t ehá t 

= S2*—i—i { 2 E — A S2*—1—1}. 

4. §. A Gauss—Banachiewicz-féle eliminációs módszer, mint véges iteráció 

A lineáris egyenletrendszerek megoldásának talán legismertebb és leg-
általánosabban használt módszere az ismeretlennek, a Gauss-féle algoritmus 
segítségével történő eliminációja. Ennek matrixtechnikai eszközökkel való 
kivitele az együt thatómatr ixnak a — T. BANACHiEWicztől származó — 
úgynevezett triangularis faktorizációjára vezet ([1], [6], [13]). Ennek az 
eljárásnak a lényege az, hogy ha az együt tbatómatr ixot egy alsó és egy felső 
háromszögmatrix szorzatára tud juk bontani, akkor lehetővé válik az isme-
retlennek közvetlen, rekurzív módon való kiszámítása. A módszer há t ránya 
azonban, hogy — m i v e l a trianguláris faktorizációnak szükséges és elégséges 
feltétele az, hogy a sarokminorok 0-tól különbözők legyenek, — a számítás 
során indexcserék és egyéb korrekciók válhatnak szükségessé. 

Lényegében a T. BANACHiEWicz-féle trianguláris faktorizációnak az 
általánosítása tetszőleges együtthatómatrixszal bíró homogén és inhomogén 
egyenletrendszerekre az a — szerző által kidolgozott — algoritmus, amely 
diádok szukszesszív leválasztásával bontja fel az (r-edrangú) együttható-
matrixot egy nem-szinguláris kvadratikus mat r ix és egy (r-edrangú) három-
szögmatrix szorzatára ([5], [6] ). A Gauss-féle eliminációs algoritmusnak ily 
módon való kivitelét véges iterációs eljárásnak minősíthetjük, mivel a megol-
dást közvetlenül szolgáltató háromszögmatrixhoz véges számú iterációs 
lépéssel ju tha tunk el. 

5. §. A Stiefel—Hestenes-féle véges iteráció 

A véges iteratív eljárások között kell megemlíteni a modern irodalom-
ban sokat v i ta to t t és feltétlenül érdeklődésre számot tartó konjugált irányok 
módszerét, melynek megalkotása E . S T I E P E L és M . R . H E S T E N E S nevéhez 

8 A Matematikai Kutató Intézet Közleményei I./l—2. 
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fűződik [10]. A konjugált irányok módszere egy nem-lineáris stacionárius 
(véges) iterációs eljárás, melynek lényege olyan uk (к = 1, 2 n) irá-
nyoknak a meghatározása, amelyek a (szimmetrikus és pozitív définit) 
A együtthatómatrixra ortogonálisak (konjugáltak), vagyis eleget tesznek az 

M, A uj = 0 (гф j) 

összefüggéseknek. Ezek ismeretében ugyanis a keresett reciprok m a t r i x 

A - i — у U k U * 
ék A p -

aiakban adódik. További mellékfeltételek nélkül a konjugált irányok kiválasz-
tása nagy fokban határozatlan feladat. E. S T I E F E L és M. R . H E S T E N E S 

ennek a módszernek a gyakorlati alkalmazhatóságát nagy mértékben fokozták 
az által, hogy a számításban az úgynevezett konjugált gradiens i rányokat 
alkalmazták. Ezeknek az щ irányoknak a meghatározása a 

vk = b — Axk 

lineárisan független vektoroknak az (A matrixra való) ortogonalizálásával 
történik. I t t az xk vektorok az 

, uk vïuv . 
xk+1 = xk+. 1 * Auk, 

щ А и к 

a vk vektorok a 

151,4-, ~ V u — 
u* A uk 

vk uk . 
Vk+i = vk —— A Uk • 

az uk vektorok pedig az 

vt+1Auk (4) uk+1 = vk+1 — - ' r -uk 
щ А и к 

iterációval nyerhetők, ahol щ = t\ = 5 — Axb és x1 tetszőleges kiindulási 
vektor. 

A konjugált gradiensek módszerének az ötletessége abban rejlik, hogy 
vk+i az щ, щ Щ-i irányokra már automatikusan konjugált, és a (4) össze-
függés biztosítja, hogy az uk irányra is konjugált legyen. 

A módszer geometriailag úgy interpretálható, hogy a (szimmetrikus és 
pozitív défini t ) A együtthatómatrix á l ta l meghatározott re-dimenziós hiper-
ellipszoid-seregből kiválasztjuk azt, amelyik a tetszőlegesen választott (kiin-
dulási) .x'j ponton áthalad. Ezután az xx pontból kiinduló felületi normálisnak 
meghatározzuk azt az x2 pont ját , amelyben a hozzá konjugált (n — l)-dimen-
ziós hipersíkot döfi. Ebben a hipersíkban fekvő (n — l)-dimenziós biper-
ellipszoid-seregből kiválasztva azt, amelyik áthalad az x2 ponton, az eljárást, 
ugyanígy tovább folyta t juk. Véges (legfeljebb n) számú lépésben e l ju tunk a 
hiperellipszoid-sereg középpontjába, amely az egyenlet megoldását reprezen-
tálja.4) 

4) Megjegyezzük, hogy kikerekítési h ibák miatt előfordulhat, hogy n lépésben 
nem j u t u n k el a megoldáshoz, ekkor az i teráció tovább folyta tható . 
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M e g j e g y e z z ü k m é g , h o g y a m e n n y i b e n a z uk i r á n y o k n a k é p p e n az 

A u k = Xk u k 

e g y e n l e t e k k e l d e f i n i á l t s a j á t i r á n y o k a t v á l a s z t j u k , akkor a u t o m a t i k u s a n k i a -
d ó d i k a r e c i p r o k m a t r i x n a k —- az A m a t r i x k a n o n i k u s f e l b o n t á s á b ó l t r i v á -
l i s a n k ö v e t k e z ő — 

n 

k= 1 
a l a k ú e l ő á l l í t á s a . 

F e l v e t ő d i k m á r m o s t a z a k é r d é s , n e m v o l n a - e l e h e t s é g e s a k ü l ö n b ö z ő 
v é g e s i t e r á c i ó s e l j á r á s o k n a k e g y o l y a n f o k ú e g y s é g e s í t é s e , a m e l y m a g á b a n 
f o g l a l n á s p e c i á l i s e s e t e k k é n t a f e n t e m l í t e t t m e g o l d á s i m ó d s z e r e k e t , s e z e n -
k í v ü l t e t s z ő l e g e s h o m o g é n é s i n h o m o g é n e g y e n l e t r e n d s z e r e k m e g o l d á s á r a 
e g y a r á n t a l k a l m a z h a t ó v o l n a . M i n t a k ö v e t k e z ő k b e n lá tn i f o g j u k , ez az e g y -
s é g e s í t é s a l e g á l t a l á n o s a b b r a n g c s ö k k e n t ő m ű v e l e t m e g á l l a p í t á s á v a l és a l k a l -
m a z á s á v a l v á l i k l e h e t s é g e s s é . 

6. §. Bázisfaktorokra bontás véges iterációval 

A s z e r z ő t ö b b k o r á b b i d o l g o z a t á b a n [ 2 ] — [ 6 ] r á m u t a t o t t , h o g y m á t -
r ixok b á z i s f a k t o r o k r a v a l ó b o n t á s a l e h e t ő v é t e s z i a m a t r i x - e l m é l e t b e n a l k a l -
m a z o t t s z á m o s e l járás e g y s é g e s é s e g y s z e r ű a l a k b a n v a l ó t á r g y a l á s á t . E g y 
n X m - e d r e n d ű é s r - e d r a n g ú m a t r i x b á z i s f a k t o r o k r a va ló b o n t á s a 

A = В • C* 
nxm nxr rxm 

a l a k ú . I t t В r o s z l o p a A o s z l o p v e k t o r a i n a k , С* r sora p e d i g A s o r v e k t o r a i -
n a k e g y b á z i s a . E z a f e l b o n t á s , e l t e k i n t v e a t r i v i á l i s 

A = B T T i C * 

t r a n s z f o r m á c i ó t ó l , e g y é r t e l m ű e n m e g h a t á r o z o t t . 
A s z e r z ő e g y i k k o r á b b i d o l g o z a t á b a n [ 2 ] a b á z i s f a k t o r o k t é n y l e g e s k i s z á -

m í t á s á r a a z a l á b b i i t e r a t í v e l járás t a d t a m e g , a m e l y n e k l é n y e g e a b b a n á l l , 
l i o g y a l k a l m a s a n v á l a s z t o t t d i á d o k ( e l s ő r a n g ú m á t r i x o k ) i s m é t e l t l e v á l a s z -
t á s a á l ta l az a d o t t m a t r i x r a n g j a f o k o z a t o s a n c s ö k k e n : 

Ад ek et Aa. 
Ад + i = Ад — 

e * Ад е к 

I t t е к é s е * osz lop- , i l l e t v e s o r - e g y s é g v e k t o r t j e l e n t e n e k . 
D o l g o z a t u n k m o s t k ö v e t k e z ő r é s z é b e n a f e n t i e l j á r á s t i s m a g á b a n 

f o g l a l ó á l t a l á n o s r a n g c s ö k k e n t ő e l j á r á s t f o g u n k k i f e j t e n i , és r á m u t a t u n k a n n a k 
k ü l ö n b ö z ő a l k a l m a z á s a i r a a l ineár i s e g y e n l e t r e n d s z e r e k m e g o l d á s á n á l . 

A jól i s m e r t 

g(A) — 1 ^ о (A - be*) £ g ( A ) + 1 
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e g y e n l ő t l e n s é g e k azt m u t a t j á k , h o g y h a e g y a d o t t A mátr ixbó l e g y d i á d o t 
l e v o n u n k , a k k o r A r a n g j a v a g y e g g y e l n ő , v a g y c s ö k k e n , v a g y p e d i g v á l t o -
zat lan m a r a d . 

K ö n n y e n b e l á t h a t ó , h o g y ezzel a z eljárással A r a n g j a csak a k k o r c s ö k - . 
kenhet , h a a baloldali b t é n y e z ő A m a t r i x o sz lopvektor - t erében , a j o b b o l d a l i 
c * t é n y e z ő pedig A s o r v e k t o r - t e r é b e n v a n . E k k o r a z o n b a n b f e l í r h a t ó А и 
alakban, c * pedig v*A a l a k b a n , t e h á t c s a k A — Л А п с * A rangját k e l l v i z s -
g á l n u n k , a h o l Л skalár paraméter . 

L e g y e n A = ВС* a z A matr ix bá z i s fa k to ro kra b o n t o t t a l a k j a . E k k o r 
azt k a p j u k , h o g y 

A — Л A uv* A = В С * - Л ВС* и г * ВС* = В(Е, — Л С* и v* В) С*, 

г — 1 g р ( Е г — / . С * « © * В ) . 

A b b ó l , h o g y E r — А С*mi?* В = 1 — Я®* ВС* и , köve tkez ik , h o g y 

É>(Er — А С* м « * В) — г — 1 

akkor é s c sak akkor á l l fenn, ha t>* B C * t t = ®* аиф 0 és л = ( г * А и ) - 1 . 
B e b i z o n y í t o t t u k t e h á t a k ö v e t k e z ő l e m m á t : 

L e m m a : Ha valamely A mátrixból bc* diádot levonunk, A rangja akkor 
és csak akkor csökken eggyel, ha a bc* diád 

, . A M V * A 
bc* — . 

v* А и 
alakban irható fel, ahol и és v tetszőleges, csupán a v*Au Ф 0 feltételt kielégítő 
vektorok. 

H a m o s t e g y t e t s z ő l e g e s r - e d r a n g ú A m á t r i x b ó l indulunk k i , az t r 
l ineár i san f ü g g e t l e n d i á d összegére t u d j u k bontan i az a l á b b i i terat ív e l járássa l : 

(o) A/c+i — Ak — , к = 1,2, . . . ,r, 

щаик 

ahol A x == A és u k , v k t e t sző leges , c s u p á n a 

vkAk икф 0 

f e l t é t e l t k ie lég í tő v e k t o r o k . Ekkor A diadikus f e l b o n t á s á t 

(6) 
é i r*aihh 

s z o l g á l t a t j a . 
A (6) ö s s z e f ü g g é s m a g á b a n f o g l a l j a a l e g t ö b b i smer t f e l b o n t á s t , m i n t 

spec iá l i s e se te t . H a À kvadrat ikus , s z i m m e t r i k u s , nem-sz ingu lár i s é s d é f i n i t , 
akkor 

I . uk = ek, v* — e* vá la sz tá sa e se tén A t r iangu lar i s f a k t o r i z á c i ó j á r a 
j u t u n k ( G A U S S — B A N A C H I E W I C Z ) . 
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I I . A vk = uk, u*Aui = 0. lia к =f=l ö s s z e f ü g g é s e k e t k i e l é g í t ő k o n j u g á l t 
v e k t o r o k r e n d s z e r é n e k a v á l a s z t á s a e s e t é n a z 

A = r _ U h U * A  

é i м * А щ 

f e l b o n t á s r a j u t u n k , a m e l y a z ú g y n e v e z e t t k o n j u g á l t i r á n y o k m ó d s z e r é n é l 
f o r d u l e l ő (STIEFEL-—HESTENES) . 

I I I . A z 

A uk = / щ ; u%ui = dk, 
ö s s z e f ü g g é s e k k e l d e f i n i á l t s a j á t v e k t o r o k v á l a s z t á s a az 

4 « t « t 
4=1 

( k a n o n i k u s ) f e l b o n t á s t a d j a . 

7. §. Altalános lineáris egyenletrendszer megoldása fokoza tos 
dimenziócsökkentéssel 

A l i n e á r i s e g y e n l e t r e n d s z e r e k m e g o l d á s á r a s z o l g á l ó l e g t ö b b k l a s s z i k u s 
é s m o d e r n m ó d s z e r a z (1) r egu lár i s , i n h o m o g é n e g y e n l e t r e n d s z e r r e l f o g l a l k o z i k . 
A z (1) e g y e n l e t r e n d s z e r m e g o l d á s a a z o n b a n n y i l v á n v a l ó a n m e g e g y e z i k a z 

[A, - b ] 
x 

xn + l 
0 , |Aj ф О 

h o m o g é n e g y e n l e t r e n d s z e r n e k ay r ) = l - h e z t a r t o z ó p a r t i k u l á r i s m e g o l d á s á v a l . 
T e h á t a z 

(7 ) А X = 0, £»(X) — fi — É>(A) 

á l t a l á n o s h o m o g é n e g y e n l e l m e g o l d á s á r a s z o l g á l ó m e g f e l e l ő e l j á r á s n a k m a g á -
b a n ke l l f o g l a l n i a a z i n h o m o g é n e g y e n l e t m e g o l d á s á t is. 

F e l h a s z n á l v a a z A m a t r i x b á z i s í á k t o r o k r a v a l ó b o n t á s á t , a (7 ) e g y e n l e t 
m e g o l d á s á r a i g e n e g y s z e r ű é s e x p l i c i t e l j á r á s t a d h a t u n k m e g . L e g y e n A e g y 
b á z i s f a k t o r o k r a b o n t o t t a l a k j a A = ВС*. E k k o r а В m a t r i x n a k v a n ba lo lda l i 
i n v e r z e , k ö v e t k e z é s k é p p e n a z 

А X — 0 

e g y e n l e t m e g o l d á s a e g y é r t e l m ű a 

C * X = 0 

e g y e n l e t m e g o l d á s á v a l . 

N y i l v á n v a l ó a z o n b a n , h o g y 

C * C j ^ 0 , C * { E - C ( C * C ) - 1 ' C * } = 0 

o { E — С (С* С ) " 1 С * } = n - e ( A ) , 
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innen k ö v e t k e z i k , h o g y 

(8) X = E — С (С* С ) - 1 С* 

а (7) e g y e n l e t te l jes m e g o l d á s a . 
A m e g o l d á s n a k ez az a lakja c s u p á n e l m é l e t i s z e m p o n t b ó l j e l entős , 

mive l m e g l e h e t ő s e n b o n y o l u l t m a t r i x - m ű v e l e t e k e t t a r t a l m a z . 
M o s t m e g m u t a t j u k , h o g y a (7) e g y e n l e t e g y , a (8) f o r m u l á n a k m e g f e l e l ő 

te l jes m e g o l d á s á t m e g k a p h a t j u k az e l ő z ő k b e n k i f e j t e t t r a n g c s ö k k e n t ő e l járás 
véges i t erác ió jáva l . 

E b b ő l a célból í r juk a (7) e g y e n l e t e t 

А X = 
«Î 

X 0 , v a g y 

а * X = 

а * X = 

a*X 0 

a l a k b a n . 
E z e n e g y e n l e t e k m i n d e g y i k é t r a n g o s o k k é n t ő m ű v e l e t s e g í t s é g é v e l lógjuk 

k i e l é g í t e n i . E z a m ó d s z e r azokat a z e g y e n l e t e k e t , a m e l y e k a m e g e l ő z ő k n e k 
k ö v e t k e z m é n y e i , a u t o m a t i k u s a n e l i m i n á l j a . 

A z (5) ö s s z e f ü g g é s n e k m e g f e l e l ő e n ( k i i n d u l v a az e g y s é g m á t r i x b ó l , 
v a g y i s A = E e se tén) k i s z á m í t j u k a z 

(10) X 1 = = E — « i « Î 
a*ax 

(n — l ) - e d r a n g ú s z i m m e t r i k u s p r o j e k t o r t . Xx k i e l é g í t i (9) e l ső e g y e n l e t é t , 
a m i n t arról k ö z v e t l e n ü l m e g g y ő z ő d h e t ü n k : 

a * X x я 
a j ax a j 

a*»i 

M o s t két e s e t e t kel l m e g k ü l ö n b ö z t e t n ü n k : 
1. H a a*Xx = 0 akkor a* = kons t . a* ( m i v e l Xĵ  (n — l ) - e d r a n g ú ) , 

azaz (9) második e g y e n l e t e az e l s ő n e k k ö v e t k e z m é n y e , e n n é l f o g v a e l h a g y h a t ó . 
2 . H a a | X 1 ^ t O akkor m i v e l Х х poz i t ív s z e m i d e f i n i t , а%Хха2ф 0, s 

í g y a k ö v e t k e z ő i t e r á c i ó s lépés 

(И) X , X , -
X, a 2 a * X i 

я * Xj, a 2 

A (11) ö s s z e f ü g g é s h ő i l á t h a t ó , h o g y X2 k i e l é g í t i az a\X2 = 0 e g y e n l e t e t . 
E z e n k í v ü l X2 k i e l é g í t i (9) másod ik e g y e n l e t é t is, a m i az 

a î X o a * x i (lo 
^ X j a2 a2 X j 

a l X l a 2 

ö s s z e f ü g g é s b ő l k ö z v e t l e n ü l l á t h a t ó . M e g j e g y e z z ü k , h o g y X | = X 2 , t ehát X„ 
(n — 2) - edrangú s z i m m e t r i k u s p r o j e k t o r . 
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T e g y ü k fel , h o g y Xk k i e l é g í t i az 

a*Xk = a* X/£ = . . . = a* X, = 0 

e g y e n l e t e k e t és a*rl Xk =f= 0, t o v á b b á 

X , = X £ ; XI = X , ; в(Хк) = п - к (k = 1, 2, . . . , vk). 

E k k o r az á l t a l á n o s i terációs l é p é s 

<12) 

e s X k . 1 k ie lég í t i a z 

Xk+1 — X * + 1 ; X I + 1 — X f t + 1 , e ( X , í + 1 ) — n — к — 1 k+1 > •k+l 

ö s s z e f ü g g é s e k e t . 
E z z e l t e h á t — f i g y e l m e n k í v ü l h a g y v a a z o k a t az e g y e n l e t e k e t , a m e l y e k 

a z e l ő z ő k n e k k ö v e t k e z m é n y e i — végü l e l j u t u n k ahhoz, az (n — r)-edrangú 
Xr s z i m m e t r i k u s p i o j e k t o r h o z , a m e l y v a l a m e n n y i e g y e n l e t e t kie légí t i , a z a z 

E módszer g e o m e t r i a i in t erpre tác ió ja a k ö v e t k e z ő . Az А Х = 0 egyen le t 
m e g o l d á s á t m e g t a l á l n i a n n y i t j e l e n t , mint m e g h a t á r o z n i A s o r v e k t o r - t e r é n e k 
o r t o g o n á l i s k o m p l e m e n t u m á t . A z e l ső lépés (10 ) a teljes га-dimenziós vektor -
t e r e t arra az (n — l ) - d i m e n z i ó s altérre r e d u k á l j a , amely o r t o g o n á l i s az ax 

v e k t o r i a . H a a f n e m p á r h u z a m o s a*-gyel , a k k o r , a második i terác iós l épés 
e r e d m é n y e k é n t o l y a n (n — 2 ) - d i m e n z i ó s a l térre jutunk, a m e l y ortogonál i s 
m i n d az a ^ . m i n d az v e k t o r r a . Végül r i t e r á c i ó s lépés u t á n e l jutunk A 
s o r v e k t o r - t e r é n e k or togoná l i s k o m p l e m e n t u m á h o z . 

I n n e n a (3) e g y e n l e t á l t a l á n o s m e g o l d á s á t közve t l enü l 

A X r = 0 , Q{Xr)=n — r . 

x = xrt 
a l a k b a n n y e r j ü k , a h o l t t e t s z ő l e g e s paraméter -vektor . 

É r v é n y e s t e h á t a k ö v e t k e z ő 
Tétel: Az 

a*x 
Ax= a*x = 0 , q(A)—t 

homogén lineáris egyenletrendszer általános megoldását 
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szolgáltatja, ahol t tetszőleges, Ar pedig egy (n 
jektor, amelyet az 

r)-edranyú szimmetrikus pro-

4+1 
^ X/t a , t a * . X k 

«** X/. «„j 

iterációval nyerünk. A z o k az a*X = 0 egyenletek, amelyekre y =j= vk, az előző 
e g y e n l e t e k k ö v e t k e z m é n y e i és a u t o m a t i k u s a n e l i m i n á l ó d n a k . 

A b b ó l a célból, h o g y a (7) e g y e n l e t l ineárisan f ü g g e t l e n m e g o l d á s a i n a k 
e g y t e l j e s rendszerét m e g k a p j u k , m e g ke l l határozni a z Xr matr ix 

X r = Y Y*; Y = [í/j, ... уп-г] 

bá z i s fa k to rokra b o n t o t t a lakjá t (ez l egcé l s zerűbben a [2 ] -ben k ö z ö l t eljárás 
s e g í t s é g é v e l v a l ó s í t h a t ó meg) . E k k o r , mive l A s z i m m e t r i k u s p r o j e k t o r , az 
yv y2, . . ., Уп -г v e k t o r o k a u t o m a t i k u s a n eleget t e s z n e k az yf yj -- ô,j össze-
f ü g g é s n e k , t e h á t a (7) e g y e n l e t l i n e á r i s a n függe t l en m e g o l d á s a i n a k e g y orto-
normál t rendszerét a l k o t j á k . 

A b b ó l a célból, h o g y az (1) r egu lár i s i n h o m o g é n e g y e n l e t e t m e g o l d j u k , az 

[A ,-b] у 
Уп+1 

= 0 

h o m o g é n e g y e n l e t n e k a z t a part iku lár i s mego ldásá t k e l l m e g t a l á l n u n k , amely 
e leget t e s z az yn+1 — 1 fe l té te lnek . E z e s e t b e n a z o n b a n ß[A, — b ] = = 
= n, e ( Y ) = 1, t e h á t Y „ 

hí 
у2 

Уп + 1 

[Ух,У2, • ••,Уп+1] 

a l a k b a n írható , ahol yn+x =[= 0 és e z z e l (1) m e g o l d á s á r a 

ж — : 
Уп+1 

x* — 
У2 

Уп + 1 
Хп — Уп 

Уп+1 

adódik . 
Н а az á l ta lunk b e v e z e t e t t m ó d s z e r t más v é g e s iterációs e l járásokka l 

h a s o n l í t j u k össze, a z t l á t j u k , h o g y a szükséges m ű v e l e t e k száma u g y a n o l y a n 
n a g y s á g r e n d ű , m i n t a k á r a G a u s s - f é l e k i k ü s z ö b ö l é s e s m ó d s z e r n é l , akár a 
k o n j u g á l t irányok m ó d s z e r é n é l , t o v á b b á ú g y v é l j ü k , h o g y e z e n módszer 
te l jes á l t a l á n o s s á g a é s a m ű v e l e t e k egyszerűsége m i a t t ( c s u p á n vektorok 
skaláris é s d iadikus s z o r z a t á t kell s z á m í t a n i ) a n e v e z e t t e k m e l l e t t i s f igyel-
m e t é r d e m e l . 

V é g ü l m e g j e g y e z z ü k / h o g y az (5) ö s s z e f ü g g é s b e n , a d i á d o k b a n szereplő 
osz lop v e k t o r o k , m ó d s z e r ü n k e g y é b a l k a l m a z á s a i n á l , t e t s z ő l e g e s e n választ-
h a t ó k . E z az e l járás p l . e r e d m é n y e s e n f e l h a s z n á l h a t ó h o m o g é n l i n e á r i s dio-
í a n t i k u s e g y e n l e t r e n d s z e r e k i t e r a t í v megoldása s o r á n [7] . 
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8. §. Példa 
Oldjuk m e g az a l á b b i h o m o g é n l i n e á r i s e g y e n l e t r e n d s z e r t az á l t a l á n o s 

r a n g c s ö k k e n t ő e l járássa l : 

+ — x 3 — a:4 = 0 
í)X1 — 

3xx 
2 — 3a"4 — 0 

Зж2 -1- x4
 = = 0 

6x2 4- Qx3 + 2ж4 = 0 . 
U g y a n e z m a t r i x e g y e n l e t k é n t fe l írva : 

A X 

1 1 — 1 —1 
5 — 1 1 - 3 
3 - 3 3 - 1 
0 — 6 6 - 2 

T e k i n t e t t e l arra, h o g y m e g o l d á s k é n t az i s m e r e t l e n e k értékeire c s u p á n 
v i s z o n y s z á m o k a t k a p u n k , a s z á m í t á s s o r á n fe l lépő t ö r t e k e t e l k e r ü l h e t j ü k 
azá l ta l , h o g y a (10) , (11) é s á l t a l á b a n a ( 1 2 ) ö s s z e f ü g g é s e k j o b b o l d a l á t a n e v e -
z ő v e l v é g i g s z o r o z z u k . E z z e l t e h á t 

X j ' = a* ax E — a1 af = 

X 2 = ( a f X 4 a 2 ) X 4 — X 4 a 2 a f X1 = 8 -

- 1 1 1 
3 1 1 
1 3 — 1 
1 - 1 3 

16 4 — 4 24 
4 28 2 6 6 

— 4 26 2 8 — 6 
24 6 — 6 36 

M ive l a | X 2 = 0 és « * Х 2 = 0, a m e g o l d á s t x = Xt a l a k b a n k a p j u k , 
t t e t s z ő l e g e s ve' 

s e g í t s é g é v e l n y e r j ü k : 
a h o l t t e t s z ő l e g e s v e k t o r , é s az X m á t r i x o t X2 d i a d i k u s f e l b o n t á s á n a k 

= X X * = 

4 0 

1 1 

— 1 1 

6 0 

4 1 — 1 6 

0 1 1 0 

T e h á t a z e g y e n l e t r e n d s z e r m e g o l d á s a : 

Xx = é <x  

X2 — ' l + 
x3 = 4" f'2 
xi = ßt1 

a h o l és t2 t e t s z ő l e g e s p a r a m é t e r e k . 
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СТАРЫЕ И НОВЫЕ МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ СИСТЕМ Л И Н Е Й Н Ы Х УРАВНЕНИЙ 

Е . Э Г Е Р В А Р И 

Резюме 

Первая часть работы содержит короткое перечисление общеизвестных старых и 
новых методов решения систем линейных уравнений : методы, связанные с характери-
стическим уравнением матрицы, сходящиеся итерационные процессы, решение конечной 
итерацией ( Г А У С С — Б А Н А Х И Е В И Ч , Ш Т И Ф Е Л — Х Е С Т Е Н Е С ) . ВО второй части работы 
автор даёт общий метод понижения ранга, частным случаем которого являются боль-
шинство методов конечной итерации. Этот метод понижения ранга основывается на сле-
дующей теореме': Если из какой нибудь матрицы А вычесть диаду Ьс* её ранг понизится 
на единицу в том и только в том случае, если Ьс* может быть записана в виде 
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где и и V любые векторы, удовлетворяющие условию г*АифО. С помощью этой теоремы 
автор разрабатывает простой новый метод решения наиболее общих систем линейных 
уравнений. 

Этот метод непосредственно даёт ортогональное дополнение пространства, образо-
ванного стоящими в отдельных строках матрицы векторами. 

OLD A N D NEW M E T H O D S FOR SOLVING LINEAR EQUATIONS 

J. EGERVÁRY 

S u m m a r y 
The first part of the p a p e r contains a shor t survey of generally known old and 

new methods for solving linear equations : methods related to the characteristic equat ion 
of the matrix, convergent i terat ive processes, f in i t e iterations (GAUSS—BANACHIEWICZ , 
STIEFEL—HESTENES). In the second part of t h e paper the a u t h o r develops a general 
rank-diminishing procedure, which contains mos t of the finite iterations, as par t icular 
cases. This rank-diminishing is founded on the following theorem : By the substraction 
of a dyade be* f rom a given m a t r i x A, the rank of A decreases exactly by one if and 
only if be* has the form 

t Auv*A 
' = v*au ~ ' 

where и and v are arbitrary vectors subject only t o the condition v*Aи Ф 0. 
By means of this theorem the author indicates a simple and new method for 

solving the most general system of linear equations. This m e t h o d furnishes direct ly 
t h e orthogonal complement of t h e row-space of t h e given matrix. 
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