
A HŐVEZETÉS DIFFERENCIÁLEGYENLETÉNEK 
MAXIMUM-ELVÉRŐL, I. 

A D L E R G Y Ö R G Y és F R E U D G É Z A 

Bevezetés 

A h ő v e z e t é s d i f f e r e n c i á l e g y e n l e t é n e k m a x i m u m - e l v e é r t e l m é b e n kor-
l á t o s t a r t o m á n y r a k i t e r j e d t h ő v e z e t ő t e s t b e n a h ő m é r s é k l e t i m a x i m u m (és 
h a s o n l ó k é p p e n a h ő m é r s é k l e t i m i n i m u m ) v a g y a k e z d ő i d ő p o n t b a n , v a g y 
p e d i g a h ő v e z e t ő t e s t p e r e m é n l é p f e l . (L. L E V I [ 3 ] , TYIHONOV [ 6 ] ) . E z t a 
t é t e l t a t o v á b b i a k b a n r ö v i d e n T Y I H O N O V - t é t e l n e k f o g j u k n e v e z n i , m i u t á n 
l e g ü g y e s e b b b i z o n y í t á s a TYJHONOV - tó l s z á r m a z i k . 

V á r h a t ó , h o g y a m e n n y i b e n a t e s t p e r e m é n e k e g y r é s z e h ő s z i g e t e l t , 
ú g y h ő m é r s é k l e t i m a x i m u m , i l l e t v e m i n i m u m a p e r e m h ő s z i g e t e l t r é s z é n s e m 
l é p h e t f e l , k i v é v e e s e t l e g a k e z d ő i d ő p o n t o t . A z a l á b b i a k b a n e z t f o g j u k i g a -
z o l n i . K é t t é t e l t m o n d u n k k i é s b i z o n y í t u n k b e . A z e l s ő t é t e l b e n c s a k a k é t -
d i m e n z i ó s e s e t r e s z o r í t k o z u n k , v i s z o n t e z e n a k e r e t e n be lü l a t e s t h ő v e z e t é s i 
e g y ü t t h a t ó j a f ü g g h e t a h e l y t ő l . A m á s o d i k t é t e l a k á r h á n y d i m e n z i ó e s e t é n 
é r v é n y e s , d e a h ő v e z e t é s i e g y ü t t h a t ó n a k h e l y t ő l f ü g g e t l e n n e k k e l l l e n n i e . 
M e g j e g y e z z ü k , h o g y e g y d i m e n z i ó s e s e t b e n a p r o b l é m a m a j d n e m t r i v á l i s 
m ó d o n v i s s z a v e z e t h e t ő a TYIHONOV - t é t e l re , a m i n t a s zerzők e g y i k e e g y 
k o r á b b i d o l g o z a t á b a n m e g m u t a t t a ( l á s d : FREUD G . [ 1 ] ) . L é n y e g é b e n u g y a n -
e z t a z e l j á r á s t ( t u d n i i l l i k a h ő m é r s é k l e t i f ü g g v é n y t ü k r ö z é s é t a h ő s z i g e t e l t 
p e r e m e n ) h a s z n á l j u k f e l a z I . t é t e l b i z o n y í t á s á n á l . A I I . t é t e l b i z o n y í t á s á n á l 
E . L E V I e g y ö t l e t é t h a s z n á l j u k fe l ( l á s d : [ 3 ] ) . 

I. tétel : A V(x, y, t) függvény tegyen eleget az (x, y) sík Jordan-görbével 
határolt В korlátos tartományában a hővezetés 

differenciálegyenletének 0 ^ t < T esetén, továbbá elégítse ki а В tartomány 
S peremének S* nyílt részhalmazán a 

1. §. A maximum-elv biterjesztése a kétdimenziós esetben 

( 1 ) j a(x, y,t)> 0 

9 n 
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peremfeltételt, ahol n a belső normálist jelenti. S*-ról feltételezzük, hogy össze-
függő komponensei analitikus ívekből állnak. V{x, y, t) S*-on is legyen kétszer 
folytonosan differenciálható, elégítse ki az (1) egyenletet és az egész S-en legyen 
folytonos. Eklcor V(x,y,t) maximumát, illetve minimumát csak a S perem 
S — S* részhalmazán, vagy pedig a t = 0 időpillanatban veheti fel. 

Bizonyítás : E l ő s z ö r b e b i z o n y í t j u k a t é t e l t e g y s p e c i á l i s e s e t b e n . 
L e g y e n e f é l k ö r é s az s* p e r e m r é s z a f é l k ö r á t m é r ő j e . K i m u t a t j u k , h o g y 

V(x, y, t) m a x i m u m á t , i l l e t v e m i n i m u m á t c s a k a f é l k ö r í v a l a k ú p e r e m é n , 
v a g y p e d i g a t = 0 i d ő p i l l a n a t b a n v e h e t i fel . E z a k ö v e t k e z ő k é p p e n l á t h a t ó 
b e : T ü k r ö z z ü k a f é l k ö r t a z S* á t m é r ő r e , A z í g y k a p o t t t e l j e s k ö r a l s ó f e l é b e n 
é r t e l m e z z ü k V(x, y, t)-t ú g y , h o g y a z S* á t m é r ő r e s z i m m e t r i k u s p o n t o k b a n 
e g y e n l ő é r t é k e k e t v e g y e n fel . E k k o r V(x, y, t) a t e l j e s n y i l t k ö r l e m e z e n k ie l é -
g í t i a z ( 1) e g y e n l e t e t é s a p e r e m e n i s f o l y t o n o s . í g y a l k a l m a z h a t ó rá a TYIHONOV-
t é t e l . T e h á t V(x, y, t) m a x i m u m á t , i l l e t v e m i n i m u m á t 0 t < T e s e t é n 
c s a k a k ö r k e r ü l e t é n , v a g y p e d i g a t — 0 i d ő p i l l a n a t b a n v e h e t i f e l . M i n t h o g y 
a z e r e d e t i f é l k ö r 8* á t m é r ő j e a t e l j e s k ö r b e l s e j é b e e s i k , V(x, y, t) v a l ó b a n n e m 
v e h e t i f e l m a x i m u m á t , i l l e t v e m i n i m u m á t az S* s z a k a s z o n . 

A z á l t a l á n o s e s e t e t m o s t v i s s z a v e z e t j ü k a f e n t i s p e c i á l i s e s e t r e . 
A V{x, y, t) f ü g g v é n y e l é g í t s e k i a h ő v e z e t é s (1) e g y e n l e t é t a z ( x , y)-

s í k R t a r t o m á n y á b a n . T e g y ü k f e l , h o g y V s z é l s ő é r t é k é t a z S* h ő s z i g e t e l t 
p e r e m e g y P0 p o n t j á b a n v e s z i f e l . K i m u t a t j u k , h o g y ez l e h e t e t l e n s é g . 

M i n t h o g y S* n y í l t h a l m a z , P0 b e n n e v a n 5 * - п а к e g y Sf ö s s z e f ü g g ő 
n y í l t r é s z h a l m a z á b a n . A R i e m a n n - f é l e l e k é p e z é s i t é t e l s z e r i n t v a n e g y o l y a n , 
a t a r t o m á n y b e l s e j é b e n a n a l i t i k u s w — <p (z) k o m p l e x v á l t o z ó s (z = x -j- iy) 
e g y r é t ű f ü g g v é n y , m e l y a z (x, y) s í k R t a r t o m á n y á t a z (u, v) s ík (w — и + iv) 
e g y f é l k ö r é b e v i s z i á t , m é g p e d i g o l y m ó d o n , h o g y a R t a r t o m á n y Sf p e r e m -
r é s z é n e k a f é l k ö r á t m é r ő j e f e l e l j e n m e g . E z e n и + iv = <p(x, y) t r a n s z f o r m á -
c i ó n á l a z (1) e g y e n l e t a k ö v e t k e z ő b e m e g y á t : 

2) ' 9 2 F t d2V _ a2 dV 
du2 dv2 \q>'\2 Эt ' 

a h o l <p' a l e k é p e z ő f ü g g v é n y d e r i v á l t j a , m e l y a l e k é p e z é s e g y r é t ű s é g e k ö v e t -
k e z t é b e n n e m t ű n h e t e l . 

T e k i n t e t t e l a r r a , h o g y S* a n a l i t i k u s í v , a V(u, v, t) f ü g g v é n y a f é l k ö r 
á t m é r ő j é n is k é t s z e r f o l y t o n o s a n d i f f e r e n c i á l h a t ó m a r a d , a V{u, v, t) f ü g g v é n y r e 
a l k a l m a z h a t ó a T Y I H O N O V - t é t e l é l e s í t é s é n e k f e n t e b b m á r b e b i z o n y í t o t t 
s p e c i á l i s e s e t e , m e l y n e k é r t e l m é b e n V(u, v, t) s z é l s ő é r t é k é t , v a g y a p e r e m 
f é l k ö r í v a l a k ú r é s z é n , v a g y p e d i g a í = 0 i d ő p i l l a n a t b a n v e s z i f e l . T e k i n t e t t e l 
a r r a , h o g y a V f ü g g v é n y az (x, y) s í k é s az (u, v) s í k e g y m á s n a k m e g f e l e l ő 
p o n t j a i b a n e g y e n l ő é r t é k e k e t v e s z f e l , k ö v e t k e z i k , h o g y a V(x, y, t) f ü g g v é n y 
a f é l k ö r á t m é r ő j é n e k m e g f e l e l ő S f p e r e m s z a k a s z o n t > 0 e s e t é n n e m v e h e t i 
f e l s z é l s ő é r t é k é t . 

[2. §. A maximum-elv többdimenziós esetben 

M i n t i s m e r e t e s , e g y f e l ü l e t e t L j a p u n o v - f e l ü l e t n e k n e v e z ü n k , h a e l e g e t 
t e s z a z a l á b b i f e l t é t e l e k n e k : 

1 . M i n d e n p o n t j á b a n v a n é r i n t ő s í k j a ; 
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2. A f e lü l e t P p o n t j á b a n h ú z o t t n(P) normál i s v e k t o r a , m i n t a f e l ü l e t i 
p o n t f ü g g v é n y e , e l ege t t e s z az 

Iп(Л) - n(P2)\ < А(1\Рф 
L i p s c h i t z - f e l t é t e l n e k ( á és á p o z i t í v á l l a n d ó k ) . 

II. tétel : A V(x, y, z -, t) függvény tegyen eleget az (x, y, z) tér egy korlátos 
R tartományában a hővezetés 

9 2 F d 2 V 9 2 F 9 F 
(3) - + - + — = a 2 — ( a 2 > 0 , k o n s t . ) 

dx2 dy2 dz2 dt 

differenciálegyenletének 0 <(t ^ T esetén, továbbá elégítse ki a R tartomány S pere-
mének S* nyílt részhalmazán a 9 F/9n = 0 peremfeltételt. S* legyen véges sok 
Ljapunov-felület egyesítése és S legyen Jordan-felület. Feltesszük, hogy V az 
egész S-en folytonos és grad V S*-on folytonos és korlátos. Ekkor V(x, y, z ; t)' 
R -)- S-beli maximumát, illetve minimumát vagy felveszi a 8 perem S — S* rész-
halmazán, vagy pedig csak at — 0 időpillanatban veheti fel. 

A b i z o n y í t á s e g y s z e r ű g o n d o l a t m e n e t e m e l l e t t n é h á n y h o s s z a d a l m a s a b b 
m e g g o n d o l á s r a lesz s z ü k s é g ü n k . E z e k e t s e g é d t é t e l e k f o r m á j á b a n a b i z o n y í t á s 
u t á n k ö z ö l j ü k . 

Bizonyítás : 
T e g y ü k fel indirekte , h o g y V(x, y,z \ t ) p l . M m a x i m u m á t az 8* p e r e m e n 

vesz i fel a t1 > 0 i d ő p i l l a n a t b a n , míg 0 ^ t ^ ty e se tén a z S — S* p e r e m e n 
V(x, y,z',t) m a x i m u m á r a : 

M a x V(x, y,z ; t) = N < M. 
(x,y,z) e S—S* 

A V(x,y,z ; t) f ü g g v é n y a M m a x i m u m á t c s a k az 8* b e l s ő r é s z h a l m a z á n 
v e h e t i fe l , m e r t F-ről f e l t e t t ü k , h o g y az e g é s z S p e r e m e n f o l y t o n o s é s F 
m a x i m u m a a zárt S — S* p e r e m r é s z e n h a t á r o z o t t a n k i s e b b M-nél. 

L e g y e n P o l y a n p o n t j a az S* p e r e m r é s z n e k , h o g y i t t 

F ( P , t j = M. 
T e k i n t s ü k az 

F : V(x,y, z;t) = с {N <c < M, Max\V(x, y, z, 0)] < с) 

n í v ó - f e l ü l e t e t . E n n e k e g y Fy ö s s z e f ü g g ő r é s z e S* e g y b e l s ő 8* r é s z é v e l 
o l y a n zárt f e l ü l e t e t a lkot , h o g y P e S f . 

E k k o r a z o n b a n a F -f- Sf zárt f e lü le t á l t a l ha táro l t R* t a r t o m á n y b a n 
— t e k i n t e t t e l arra, h o g y a p e r e m e n a V(x, y, z ; t) f ü g g v é n y a 

V{x, y,z\t) = c, (x, y,z)e F 
( 0 < t ^ t j 

0 {x,y,z)í8* 
dn 

p e r e m f e l t é t e l e k e t e lég í t i k i és a b i z o n y í t a n d ó 1. s egédté te l s z e r i n t a k é r d é s e s 
p e r e m é r t é k f e l a d a t u n i c i t á s a f enná l l — c s a k V(x, y, z ; t) = с (0 < t ^ t j 
l ehe t , a m i e l l e n t m o n d a n n a k , h o g y a P p o n t b a n V(x, y, z ; t) az M é r t é k e t 
v e s z i fel . 
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1. ( u n i c i t v s i ) segédtétel : Legfe l jebb e g y o lyan V(x, y, z; t) f ü g g v é n y 
v a n , mely a f e n t e b b d e f i n i á l t R* t a r t o m á n y b a n (0 < t < tx) e se tén k i e l é g í t i 
a (3) d i f f e r e n c i á l e g y e n l e t e t a I I . t é t e lben k i r ó t t f e l t é te l ek me l l e t t . 

T e g y ü k f e l ugyani s , h o g y két o l y a n V x és V2 f ü g g v é n y létezik, m e l y 
e l e g e t tesz a f e l t é t e l e k n e k . A l k a l m a z z u k a G r e e n - t é t e l t [ 4 ] az и = Vx — V2 

f ü g g v é n y r e r ö g z í t e t t t m e l l e t t a R* t a r t o m á n y esetén 1 ) (R* t f ü g g v é n y e ) : 

J uAudr + J (gradu)2dr = j uf^df-, 
R* R* F + S * 

(3 ) -bó l h e l y e t t e s í t v e Д м - t : 

-а2 f — u2dr4- ( (qradu)2dr = Г u — d f . 
2 J 0Í J J J 9 n 

R* R* F+sJ 

A p e r e m f e l t é t e l e k b ő l k ö v e t k e z i k , h o g y а j o b b o l d a l i integrál e l t ű n i k . 
E z t f i g y e l e m b e v é v e , és 0 - t ó l t-ig t szer int integrá lva: 

( ( 

^ a2 j dt j °jf u2 dr + j dt j* (grad u)2 dr = 0 . 
OR* OR* 

I t t az első i n t e g r á l t ú g y f o g j u k fel, m i n t e g y (x, y, z, t) t é r b e l i t é r foga t i i n t e g -
rá l t és az i n t e g r á c i ó k s o r r e n d j é t megcseré lve kapjuk, h o g y 

t 
—a2 dt —- u2 dt = — a2 u2dx. 
2 ) J 91 2 J 

О R* R* 

T e h á t azt k a p t u k , h o g y 

u2dr + j dt J (grad u)2 dr 
R* 0 R* 

E z a z o n b a n c s a k úgy l e h e t s é g e s , ha и = 0 , t e h á t Vx = V2 az egész R* t a r t o -
m á n y b a n . 

Még h á t r a v a n a n n a k k i m u t a t á s a , h o g y a G r e e n - t é t e l a l k a l m a z h a t ó a 
R* t a r t o m á n y esetében. 2 ) E h h e z k i m u t a t j u k , h o g y a F n í v ó - f e l ü l e t L j a p u n o v -
felület, i l l e t v e e g y e s s z i n g u l á r i s p o n t j a i n a k é s az S * f e l ü l e t t e l a l k o t o t t m e t s z é s -
vona lának t e t s z ő l e g e s k i c s i n y környeze te e l h a g y á s a u t á n m á r L j a p u n o v - f e l ü -
let . E z t a 2 . s e g é d t é t e l b e n b i zony í t juk be . I I a az F f e l ü l e t t e l jesen e g é s z é b e n 
L j a p u n o v - f e l ü l e t , akkor — t e k i n t e t t e l S * véges s o k L j a p u n o v - f e l ü l e t b ő l 
álló vo l tára — a Green- té t e l m i n d e n t o v á b b i m e g g o n d o l á s n é l k ü l a l k a l m a z h a t ó . 

U Azt , hogy a Green- té te l az It* t a r t o m á n y esetén a lkalmazható-e , a t ovább iak -
ban részletesen meg fogjuk vizsgálni. 

2) A Gauss-tétel, i l le tve a Green-tétel a lka lmazha tóságára vonatkozóan lásd 
£2] 27. o lda lá t . 
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A m e n n y i b e n a F f e l ü l e t n e k f e n t e b b e m l í t e t t s z i n g u l á r i s p o n t j a i v a n n a k , 
i l l e tve a z S* f e l ü l e t t e l a l k o t o t t m e t s z é s v o n a l á n a k t e t s z ő l e g e s e n k i c s i n y 
k ö r n y e z e t e e l h a g y á s a u t á n l e s z csak F L j a p u n o v - f e l ü l e t , ú g y ez a n e h é z s é g 
a z a lább v á z o l t m ó d o n k ü s z ö b ü l h e t ő ki . 

A z F f e l ü l e t b ő l e l é g k i c s i n y sugarú g ö m b ö k k e l k i r e k e s z t j ü k a s z i n g u l á r i s 
p o n t o k a t , é s e g y v é k o n y c s ő s z e r ű f e l ü l e t t e l —- m e l y n e k f e l s z í n é t m a j d z é r u s -
h o z t a r t a t j u k — k i r e k e s z t j ü k a F + S* f e l ü l e t b ő l az F é s S* f e l ü l e t e k m e t s z é s -
v o n a l á t . A m e t s z é s v o n a l i l y m ó d o n va ló k i r e k e s z t h e t ő s é g é h e z a 3. s e g é d t é t e l -
b e n b e b i z o n y í t j u k , h o g y a m e t s z é s v o n a l r e k t i f i k á l h a t ó g ö r b e . 

A s z i n g u l á r i s p o n t o k , i l l e t v e a m e t s z é s v o n a l k i r e k e s z t é s e u t á n a B * 
t a r t o m á n y m e g m a r a d ó részére m á r a l k a l m a z h a t ó a G r e e n - t é t e l . A k i r e k e s z t ő 
g ö m b ö k é s a c s ő s z e r ű f e l ü l e t f e l s z íné t z é r u s h o z t a r t a t v a , t e k i n t e t t e l V é s 
grad V Ä - b e l i és í g y Ä * - b e l i k o r l á t o s s á g á r a , k a p j u k , h o g y a G r e e n - t é t e l a z 
e r e d e t i B * t a r t o m á n y e s e t é n is a l k a l m a z h a t ó . 

2. s e g é d t é t e l : A h ő v e z e t é s d i f f e r e n c i á l e g y e n l e t é t k i e l é g í t ő V(x, y, z ; t) 
f ü g g v é n y V(x, y, z ; t) = с F n í v ó - f e l ü l e t é n e k b á r m e l y , t e l j e s e n а В t a r t o m á n y 
be l se jében l e v ő F* r é s z f e l ü l e t e L j a p u n o v - f e l ü l e t , l e g f e l j e b b e g y e s i z o l á l t 
p o n t o k t e t s z ő l e g e s e n k i c s i n y k ö r n y e z e t e k i v é t e l é v e l . 

E n n e k i g a z o l á s á r a b e ke l l b i z o n y í t a n i , h o g y a k é r d é s e s F * n í v ó - f e l ü l e t 
k ie l ég í t i a L j a p u n o v - f e l ü l e t h á r o m k r i t é r i u m á t , l e g f e l j e b b e g y e s p o n t o k 
t e t s z ő l e g e s e n k i c s i n y k ö r n y e z e t e k i v é t e l é v e l . 

a) A f e l ü l e t b á r m e l y p o n t j á b a n v a n e g y é r t e l m ű e n m e g h a t á r o z o t t 
ér in tős ík é s í g y m e g h a t á r o z o t t f e lü l e t i n o r m á l i s is. E z n y i l v á n v a l ó k ö v e t k e z -
m é n y e a n n a k az i s m e r t t é n y n e k , h o g y a h ő v e z e t é s d i f f e r e n c i á l e g y e n l e t é t 
k i e l é g í t ő V(x, y, z ;t) f ü g g v é n y b á r m e l y v á l t o z ó j a s z e r i n t a k á r h á n y s z o r 
f o l y t o n o s a n d i f f e r e n c i á l h a t ó a t a r t o m á n y b e l s e j é b e n . 

b) H a & az Ml é s M2 p o n t b e l i n o r m á l i s o k h a j l á s s z ö g e , akkor 

(4) Ô < Е(~ЩЩЯ (0 < Ô £ 1), 

a h o l E é s ô m e g h a t á r o z o t t s z á m o k . E l e g e n d ő a (4) t u l a j d o n s á g o t az M1 és 
M 2 p o n t b e l i n o r m á l i s o k i r á n y c o s i n u s a i r a b e b i z o n y í t a n i , e b b ő l m á r n y i l v á n -
v a l ó a n k ö v e t k e z i k a ú-га v o n a t k o z ó á l l í tá s i s . 

A n o r m á l i s n a k p é l d á u l a z x t e n g e l l y e l b e z á r t s z ö g é n e k i r á n y c o s i n u s a : 

dVIdX 
c o s a —- — . 

grad V\ 

T e k i n t e t t e l arra, h o g y a V(x,y,z\ tx) f ü g g v é n y m i n d e n > 0 i d ő p o n t -
b a n a h e l y k o o r d i n á t á k n a k a t a r t o m á n y b e l s e j é b e n a n a l i t i k u s f ü g g v é n y e , 
grad V c s a k v é g e s sok p o n t b a n t ű n h e t e l . E z e k e t a p o n t o k a t , t o v á b b á a z 
F f e lü le t é s a z S* f e lü l e t m e t s z é s v o n a l á t e g y k i s k ö r n y e z e t ü k k e l e g y ü t t k i z á r -
j u k - a f e l ü l e t b ő l . A m e g m a r a d ó f e l ü l e t é n c o s a a z x,y,z k o o r d i n á t á k f o l y t o -
n o s a n d i f f e r e n c i á l h a t ó f ü g g v é n y e , t e h á t < 5 = 1 e x p o n e n s ű e g y e n l e t e s L i p -
s c h i t z - f e l t é t e l n e k t e s z e l e g e t . 

c ) L é t e z i k o l y a n ( / > 0 s z á m , m e l y a k ö v e t k e z ő t u l a j d o n s á g o k k a l 
r e n d e l k e z i k : a f e l ü l e t b á r m e l y M p o n t j á h o z t a r t o z ó n o r m á l i s á v a l p á r h u z a m o s 
e g y e n e s l e g f e l j e b b e g y p o n t j á b a n d ö f i a f e l ü l e t n e k az M c e n t r u m ú , d s u g a r ú 
g ö m b b e n l e v ő ré szé t . 

I I A Matematikai Kutató Intézet Közleményei I./l — 2. 
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E z a k ö v e t k e z ő k é p p e n l á t h a t ó be : L e g y e n F*' a z F * - n a k a z o n z á r t 
r é s z h a l m a z a , m e l y e t F * - b ő l a P * - f e l ü l e t grad V\ < e • e g y e n l ő t l e n s é g n e k 
e l e g e t t e v ő p o n t j a i e l h a g y á s á v a l k a p u n k . T e h á t a F*' f e l ü l e t e n grad V\ > e. 

M i n t h o g y grad V a z e g é s z S f e l ü l e t á l t a l h a t á r o l t t a r t o m á n y b e l s e j é -
b e n f o l y t o n o s , ezért e z e n t a r t o m á n y m i n d e n be l ső z á r t r é s z t a r t o m á n y á n 
e g y e n l e t e s e n f o l y t o n o s . E g y i l y e n belső z á r t r é s z t a r t o m á n y l e g y e n Z, m e l y n e k 
F*' a b e l s e j é b e n van, é s e > 0 o lyan , a z e g y e n l e t e s f o l y t o n o s s á g n a k m e g f e -
l e lő szám, h o g y a PXP2 < ó (Px, P2 6 Z) e g y e n l ő t l e n s é g n e k e l e g e t t e v ő p o n t o k r a 

grad V(PX) — grad V(P2)|< —. 

1. ábra 

A z F*' e g y t e t s z ő l e g e s P p o n t j a k ö r ü l <5 s u g á r r a l g ö m b ö t r a j z o l u n k . 
E g ö m b ö n b e l ü l grad V\ > e / 2 . T e h á t a P p o n t b e l i n f e l ü l e t i n o r m á l i s e g y e -
nesen Р-Ш (5/2 t á v o l s á g b a n l e v ő Rx, i l l e t v e R2 p o n t o k b a n a V(x, y, z -, tx) 
f ü g g v é n y é r t é k é r e : 

„ e ô eô 

ffletve 

V(R2)<c-
4 

A V f ü g g g v é n y Z - b e l i e g y e n l e t e s f o l y t o n o s s á g á b ó l k ö v e t k e z i k , h o g y 
van o l y a n y > 0 szám, h o g y PXP2< у (Рг, P2tZ) e s e t é n E ( P a ) — V(P2)\ < 
< eő/8 . T e h á t az P j , i l l e t v e R2 c e n t r u m ú , у sugarú g ö m b ö k b e n V > с + e<5/8, 
i l l e tve V < с — e<5/8. T e k i n t s ü k a P p o n t körül h = m i n (<5, y) s u g á r r a l r a j z o l t 
g ö m b ö t . M i n d e n o l y a n , a P p o n t b e l i n normál i s sa l p á r h u z a m o s g e g y e n e s , 
m e l y a P p o n t t ó l Л-nál k i s e b b t á v o l s á g r a v a n , á t h a l a d a z P , és P 2 c e n t r u m ú , 
y sugarú g ö m b ö k ö n . T e h á t e g y i l y e n g e g y e n e s m e n t é n a V(x, y, z ; tx) f ü g g -
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v é n y f e l v e s z c - n é l n a g y o b b , i l l e t v e c-nél k i s e b b é r t é k e k e t a z F*' e g y i k , i l l e t v e 
m á s i k o l d a l á n . E n n é l f o g v a k ö z b e n a g e g y e n e s m e n t é n V = c, m é g p e d i g a 
g e g y e n e s és a P*' f e lü le t D d ö f é s p o n t j á b a n . I l y e n d ö f é s p o n t a z o n b a n а Г 
g ö m b ö n b e l ü l c s a k e g y l e h e t , m e r t ha V(x, y, z ; t j ) k é t h e l y e n v e n n é f e l a 
g e g y e n e s e n а Г g ö m b ö n be lü l а с ér téket , a k k o r k ö z b e n grad V(D) w - i r á n y ú 
k o m p o n e n s e e l t ű n n e , a m i l e h e t e t l e n . U g y a n i s grad V(P)-t é s grad V(D)-t 
e g y p o n t b ó l f e l ra jzo lva , grad V(D) v é g p o n t j á n a k b e n n e ke l l l e n n i e a 
grad V(P) v é g p o n t j a körül e / 2 sugárral r a j z o l t g ö m b b e n , é s m i n t h o g y 
\gradV(P)\> e, graxlV(D)-nek gradV(P) i r á n y ú (mive l F n í v ó f e l ü l e t , e z é r t 
gradV(P) i r á n y a e g y b e n n i r á n y a is!) k o m p o n e n s é r e grad,, V(D) > e/2. 

T e h á t h v á l a s z t h a t ó a L j a p u n o v - f e l ü l e t c) k r i t é r i u m á b a n szerep lő d > 0 
s z á m g y a n á n t . 

3 . segédtétel. A V(x, y, z ; t) f ü g g v é n y V(x, y,z\ tx) = с n í v ó - f e l ü l e t e 
a z F(x, y,z) = 0 e g y e n l e t t e l j e l l e m z e t t S* p e r e m f e l ü l e t e t c s a k v é g e s s o k 
r e k t i f i k á l h a t ó í v b ő l álló g ö r b é b e n m e t s z h e t i . 

M i n t h o g y S* v é g e s sok L j a p u n o v - f e l i i l e t b ő l áll, e lég b i z o n y í t a n i , h o g y 
a kérdéses n í v ó - f e l ü l e t n e k é s t e t s z ő l e g e s L j a p u n o v - f e l ü l e t n e k ( e n n e k e g y e n -
l e t e i s F(x, y, z) — 0 l e g y e n ) m e t s z é s v o n a l a r e k t i f i k á l h a t ó g ö r b e . 

U g y a n i s a 
V(x, y, z ; tx) = c, 

F(x, y,z) = 0 
r e n d s z e r b ő l a z i m p l i c i t f ü g g v é n y r e n d s z e r r e v o n a t k o z ó t é t e l ( l á s d pl . : [ 5 ] , 
I I . k ö t e t 396 . o l d a l ) a lapján a m e t s z é s v o n a l p a r a m é t e r e s e g y e n l e t r e n d s z e r e , a z 

X — x(s) 

У = Vis) 
z = z(s) 

1 1 * 
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d i f f e r e n c i á l h a t ó f ü g g v é n y e k k i s z á m í t h a t ó k . E z a b b ó l köve tkez ik , b o g y a 
m e t s z é s g ö r b e o lyan, e g y m á s t á t fedő s z a k a s z o k r a b o n t h a t ó , h o g y e g y i l y e n 
s z a k a s z o n be lü l a 

' dF dF ' 
9(F, V) 
9(У, z) 

9(F, V) 
d(x, z) 

э(F, V) 
d(x, y) 

J a c o b i - d e t e r m i n á n s o k n a k l ega lább e g y i k e n e m tűnik el . H a pl. 9 ( F , V)jb(y, z)=f= 0 
e g y i l y e n szakaszon , a k k o r i t t x v á l a s z t h a t ó az s p a r a m é t e r g y a n á n t . 

A J a c o b i - d e t e r m i n á n s o k el n e m t ű n é s é r e v o n a t k o z ó á l l í tásunk í g y lát -
h a t ó h e : 

T e k i n t e t t e l arra, h o g y 9 F / 9 n — 0 az $ * - о п , k ö v e t k e z i k , l i ogy gradV 
b e n n e v a n S* é r i n t ő s í k j á b a n , és í g y grad V és grad F merő legesek e g y -
másra. P l . a 9(F, V)jd(y, z) d e t e r m i n á n s e l tűnése az t j e l e n t e n é , h o g y grad V és 
grad F (y, z)-síkbeli k o m p o n e n s e p á r h u z a m o s , v a g y i s a met szésgörbe é r i n t ő j e 
merő leges a z ж- tenge lyre . M i n t h o g y a m e t s z é s g ö r b e é r i n t ő j e n e m l e h e t egy-
idejűleg merő leges m i n d h á r o m k o o r d i n á t a - t e n g e l y r e , k ö v e t k e z i k , h o g y m i n d -
három J a c o b i - d e t e r m i n á n s egyszerre n e m t ű n h e t el . A J a c o b i - d e t e r m i n á n s o k 
f o l y t o n o s s á g á b ó l (ez grad V f o l y t o n o s s á g á b ó l és az S* felületre t e t t meg-
s z o r í t á s o k b ó l k ö v e t k e z i k ) adódik , h o g y a m e t s z é s g ö r b e azon s z o m s z é d o s 
szakasza i , a h o l egy ik , i l l e t v e másik J a c o b i - d e t e r m i n á n s n e m tűnik el, e g y m á s t 
á t fed ik . 
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О ПРИНЦИПЕ МАКСИМУМА 
Д Л Я ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ, I . 

ДЬ. А Д Л Е Р и Г. Ф Р Е Й Д 

Резюме 

В силу принципа максимума для дифференциального уравнения теплопровод-
ности максимум (и минимум) температуры тела, заполняющего некоторую ограниченную 
область, достигается либо в начальный момент, либо на границе тела (см. Л Е В И [3 ] , 
Т и х о н о в [6]). Можно ожидать, что, если часть границы тела теплоизолирована, то мак-
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симум (и соответственно минимум) температуры не может достигаться там, исключая 
разве лишь начальный момент времени. 

В связи с этим доказываются следующие две теоремы: 
Теорема I. Пусть при 0 < t < Т функция V(x,y,t) удовлетворяет в области R 

плоскости (х, у) ограниченной кривой Жордана S дифференциальному уравнению 
теплопроизводности (1), а на открытом подмножестве S* границы S границому условию 
dV/дп = О, где п — обозначает внутренную нормаль. Связные компоненты множества 
S* состоят из аналитических дугов. Пусть, далее, V(x,y,t) удовлетворяет урав-
нению (1) и на S* и непрерывна и на всей S. Тогда V(x, у, t) может достигнуть 
свой максимум лишь на подмножестве S S* границы S или в момент времени t = 0. 

Теорема II. Пусть при 0 < t <; Т функция V(x,y,z,t) удовлетворяет в 
ограниченной области R пространства (x, у, z) уравнению теплопроизводности (3), 
а на открытом подмножестве S* границы S области R граничному условию 9F/9n = 0. 
Пусть S* состоит из конечного числа поверхностей Л я п у н о в а . Предположим, что V 
непрерывна на всей S, a gradV непрерывен и ограничен на S*. Тогда V(x,y,z,t) 
может достигнуть свой максимум (соответственно минимум) лишь на подмножестве 
S S* границы S или в момент времени 1 = 0. 

Доказательство теоремы I основывается на основной теореме Римана о конформ-
ном преобразования и на отражении температурной функции через теплоизолирова-
нную границу. 

Доказательство теоремы I I оспована на одну идею Э. Э . Л Е В И (СМ. [ 3 ] ) . 
Доказательство теоремы I I может быть распространено на какое-угодно число изме-
рений. 

SUR L E P R I N C I P E D U MAXIMUM D E L ' É Q U A T I O N DE LA C H A L E U R , I . 

GY. A D L E R et G. F R E U D 

Résumé 
Selon le principe d u maximum d e l 'équation de la chaleur, le m a x i m u m (et de 

môme le minimum) d e la tempéra ture d ' u n corps conduc teur de la cha leur apparaî t 
ou bien à l ' instant ini t ial , ou bien sur la frontière d u corps conducteur d e la chaleur 
(voir L E V I [ 3 ] , T Y C H O N O F F [ 6 ] ) . On p e u t supposer q u e si une par t ie d e la frontière 
est thermiquement isolée, le maximum resp. le minimum de la t empéra tu re ne peut pa s 
appara î t r e sur cette p a r t i e the rmiquement isolée, sauf peu t -ê t r e à l ' ins tant initial. 

E n ce qui concerne ce. problème, nous énonçons e t nous démons t rons les deux 
théorèmes suivants : 

Théorème I : Supposons que la fonct ion V(x,y; t) sa t isfa i t l ' équat ion différentielle 
( 1 ) de la chaleur dans le domaine borné R du plan (x, y) l imi té par une cou rbe de Jo rdan 
S q u a n d 0 < t <, ï1, e t qu'el le remplisse la condition a u x l imites 9 Vjdn = 0 sur l 'ensemble 
par t ie l ouvert S* de la frontière S de R, où n signifie la normale intér ieure . Les com-
posantes connexes d e S* sont formées par des a rcs analytiques. V(x, y ; t) doit 
également satisfaire l ' équat ion (1) sur S*, de plus elle doit être con t inue sur tou te 
la courbe 8. Dans ces conditions la fonc t ion V(x, y ; t) n e peut prendre son maximum 
resp. son minimum que sur l 'ensemble S — S* de (S ou bien à l ' instant t = 0. 

Théorème II : Supposons que la fonct ion V(x, y, z ; t) satisfait l ' équa t ion différen-
tielle (3) de la chaleur d a n s le domaine bo rné R de l 'espace (x, y, z) limité p a r une surface 
S, q u a n d 0 < i < T, e t qu'el le remplisse la condition a u x l imites 9 F/9 n = 0 sur l 'ensemble 
part iel ouvert S* de la f ront ière S. Soit en outre S* la s o m m e des surfaces d e Lyapounoff 
en nomb re fini, et S sur face do Jo rdan . V(x, y, z ;t) es t continue sur t o u t e la surface 
S et fjrad V est con t inue et bornée sur S*. Dans ces condi t ions la fonct ion V(x, y,z ;t) 
prend son maximum resp. son m i n i m u m ou sur l ' ensemble S — S* d e S, ou bien à 
l ' ins tant t = 0. 

La démonstra t ion d u Théorème I se base sur le théorème de la représentat ion 
conforme de Riemann e t sur la t rans format ion par symmétr ie de la fonction de tempéra ture 
sur la f ront ière t he rmiquemen t isolée. P o u r la démonst ra t ion du Théorème I I nous nous 
sommes basés sur une idée de E. E. L E V I (voir [3]). Le Théorème II peu t ê t re généralisé 
à des espaces de plus de trois dimensions. 
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