A HOVEZETES DIFFERENCIALEGYENLETENEK
MAXIMUM-ELVEROL, I.

ADLER GYORGY és FREUD GEZA
Bevezetés

A hévezetés differencidlegyenletének maximum-elve értelmében kor-
latos tartomdnyra kiterjedt hdvezet6 testben a hémérsékleti maximum (és
hasonléképpen a hémérsékleti minimum) vagy a kezd§ id6pontban, vagy
pedig a h6vezet6 test peremén lép fel. (L. LEvi [3], TymoNov [6]). Ezt a
tételt a tovabbiakban réviden TyimoNov-tételnek fogjuk nevezni, miutin
legiigyesebb bizonyitdsa TyrHONOV-t6l szirmazik.

Varhat6, hogy amennyiben a test peremének egy része hdszigetelt,
gy hémérsékleti maximum, illetve minimum a perem hészigetelt részén sem
léphet fel, kivéve esetleg a kezd8 id&pontot. Az aldbbiakban ezt fogjuk iga-
zolni. Két tételt mondunk ki és bizonyitunk be. Az els6 tételben csak a két-
dimenziés esetre szoritkozunk, viszont ezen a kereten beliil a test h&vezetési
egylitthatéja fiigghet a helyt6l. A mdasodik tétel akarhiny dimenzié esetén
érvényes, de a hovezetési egyiitthaténak helyt6l fiiggetlennek kell lennie.
Megjegyezziik, hogy egydimenzids esethen a probléma majdnem trivalis
moédon visszavezethet6 a TyrHoNOV-tételre, amint a szerzék egyike egy
korabbi dolgozatdban megmutatta (lasd : FREUD G. [1]). Lényegében ugyan-
ezt az eljarist (tudniillik a h6mérsékleti fiiggvény titkrozését a hdszigetelt
peremen) hasznaljuk fel az I. tétel bizonyitasanal.A II. tétel bizonyitdsindl
E. Levr egy otletét hasznaljuk fel (lasd : [3]).

1. §. A maximum-elv kiterjesztése a kétdimenziés esethen

I. tétel: 4 V(x,y, 1) figgvény tegyen eleget az (x,y) sik Jordan-gorbével
hatdarolt R korldtos tartomdnydban a = hévezetés ;

2V = oV oV
o 3 ’t2_— ’ 3t 0
e L L |t 90> ]

(1)

differencidlegyenletének 0 < t < T esetén, tovibbd elégitse ki a R tartomdny
8 peremének S* nyilt részhalmazdn a

T
on

0
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peremfeltételt, ahol n a belsé normalist jelenti. S*-rol feltételezziik, hogy dssze-
fiiggé komponensei analitikus twekbdl dllnak. V(x,y,t) S*-on is legyen kétszer
folytonosan differencidlhato, elégitse ki az (1) egyenletet és az egész S-en legyen
folytonos. Ekkor V(x,y,t) maximumdt, illetve minimumdt csak a S perem
8 — 8%* részhalmazdn, vagy pedig a t = 0 idépillanatban veheti fel.

Bizonyitas: ElGszor bebizonyitjuk a tételt egy specidlis esethen.

Legyen R félkor és az S* peremrész a félkor atmérdje. Kimutatjuk, hogy
. V(z, y, t) maximumat, illetve minimumdat csak a félkor ivalakt peremén,
vagy pedig a ¢ = 0 id&pillanatban veheti fel. Ez a kovetkez6képpen lathato
be : Tiikrozziik a félkort az §* dtmérdre, Az igy kapott teljes kor alsé felében
értelmezziik V(z, y, t)-t gy, hogy az S* dtmérére szimmetrikus pontokban
egyenld értékeket vegyen fel. Ekkor V(z, v, t) a teljes nyilt korlemezen kielé-
giti az (1) egyenletet és a peremen is folytonos. [gy alkalmazhaté ra a TyrHONOV-
tétel. Tehat V(z, w,t) maximuméat, illetve minimumit 0 < ¢ < 7' esetén
csak a kor keriiletén, vagy pedig a ¢ = 0 idépillanatban veheti fel. Minthogy
az eredeti félkor 8* atmérdje a teljes kor belsejébe esik, V(z, y, t) valéban nem
veheti fel maximumadt, illetve minimumadat az §* szakaszon.

Az altalanos esetet most visszavezetjilk a fenti specidlis esetre.

A V(z,y,t) fuggvény elégitse ki a hbvezetés (1) egyenletét az (z,y)-
sik B tartomdnyaban. Tegyiik fel, hogy V szélsGértékét az S* hdszigetelt
perem egy P, pontjaban veszi fel. Kimutatjuk, hogy ez lehetetlenség.

Minthogy 8* nyilt halmaz, P, benne van S*-nak egy SF Osszefiiggs
nyilt részhalmazaban. A Riemann-féle leképezési tétel szerint van egy olyan,
a tartomédny belsejében analitikus w= ¢ (2) komplex valtozés (z =z iy)
egyrétii fiiggvény, mely az (z, y) sik R tartomanyat az (u, v) sik (w = u -+ )
egy félkorébe viszi at, mégpedig oly médon, hogy a R tartomany S§F perem-
részének a félkor atmérdje feleljen meg. Ezen u + v = ¢(2, y) transzforma-
cional az (1) egyenlet a kivetkezGbe megy at :

s RE R

2) L g
ou? o2 ¢’ ot

ahol ¢’ a leképez6 fiiggvény derivaltja, mely a leképezés egyrétiisége kovet-
keztében nem t{inhet el. :

Tekintettel arra, hogy 8% analitikus iv, a V(u, v,?) fiiggvény a félkor
4tmérGjén is kétszer folytonosan differencidlhaté marad, a V(u, v, ¢) fiiggvényre
alkalmazhaté a TyrHONOV-tétel élesitésének fentebb mar bebizonyitott
specidlis esete, melynek értelmében V(u,v,t) szélsé értékét, vagy a perem
félkoriv alaka részén, vagy pedig a ¢ = 0 idépillanatban veszi fel. Tekintettel
arra, hogy a V fiiggvény az (z, y) sik és az (u, v) sik egymasnak megfeleld
pontjaiban egyenld értékeket vesz fel, kivetkezik, hogy a V(w, ¥, t) fiiggvény
a félkor atméréjének megfeleld S3¥ peremszakaszon ¢ > 0 esetén nem veheti
fel szélsGértékét.

[2. §. A maximum-elv tobbdimenziés esethen

Mint ismeretes, egy feliiletet Ljapunov-feliilletnek neveziink, ha eleget
tesz az aldbbi feltételeknek :
1. Minden pontjdban van érintdsikja ;
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2. A feliilet P pontjaban htzott n(P) normalis vektora, mint a feliileti
pont fiiggvénye, eleget tesz az
n(Py) — n(Py)| < AP,P,)

Lipschitz-feltételnek (A4 és 6 pozitiv allandok).
IL. tétel: 4 V(z,y, z; t) fuggvény tegyen eleget az (x, vy, 2) tér eqy korldtos
R tartomanydban a hévezetés
92V < o2V . 92V oV

(3) —+ -+ =a%— (a®2>0, konst.)
ox? ay? 022 at

differencidlegyenletének 0 <<t < T esetén, tovabbd elégitse ki a R tartomdny S pere-
mének S* nyilt részhalmazdn a oV [om = O peremfeltételt. S* legyen véges sok
Ljapunov-feliilet egyesitése és S legyen Jordan-felilet. Feltesszik, hogy V az
egész S-en folytonos és grad V. S*-on folytonos és korldtos. Ekkor V(z,y,z;t)
R + S-beli maximumdt, illetve minimumdt vagy felveszi a S perem S — S* rész-
halmazan, vagy pedig csak a t = 0 iddpillanatban veheti fel.

A bizonyitds egyszerti gondolatmenete mellett néhdny hosszadalmasabb
meggondoldsra lesz szitkségiink. Ezeket segédtételek iorma]aban a bizonyités
utan kozoljiik.

Bizonyitas :

Tegyiik fel indirekte, hogy V (x, Y, 25 1) pl. M maximumat az S* peremen
veszi fel a £; > 0 1dop1llanatban mig 0 < ¢t < tl esetén az S — S§* peremen
V(z,y, z;t) maximumdira :

Max > Vi(x gy 25 t) =N < M,
(x,y,2) € S—S*
A V(x,y,2;t) fiiggvény a M maximumat csak az S* belsG részhalmazan
veheti fel, mert V-rél feltettiitk, hogy az egész S peremen folytonos és V

maximuma a zart § — 8% peremrészen hatdrozottan kisebb M -nél.
Legyen P olyan pontja az S* peremrésznek, hogy itt

V(P, tl) == M .
Tekintsiik az

B VA 2t ) 25he N<ece<M, Max|V(z,y,2, 0)<c)

nivé-feliletet. Ennek egy F, 0Osszefiiggd része S* egy bels6 SF részével
olyan zart feliiletet alkot, hogy PeS%.

Ekkor azonban a F -+ SF zart feliilet dltal hatdrolt B* tartomanyban
— tekintettel arra, hogy a peremen a V(x,y, z ;1) fiiggvény a

V(x,%zit)ZC, (x,y,z)EF
0<t<ty)
oV(x,y,2;1)

=0 (®,y,2) €S
on

peremfeltételeket elégiti ki és a bizonyitandé 1. segédtétel szerint a kérdéses
peremértékfeladat unicitdsa fenndll — ecsak V(z,y,z;t)=c (0<t < t,)
lehet, ami ellentmond annak, hogy a P pontban V(x,y,z; t) az M értéket
veszi fel.



160 ADLER GYORGY—FREUD GHEZA

1. (unicit#si) secédtétel : Legfeljebb egy olyan V(w,y,z; f) fiiggvény
van, mely a fentebb definidlt R* tartomanyban (0 < < ¢;) esetén kielégiti
a (3) differencidlegyenletet a I1I. tételben kir6tt feltételek mellett.

Tegyiik fel ugyanis, hogy két olyan V, és V, fiiggvény létezik, mely
eleget tesz a feltételeknek. Alkalmazzuk a Green-tételt [4] az u =V, — V,
fiiggvényre rogzitett ¢ mellett a R* tartomany esetén® (R* ¢ fiiggvénye) :

JuAudt -4 J (grad w)2dr = [ u g%:df;
R* R*
(3)-bol helyettesitve Au-t :

F45%

1 9 ou

—a? | — udr du)dr = —df.

2a Jatu —|—J(gra u)2dt Juan f
R*

R* F+ST

A peremfeltételekb6l kovetkezik, hogy a jobboldali integral elt{inik.
Ezt figyelembevéve, és 0-t6l ¢-ig ¢ szerint integralva:

t t
%azjdtJ%u2dr+Jdt [(gradu)zd-r:o.
Rt i 0 R*

Itt az elsd integralt tgy fogjuk fel, mint egy (z, ¥, 2, ) térbeli térfogati integ-
ralt és az integracidk sorrendjét megeserélve kapjuk, hogy

t

la2 [ dtJ—a—uzdr = lazj‘ u2dr .
2 ot 2
0 R* R*
Tehat azt kaptuk, hogy

t
-;—azjqﬂdr—kjdtj (gradu)?dr = 0.
0 R*

R*

Ez azonban csak ugy lehetséges, ha w = 0, tehat V, = V, az egész R* tarto-
manyban.

Még hatra van annak kimutatdsa, hogy a Green-tétel alkalmazhaté a
R* tartomany esetében.® Ehhez kimutatjuk, hogy a # nivé-feliilet Ljapunov-
feliilet, illetve egyes szingulédris pontjainak és az S* feliilettel alkotott metszés-
vonaldnak tetszbleges kicsiny kornyezete elhagyisa utdn mar Ljapunov-felii-
let. Ezt a 2. segédtételben bizonyitjuk be. Ha az F feliilet teljesen egészében
Ljapunov-feliilet, akkor — tekintettel S véges sok Ljapunov-feliilethél
4116 voltdra — a Green-tétel minden tovabbi meggondolas nélkiil alkalmazhato.

1) Azt, hogy a Green-tétel az R* tartomény esetén alkalmazhaté-e, a tovabbiak-
ban részletesen meg fogjuk wvizsgalni.

2 A Gauss-tétel, illetve a Green-tétel alkalmazhatésdgara vonatkozdan lasd
[2] 27. oldalat. .
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Amennyiben a F feliiletnek fentebb emlitett szinguldris pontjai vannalk,
illetve az 8* felilettel alkotott metszésvonalanak tetszdlegesen - kicsiny
kornyezete elhagydsa utan lesz csak F Ljapunov-felillet, ugy ez a nehézség
az alabb vazolt médon kiiszobolhetd ki.

Az F feliiletbdl elég klcsmy sugaru gombokkel kirekesztjilk a szmgularls
pontokat, és egy vékony cs6szerti felilettel — melynek felszinét majd zérus-
hoz tartatjuk — kirekesztjiilk a £ + S;¢ feltiletbdl az F és S* feliiletek metszés-
vonaldt. A metszésvonal ily médon val6 kirekeszthet0ségéhez a 3. segédtétel-
ben bebizonyitjuk, hogy a metszésvonal rektifikialhaté gérbe.

A szingularis pontok, illetve a metszésvonal kirekesztése utin a R*
tartomédny megmaradé részére mar alkalmazhaté a Green-tétel. A kirekesztd
gombok és a csOszerli feliilet felszinét zérushoz tartatva, tekintettel V és
gradV R-beli és igy R*-beli korlatossagara, kapjuk, hogy a Green-tétel az
eredeti R* tartomany esetén is alkalmazhato.

2. segédtétel: A hivezetés differencidlegyenletét kielégité V(z,y,z ;1)
figgvény V(z, y, 2 ; t) = ¢ F nivo-felilletének barmely, teljesen a R tartomény
belsejében levg F* részfeliilete Ljapunov-feliilet, legfeljebb egyes 1zolalt
_pontok tetsz6legesen kicsiny kornyezete kivételével.

Ennek igazolasara be kell bizonyitani, hogy a kérdéses F* nivé-felilet
kielégiti a Ljapunov-felillet hdrom kritériumat, legfeljebb egyes pontok
tetszélegesen kiesiny kornyezete kivételével.

a) A felillet barmely pontjaban van egyértelmiien meghatarozott
érintésik és igy meghatdarozott feliileti normalis is. Ez nyilvanvalé kovetkez-
ménye annak az ismert ténynek, hogy a hé&vezetés differencidlegyenletét
kielégité V(w,y,z;t) fliggvény barmely valtozéja szerint akarhanyszor
folytonosan differencidlhaté a tartoméany belsejében.

b) Ha ¥ az M, és M, pontheli normélisok hajlisszoge, akkor

(4) 8 < EQMLM (0<os< 1),

ahol £ és 6 meghatirozott szamok. Elegend6 a (4) tulajdonsagot az M, és
M, pontbeli normélisok irdnycosinusaira bebizonyitani, ebb6l mar nyilvan-
valdéan kovetkezik a ¥-ra vonatkozé allitas is.

A normélisnak példaul az x tengellyel bezirt szigének irdnycosinusa :

Tekintettel arra, hogy a V(z, y, #;t,) fiiggvény minden ¢, > 0 idépont-
ban a helykoordinatiknak a tartomdny belsejében analitikus fiiggvénye,
gradV csak véges sok pontban tiinhet el. Ezeket a pontokat, toviabba az
I feliilet és az S* feliilet metszésvonalat egy kis kirnyezetiikkel egytitt kizér-
juk-a feliileth6l. A megmaradé feliilletén cos o az z, 9, 2 koordinatak folyto-
nosan differencialhaté fiiggvénye, tehdt 6 = 1 exponensli egyenletes Lip-
schitz-feltételnek tesz eleget.

¢) Létezik olyan d > 0 szdm, mely a kovetkez8 tulajdonsigokkal
rendelkezik : a feliillet bairmely M pontjahoz tartozé normélisaval parhuzamos
egyenes legfeljebb egy pontjaban dofi a feliilletnek az M centrumi, d sugara
gombben lev6 részét.

11 A Matematikai Kutat6é Intézet Kozleményei I./1—2.
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Ez a kovetkezoképpen lathaté be : Legyen F*’ az F*-nak azon zart
részhalmaza, melyet F*-bol a F*-felilet |grad V| < e -egyenl6tlenségnek
eleget tevé pontjai elhagyasaval kapunk. Tehat a F*’ feliileten |grad V| = e.

Minthogy grad V az egész S feliilet altal hatarolt tartomany belsejé-
ben folytonos, ezért ezen tartomény minden belsé zart résztartomanyan
egyenletesen folytonos. Egy ilyen bels6 zart résztartomany legyen Z, melynek
F*' a belsejében van, és & > 0 olyan, az egyenletes folytonossignak megfe-

lel§ szam, hogy a PP, < 0 (Py, Py€Z) egyenlStlenségnek eleget tevé pontokra

grad V(P) — grad V(Py|< .

1. dbra

Az F* egy tetszoleges P pontja koril & sugarral gombot rajzolunk.
E gémbon beliil |grad V| > ¢/2. Tehat a P pontbeli n feliileti normilis egye-
nesen P-t6l 6/2 tavolsigban levé R,, illetve R, pontokban a V(z,y,z;t)
fiiggvény értékére : :

V(B)>c+

illetve

A V fiigggvény Z-beli egyenletes folytonossigabol kovetkezik, hogy
van olyan 5 > 0 szam, hogy PP, <n (P, Py€Z) esetén |V(P) — V(Py) <
< £0/8 . Tehat az Ry, .illetve R, centrumi, 7 sugart gombokben V > ¢ + /8,
illetve V < ¢ — &d/8. Tekintsiik a P pont koriil 2~ = min (4, 5) sugdrral rajzolt
gémbot. Minden olyan, a P pontbeli # normalissal padrhuzamos g egyenes,
mely a P ponttél A-ndl kisebb tédvolsdgra van,athalad az R, és B, centrumi,

7 sugartt gomhbokon. Tehdt egy ilyen g egyenes mentén a V(w,y, z ; {;) figg-
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vény felvesz ¢-nél nagyobb, illetve ¢-nél kisebb értékeket az F*” egyik, illetve
masik oldalan. Ennélfogva kozben a g egyenes mentén V = ¢, mégpedig a
g egyenes és a P*’ felilet D doféspontjaban. Ilyen déféspont azonban a I”
gombon beliil ecsak egy lehet, mert ha V(z, y, z; t;) két helyen venné fel a
g egyenesen a I gémbon belill a ¢ értéket, akkor kozben grad V(D) n-iranya
komponense elttinne, ami lehetetlen. Ugyanis grad V(P)-t és grad V(D)-t
egy pontbdl felrajzolva, grad V(D) végpontjanak benne kell lennie a
grad V(P) végpontja koril &2 sugdrral rajzolt gémbben, és minthogy
|gradV (P)| = &, gradV (D)-nek grad V(P) iranya (mivel F nivéfelilet, ezért
gradV (P) iranya egyben m irdanya is!) komponensére |grad, V(D) = /2.

Tehat A valaszthaté a Ljapunov-feliilet ¢) kritériumaban szereplé d > 0
szdm gyanant.

2. dbra

3. segédtétel. A V(z,y,z; t) fuggvény V(x,y,z; ) = ¢ nivé-felilete
az F(z,y,z) = 0 egyenlettel jellemzett §* peremfelilletet csak véges sok
rektifikalhaté ivbol allé gorbében metszheti.

Minthogy S* véges sok Ljapunov-felilletbdl all, elég bizonyitani, hogy
a kérdéses nivo-feliiletnek és tetszoleges Ljapunov-feliletnek (ennek egyen-
lete is F(x,y,z) = 0 legyen) metszésvonala rektifikalhaté gorbe.

Ugyanis a :
Vi g t)—=15%;

. F(z,y,2)=0

rendszerb6l az implicit fliggvényrendszerre vonatkozd tétel (lasd pl.: [5],
1I. kotet 396. oldal) alapjdn a metszésvonal paraméteres egyenletrendszere, az

T = %(s)
y =y

2 ==-2(g)

31
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differencialhaté fuggvények kiszamithaték. Ez abbdl kovetkezik, hogy a
metszésgorbe olyan, egymast atfedé szakaszokra bonthaté, hogy egy ilyen
szakaszon beliill a

; oF oF | :
WET) W % amy)  amv)
og,7) |9 V| ow,2) oY)
!8?/ 0z |

Jacobi-determindnsoknak legalabb egyike nem tlinik el. Ha pl. 9(#, V')/o(y, )=~ 0
egy ilyen szakaszon, akkor itt @ valaszthaté az s paraméter gyanant.

A Jacobi-determinansok el nem t{inésére vonatkozo allitasunk igy lat-
haté be : :

Tekintettel arra, hogy o9V/om = 0 az S8*-on, kovetkezik, hogy gradV
benne van S* érintGsikjiban, és igy grad V és grad F merGlegesek egy-
masra. Pl.a 9(F, V)/o(y, z) determinans eltiinése azt jelentené, hogy gradV és
grad F (y, z)-sikbeli komponense parhuzamos, vagyis a metszésgorbe érint&je
merbleges az z-tengelyre. Minthogy a metszésgorbe érintéje nem lehet egy-
idejiileg mer6leges mindharom koordinata-tengelyre, kovetkezik, hogy mind-
hdrom Jacobi-determindns egyszerre nem tlinhet el. A Jacobi-determinansok
folytonossagabdl (ez grad V folytonossagabol és az S* felilletre tett meg-
szoritdsokbol kovetkezik) addédik, hogy a metszésgorbe azon szomszédos
szakaszai, ahol egyik, illetve masik Jacobi-determindns nem tiinik el, egymast
atfedik.
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O TIPUHLUMIIE MAKCHMMYMA
JJ1s1 OUPPEPEHLIMAJIBHOTO YPABHEHMS TEIUJIOITPOBOOHOCTH, 1.

Ob. AJUIEP u T. ®PEN]

Pe3iome

B cuay npuHnuna maxcumyma Juist Ju(@epeHuuanbHOro ypaBHEHHs TeIUIoNpoBO/-
HOCTH MAKCMMyM (1 MUHHMYM) TEMIIEPATyphl Teja, 3aMoJHSIOIIEI0 HEKOTOPYIO OIPAHMYCHHY IO
o0nacThb, AocTuraercsi MO0 B HavyasibHbIA MOMeHT, nuG0 Ha rpanune Tena (cm. JIEBH [3],
Tux0oHOB [6]). MOYKHO 0>KKMJATh, YTO, €CJIM YaCTh I'DAHUIBI TeIa TEIIoN301MpPOBaHa, TO MaK-




.

A HOVEZETES DIFFERENCIALEGYENLETENEK MAXIMUM-ELVEROL, I. 165

CHMyM (i COOTBETCTBEHHO MHHHMyM) TEMIIEDATyphl HE MOJKET JOCTHTATLCSI TaM, HCKITIoYast
pasBe b HAYaJbHbIH MOMEHT BPEMEHH.

B cBS13U ¢ 9THM /IOKa3bIBAITCSA CJIEAYIOLIME /IBE TEOPEMBbI:

Teopema I. Ilyctbipu 0 ¢ <7 ¢yuxuus V(x, y,t) yaosiaersopsier B obnactu R
IUVIOCKOCTH (@, ¥) OrpaHu4veHHoi kpuBoit JKoppana S auddepeHipasbHOMY yPaBHEHHIO
TEILIONPON3BOAHOCTH (1), @ HA OTKPBITOM M0AMHOKeCTBE S* rpaHulbl S rPaHUIIOMY YCIOBUIO
0V[om =0, rae m — 0003HaYaeT BHYTPEHHYI0 HOPMasb. CBSI3HbIE KOMIIOHEHTHI MHO)KECTBA
S* cocrosit M3 aHaIMTHYeCKuX Ayros. Ilycrs, nanee, V(z,y,t) ynoBieTBopsieT ypas-
nemuto (1) m Ha S* u HenpepoiBHa u Ha Bceit S. Toraa V(z, y, t) MOYKET NOCTUIHYTH
CBOIf MaKCMMyM JHIIb Ha MOAMHOYKecTBE S — S* rpanuiipl S WiaM B MOMEHT BpeMeHu ¢ = 0.

Teopema II. Ilyctb npu O0<¢ <7 dynkuusa V(x, y,zt) yHOBIETBOPSET B
orpaHuueHHoi obnactu R npocTpaHcTBa (2, ¥, ) yPABHEHMIO TEIIONPOM3BOAHOCTH (3),
a Ha OTKPBITOM MOAMHOJKecTBe S* rpanunbl S o6nactn R rpaHudHOMy yciaoBuio 9V/on = 0.
Ilycte S* cocTronT M3 KOHEYHOro ypcia IosepxHoctei JIsinyHoBa. [lpeanonoykum, uro V
HenpepeiBHA Ha Bceii S, a grad V. uenpepbiBeH u orpanmved ua S*. Torpa V(z,y, 2, t)
MOYKET JOCTHI'HYTb CBOH MaKCUMyM (COOTBETCTBEHHO MHHHMYM) JIHIIb HA ITOJIMHO)KECTBE
S - S* rpannusl S MM B MOMEHT BpemeHu ¢ = 0.

JlokasaTenbeTBO Teopembl I ocHOBBLIBaercst HA 0CHOBHOIT meopeme Pumara o Koudopm-
HOM T1peo0pasoBaHysi M Ha OTPAYKEHMM TEMIepaTypHOil (YHKIMH Yepe3 Teruion3onupoBa -
HHYIO TPaHUILy.

JokasarenbctBo Teopembl II ocrmoBana na oany wuaeio 3. 3. JIEBu (cm. [3]).
Joxaszarenbctso Teopembl 11 Mo)KeT OBITH PaclpoCTPAHEHO HA KaKOe-yrOAHO YMCIO0 U3Me-
peHnit.

SUR LE PRINCIPE DU MAXIMUM DE L’EQUATION DE LA CHALEUR, I.
GY. ADLER et G. FREUD

Résumé

Selon le principe du maximum de I’équation de la chaleur, le maximum (et de
méme le minimum) de la température d’un corps conducteur de la chaleur apparait
ou bien & l'instant initial, ou bien sur la frontiére du corps conducteur de la chaleur
(voir LevI [3], TycHONOFF [6]). On peut supposer que si une partie de la frontiére
est thermiquement isolée, le maximum resp. le minimum de la température ne peut pas
apparaitre sur cette partie thermiquement isolée, sauf peut-étre a l'instant. initial.

En ce qui concerne ce probleme, nous énoncons et nous démonstrons les deux
théorémes suivants :

Théoréme I: Supposons que la fonction V(x, y ; t) satisfait I'équation différentielle
(1) de la chaleur dans le domaine borné R du plan (z, y) limité par une courbe de Jordan
S quand 0 < t = T, et qu’elle remplisse la condition aux limites 9 V/on = O sur ’ensemble
partiel ouvert S* de la frontiere S de R, ol n signifie la normale intérieure. Les com-
posantes connexes de S* sont formées par des arcs analytiques. V(a,y; ¢) doit
également satisfaire 1’équation (1) sur S*, de plus elle doit étre continue sur toute
la courbe S. Dans ces conditions la fonction V(x, v ; £) ne peut prendre son maximum
resp. son minimum que sur I’ensemble S — S* de S ou bien a l'instant ¢ = 0.

Théoréme II: Supposons que la fonction V(z, y, z ; ) satisfait I’équation différen-
tielle (3) de la chaleur dans le domaine borné R de ’espace (z, ¥, z) limité par une surface
S, quand 0 <<t < T, et qu’elle remplisse la condition aux limites 0V/on = 0 sur I’ensemble
partiel ouvert S* de la frontiére S. Soit en outre S* la somme des surfaces de Lyapounoff
en nombre fini, et S surface de Jordan. V(x,y,z;t) est continue sur toute la surface
S et grad V est continue et bornée sur S*. Dans ces conditions la fonction V(z, y, 2 ;t)
prend son maximum resp. son minimum ou sur l’ensemble S — S* de S, ou bien a
P'instant ¢ = 0.

La démonstration du Théoreme I se base sur le théoréme de la représentation
conforme de Riemann et sur la transformation par symmétrie de la fonction de température
sur la frontiére thermiquement isolée. Pour la démonstration du Théoréme II nous nous
sommes basés sur une idée de E. E. LEvI (voir [3]). Le Théoréme IT peut étre généralisé
a des espaces. de plus de trois dimensions.
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