HOVEZETESI ES DIFFUZIOS FELADATOK
OSSZETETT PEREMFELTETELEKKEL, II.

ADLER GYORGY

Freup G¥za [2] radra vonatkozdé hévezetési feladatokat targyalt,
altala osszetettnek nevezett peremfeltételek mellett.

Jelen cikk 1. §-dban két hasonl6 tipustu feladatot oldok meg. A 2. §-ban
igazolom a feladatok megoldasa soran végzett miiveletek megengedett voltat.
A 3. §-ban kozlom az 1. §-ban szereplé konstansok értékeit.

1. §. Két feladat

A. feladat. Egy hétartdlyhoz két homogén, allandé keresztmetszetii,
végtelen hosszi h6vezetd rad- esatlakozik. A hétartalyt olyan jé hivezetSnek
képzeljiik, hogy annak h&mérséklete csak id6tol fiigg, helytdl fiiggetlen.
A hétartély és a rudak kozott a linedris héatadasi torvény érvényes. Felté-

v §

Vo }

1. dbra

telezziik, hogy a rudak egyes keresztmetszeteiben a hémérséklet csak a tar-
talytdol valé tavolsagtdl figg, vagyis adott keresztmetszet kiilonbiozé pont-
jaiban a hémérséklet ugyanaz. Mas széval a rudak oldalaik mentén hészige-
teltek. A keresett fiiggvények tehat a hétartaly U () és a rudak Vj(z, ), illetve
Va(z, t) hémérséklete, ahol ¢ az id6, x a hétartalytél valé tavolsag. A rudak
anyagi mindsége és keresztmetszete kiillonb6zs is lehet, viszont megkovetel-
jik, hogy a t = 0 id6pillanatban a rudak minden pontjaban ugyanaz a V;(z, 0)=
= Vy(z, 0) =konst. h6mérséklet uralkodjék és a tovabbiakban ezt az értéket
valasztjuk a h6mérsékleti skala nullpontjdnak.
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168 _ ADLER GYORGY

U(t)-re, Vi, t)re és V,(x, t)-re a kivetkez6 egyenletek érvényesek,
illetve a kovetkez6 perem- és kezdeti feltételeket adjuk meg :

l AR

1 a2 8
(1) ang e ﬂf%
axz 3 ot
au i
@) A%+ BIU®) — V(0,0] + BoU® — V(0. 0] = Q)
Vel et prmars v
0r |x—0 ;
G) av,
el orre V.o
ox IX 0
@ UO)=Up; @0 =0 Vi 0 =0.

Az (1)—(3)-ban szereplé konstansok a hétartily és a rudak anyagi
minbségétol és méreteitsl fiiggnek és valamennyien pozitivak, ezt azonban a
jelen A. feladatnal nem hasznéljuk ki. @(¢) jelenti az id6egység alatt a héGtar-
tallyal kozolt hé mennyiségét. Ezt ismertnek tekintjiikk. A (2) tulajdonképpen
a hétartaly hémérlege, mely a héenergia megmaraddsat fejezi ki.

A V, és V, fiiggvényeket a kiovetkez6 alakban keressiik:

t x% x?

Vi, 1) = J1 V;:: ¢ Wi(z)dz

t—7
0

(5) t x3x?

Vi, t) = ﬁ g ) Wy(7) dv.

Ezt a valasztdst a kovetkez6k indokoljik :

A e 4 /|t tgynevezett hépolus-fiiggvény az (1) egyenletnek megoldésa
(lasd : [1]) és igy a felvett V4, illetve Ve fiiggvények az (1) egyenleteket auto-
matikusan kielégitik. Kielégitik tovabba a (4) kezdeti feltételek koziil a két
utolsot.

Az (5) alakt megoldédsok fizikai értelme az, hogy a rudakba az x = 0
végen a 7 iddpillanathan W( )-val, illetve Wsy(r)-val aranyos hémenyiség
aramlik be idGegység alatt és ez a radban szetalamhk Ez a h6vezetés elmé-
letébdl ismert tény.

Ilymédon az ismeretlen V,, V, ketvaltozos fiiggvények helyett a W,
w, egyvaltozoe figgvényeket kell meghataroznunk.

A (2).és (3) egyenletek Laplace- transzformalt]abol az U, W,, W, figg-
vények Laplace- transziormalt]a1 kiszimithaték a konvolucio- tetel segltsegc
vel (ldsd : [4]). Ezek inverz transzformaltja a jelen A. esetben zart alakban
eléallithato.
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A Laplace-transzformédcié operatorat jeloljilk &-lel. Legyen
ZIUM] =up), ZIWH]=wlp) (i=1,2)

»

A konvolucié-tétel :
J‘p(x,t — 1) () dt} = Z[P(x,t)] Z[y()] -
0

A P(z,t) fiiggvénynek megfelelo hépélus-fiiggvény Laplace- transzformalt]a

[3]- ban megtalalhato
A (2) és (3) egyenletek Laplace-transzformaltjai :

7

r—

2) A[pu(p) — Uy + B, [u(p)‘ & ]/ . wl(p)] 1+ B, |up) — ]/ & wz(m] — (),

]J
ahol
(p) = Z[Q(t)].
— i fmwi(p) = — C, [u(p) = ]/ ;—f w,(p)
(3) SR
— %y [ mwy(p) = — C [u(p) o l/ g—wz(p)] g
Innen =
1 = 2
— L 0(lD), w@)=—m(VD), wyp) =~ hy(/D),
Ip Ip V
ahol
__ [a(p®) + AU,] (.0 + Cy) (23p + C)
g(p) = NG) :
hp) — Co 1909 + AU (eap + Co)p.
: V= N(p) :
it & [9(p?) + AUo_] (typ+Cy)p

N(p) = azp® + a,p® +-a;,p + a, .

(A cikkben el6fordulé konstansok értékét a 3. §-ban egyiitt kozoljiik.)
Az inverz Laplace-transzformacional felhaszniljuk a kovetkezd formuldt

(lasd [3], 169. oldal) :
Ha F(2) Laplace transzforméltja f(p), akkor f(Vp)/Vp inverz-transz-
formaltja :

o«

P
(6) V?toje Fla)da.
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Azon célbdl, hogy az inverz Laplace-transzformécié explicite elvégezhetéﬁ
legyen, a Q(t) fiiggvényt a kovetkez6 alakban approximéljuk :

n
= D'aen! (i 2 0).
i=1]

A feladat megoldasit csak hdrom specidlis esetben végezziik el, mert a fenti

alaku Q(¢) esetén a feladat megolddsa ezen hdarom eset linedris szuperpozi-

cidja gyanant allithaté eld. ;
Ez a harom specidlis eset a kiovetkezd :

LTy = B Q=0
2. U(0)=0, Q) = Qy;
3. U(0) = 0, Qt) = Qe

1. eset : Parcialis tortekre valé bontas utdn :

:_490_[ Aty N ok ]
P

as

D
9(p) o 1’1 P— P2 P — Ps

ahol p,, p, és py az N(p) = 0 egyenlet gyokei, amelyekrél feltessziik, hogy
kiilonbozéek, tovabba ;

—p - P—Ps P=Ds|

AU, C U 7 o
h o Ow_l 1 e o O
1(P) o [p - ]

Az inverz transzformaltak :

G(t) 1 Z A;epit,

Végiil (6) felhasznalasival
2 AU0

U(t) =

ZS: A " Erf (— p;)t),

2.~ A U5
Bewal L3 e Ext (=),
3 =1

ahol

el () — Je—”“ dv.

X

: W, a Wi-bél az (1), (2) és (3) egyenletekben szerepl konstansok 1, illetve 2
indexeinek felcserélésével adddik.
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2. eset: Az el6zGvel teljesen analég szdmitéssal adddik :V

vy =2 [ror i v+ 2 > 3 amt ()
3
Wi(t) = % [w + py— X' Bf (—p: Vo) e”?'J-
as | Wx 1

3. eset: 5

Q(t) = Qoe™,

Q,
(p) = <>
oF p+y

g(p) és h1 p) parcidlis tortekre bontdsa utdn kapjuk :

Q et 5 ; '»
Git) =22 [7-.- sin |yt + 4, cos V'yt -+ Ae? 1,
: ag |Vy ¥ : ;;

H,@t) = @ [V sin Wt+yscosVyt+Z Wi el"’]

Vya
2 Q 2 3 ¢ = v?[ 2 2 S
Ut)=2|-= L Brf(—pi Vt) " + | A5 + 4 —:Jex dz | e |,
a3 [V” Z ( ) ; 4VV7‘0

: Vy=
Wi(t) = SVR[VWZ”lErf( piVt) e + (uﬁmv—fex’dw) ]

B. feladat. Egy / hossztsdgu rad mindkét végéhez csatlakozik egy-egy
hétartaly, az A. feladatndl megadottakkal teljesen analdg feltételek mellett.

Uy v Uy

2. dbra
Megengedjiik, hogy a hétartalyok anyagi min&sége kiilonboz6 legyen. A rud

hémérsékletét V(x,t)-vel, a tartdlyokét U,(¢)-vel, illetve U,(t)-vel jeloljiik.
A Laplace-transzformaltakat a megfeleld kis betiivel jeloljik.

1) ;i és ui természetesen most mést jelentenek, mint az 1. esetben.
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Egyenleteink, illetve perem- és kezdeti feltételeink tehdt a kivetkezék:

) 4
= W w
’ 1, 204 BT — V(0,01 = Q)
(8) | dU
| 4 © 2+ By[U() ~ V(L t)] — Qu(1)
I' V| — _ ot — 70,0
ox !x:O . %
(9) ‘
oV '
l' s [x=l: Cs[Uy(t) — V(1. 8)]
(10) U,(0) = U, . U2(0) = Uyy; Vi, 8y =0;

Itt 4;, B; C; mind pozitivak. (8) itt is az egyes hétartilyok hémérlegét
fejezi ki. A V(a,t) fuggvényt most a kovetkez6 alakban keressiik :

xt)—JVt_Te 4(’ 0 Wi(r dr—l—f

Ez a védlasztds azért indokolt, mert a fenti alaka V(z, ¢) figgvény kielégiti
a (7) egyenletet és a (10) alatti kezdeti feltételt. V(x, t) egyes tagjai a rad
x =0, illetve @ =1 végén bedramlé hémennyiség tovabbi sorsirdl adnak
szamot a rad belsejében. Wi (t) és Wy(t) most is, mint az A. feladatndl, a meg-
felel6 radvégeken idGegység alatt bearamlé hémennyiségekkel ardnyosak.

A (8) és (9) egyenletek Laplace-transzformdltjai :

l A [pu,(p) — Uyl + B [ul 1/31 V]j gy wy(p I = q1(p)
(8") l

»*(1—x)*

,e RS W. (7 do

Ag[pus(p) — U 2 | %(p) — ]/ g wy(p) — V % VP wy(p) I = 2x(P)

—amwy(p) + a Yz e *Vr wy(p) =

=—0, [ul(p) o Vg wy(p) — V% i wy(p) ]

a V; P Vﬁwl(p)A al/y?w2(p) =

25 Tran Y S win |

(9)

s C,lu
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Innen a keresett fliggvények Laplace-transzforméltjai :

- (d g ’q') (“”’““’ﬁ“ﬂ"")‘( . q:)(—am’/'+b1p—cm"')r*'“
V= V V=

st R e @Vp+0)—
(4, + G b M d, 24 b 13) p—x1 VP
1 V‘;lzTVEQZ\’(GPs +bpt+ep )—( +V— )(-—a,p’ + by p — e, p'%)e ( e
“Teo Vo N(p) 17 a¥p-c)=
91(V5)
Vz}( e q,) (“nl'“+bxp+c;p”‘)—(d +V q.)( —a,p¥ + byp — e, pe VP
U(p) = — - L @ Vp Lo
V» C, : Vo N(/p)e-iVp
1 f(d +V q‘) @p +bp+ap) — (4 +V ‘h)( —a, P bp— e h
N Vo N({p) 17 ¥r 2 0an
1 e
= V7 92(V1’)~
("’xW,—,fh) (@ "+ bap + apt) — (i +|Fq’)( —a, P+ by p — o P ex1P
w(p) = = == x(V—)
v N({p)ye =
ot quz) (a,p“+b1p+cm”)—(d 4;,’1—_%)( LEt bGP et
wy(p) = - b hg(V—ﬁ)-
VP N(/p) et Sa

N(p) = (@, p* + b, P+ ;) (@ p* + by p + cg) !V P — (=@, PP+ by p— ) (—ag P2+ by p — ) e=*V7

A ¢4, @, by, by fiiggvények inverz transzformaltjait a reziduum-tétel felhasz-
naldsaval allitjuk elé. Ugyanis a Riemann—Mellin-féle formula szerint a
f(p) fiiggvény inverz Laplace-transzformaltja (ldsd : [4]):

N+ ico

g ) : e N : t
(11) s J e?t j(p)dp,

N—lioo
&

ahol 7 tetsz6leges valds szdm, melyre fenndll az, hogy a e p > n félsikon f(p)
regularis. Bizonyitéas nélkiil fel fogjuk hasznalni, hogy a ¢, gs, Ay, hy nevezdinek
gyokhelyei, tehat ezen fiiggvények Gsszes szinguldris helyei az altalunk vizs-
galandé 1., 2. és 3. esetekben mind a képzetes tengelyen helyezkednek el.
A reziduum-tétel alapjan az abrin megjelolt integracios at eseténm pl. Ay-re
fennall :

a2) e J e hy(p)dp= 3 Res [t hy(p)].,
2m S
S
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ahol X jelenti, hogy az Osszegezés csak az S-en beliili reziduumokra terjed ki,
s

és P olyan, hogy az § integrdciés uton hy(p)-nek nines szingularitésa.

-P+Pig 7+Pi

~P-Pj b n-Pi

3. dbra

Tekintettel arra, hogy a N(p) nevezd gyokeit p = ip helyettesités utan a

e
Bup* — Bo® + By
egyenlet szolgaltatja, elég nagy k-ra fennall :

(13) : tg xlp =

¥\ <o

1RO .
#lop,~kx, ha k——)— ’ k X
P ( S xl<<p,<( +2) =

tehdt elég nagy n-re a P = (n + 1/2) 7/xl valasztdssal a P-re vonatkozd kiko-
tést teljesithetjiik. Kimutatjuk a 2. §-ban, hogy P — oo esetén (12)-ben az
(n + Pi, — P 4 Pi), (n — Pi, — P — Pi) és (— P — Pi, — P + Pji) utakon
az integral 0-hoz tart, és igy :

1+Pq
H\(t) = ,131‘1 —271; J e’ hy(p)dp = >’ Res [e” hy(p)].
n—Ps

Egyszertiség kedvéért az A. feladatndl mondottak mintdjara a kovet-
kez6 harom specialis esetre szoritkozunk :

P e Qut) = Qyt) = 0
2. Ulo e Uzo =.0, Q1(t) =3 Qm, Qz(t) = 0.
8. Uy=Up=0, Qi(1) = Qe ™!,  Qu(t) = O.
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Ezen esetek linedris szuperpozicijaval az altalanos eset approximdlhato.
A részletszamitasok mell6zésével kapjuk:

arlt
Uit) = ki + = biafi + 2kt + D | pis + = q.kjex’dx
V 21>0 W

0

olt
’ ) Fa o ot

Tik + Ssk e dw
= |

0

W) =In +V2; Lig Vt + 2

?x=>0

Itt X* azt jelenti, hogy a 3. esetben az Gsszegezés a p® + A, = 0 egyenlet,
azon gyokére is kiterjed, melyre Zm p > 0. Az Ut) és W;(¢) fuggvények
kiszamitdsandl ismét a (6) képletet hasznéaljuk fel.

A fentebb targyalt hévezetési feladatokkal analdg diffiziés problémak,
melyek ugyanazokra az egyenletekre vezetnek, mint a fentebbi hdvezetési
feladatok :

A’. feladat. Valamilyen anyag fel van oldva egy tartalyban levé oldé-
szerben. Az oldat koncentricidja ne fiiggjon a helytél, ami pl. allandé
keveréssel elérhet6. Ehhez a tartalyhoz csatlakozik két végtelen hosszu cs6,
melyek kiilonb6z6 oldészerekkel vannak toltve. A tartilyba allandéan betol-
tiink az oldodé anyagbdl, mely ott azonnal feloldédik és bediffunddl a két
es6ben levé oldoszerbe. A csovekben az old6dé anyag koncentracitja a t = 0
id6pillanatban zérus.

Keresend6 az anyag koncentracidja, mint az id6, illetve mint az id6 és
hely fiiggvénye a tartdlyban, illetve a csovekben. Most az A. feladatban
szereplé U(t), Vi(x,t) és Vy(z, t) koncentraciokat, Q(¢f) pedig az idéegység
alatt a tartalyba toltott anyagmennyiséget jelenti. :

B’. feladat. Két tartdly, melyekben a fentiekhez hasonléan valamilyen

oldat van, egy cs6vel vannak Osszekdtve, melyben oldészer van. A két tar-
talyba allandban toltiink a feloldandé anyagbol mely ott azonnal feloldédik
és bediffundédl a cs6be. Feltessziik, hogy a tartalyban a koncentracié a helytol
figgetlen. A t =0 1dop111anatban a cs6ben a koncentracié legyen zérus.
: Megint keresends a koncentracié a tartalyokban illetve a csGben,
mint az idé, illetve a hely és id6 fuggvenye Q,(?) és @y(t) megint a tartalyok-
ba id8egység alatt toltott anyagmennyiséget, U, (t), Uy(t) és V(x, t) koncent-
raciokat jelentenek.

2. §. Bizonyitasi részletek

A B. feladat szamitasa soran végzett miveletek legitim voltanak iga-
zolasahoz a kovetkezé fontosabb tények bizonyitasa szorul részletesebb
meggondolasokra :

a) A (12) integrilban az (y + Pi, — P + Pi), (n — Pi, — P — Pi)
és (— P — Pi, —P -+ Pi) utakon P — oo esetén az integral 0-hoz tart.

b) A G-t és H -t el6allito sorok ¢ = ¢, > 0 esetén egyenletesen konver-
gensek, ¢t = 0 ‘koriil is korlatos részletosszegekkel rendelkeznek és igy a (6)
formula felhaszndlhaté U; és W kiszdmitésdra, mégpedig lehetséges a G; és
H,; soranak tagonkénti mtegralasa
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¢) Kimutatjuk még, hogy a
t

a 1 ,‘in :
— ¢ 49 W(r)dr
J V't —

kifejezésnek x — 0 esetén van limese és igy a (3), illetve (9) peremfeltételek
nem illuzérikusak.

A fenti allitdsokat nem b1zony1t]uk be kiilon-kiilon minden egyes esetre,
hanem csak egyes kiragadott példdkra, a tébbi eset ugyanigy blzonylthato

a) Példaul az 1. esetben :

o) — &) ot b 6 ~of2).
(1 e 28y (fspd - Pip) (1 — o 24n) /5’419 + Bap® + Bo)
p=iP +y (y valds) esetén

|" iP4+n | iP+n =

\ Je”’kl(p)dpj< J ”’0( )de-J yt()(%) dy —

| (i=1)P | iP—n P )
1Y : 1 ; :
=0 _) 2nem +—e |0, ha P—co.
P £
Ugyanigy intézhet6 el az alsé vizszintes uton szédmitott integral is.

Ha K elég nagy, akkor a ®Re p < — K félsikon hy(p) = O(1), és igy

—P+iP

J e’ hy(p) dp

|—P—iP

<2PO(l)eP'—>0, ha P—>oo.

b) Az, hogy pl. az 1.esethen ¢ = ¢, > 0 esetén pl. H,(t) sora egyenletesen
konvergens, kovetkezik az el6z6 a) alatti integrdl becsléséb6l. Annak bizo-
nyitdsdra, hogy 0 < ¢ < {, esetén a részletdsszegek korldtosak, kicsit részle-
tesebben kell eljarnunk. A fenti H,(f) a kovetkez6 alaku :

' R 2 s 2t ; :
H,y(t) — d1 CQS 2l bz‘Pk) —+ sin "‘l‘l.’k(az(pk CoPr) cos @yt 4
70 . €08 %l (v,@t — Yok + Vo) + sin de(vapi — v19k)
E cos #lgi(a,p} — c,@i) + sin %l (ba@R) i)

1 %
a0 o8 (Vi@ — V@R 4 Vo) + sin xlou(v,9E — 19k)

~ Tekintsiik pl. a sin gt egylitthatéjat. (13)-bol

T 1
g 0—).
P zl+ (k,
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Ezért
cos #lp; = cos [kn+ %l O (%)] =+14 0(%),

és igy sin ¢t egyiitthatdjara

d cos xlp(ayp} — c,pi) + sin xlgi(byg?) __ dyaxl 1 +0 (L) . |
b cos wpi(yy@h — 7P} + Vo) + SIn#@(vsPE — 7,00) vam k k?
Mivel ;
L A i 1
sin gt =sink — + 0‘—),
xl k
kapjuk :
d, [cos xlpi(aspi — copr) + sin ©g(bopi) ] sin it
o8 ©Pi(V4Pk — VaPh + Vo) + sind@i(va@E — 194
5 : sin ky—:Jt o
A e & 0(—' .
VTt k k2!
Mivel a
sin k ﬂ

sorok részletosszegei korlatosak, kovetkezik, hogy H,(f)-ben a szinuszos sor |
részletosszegei is korldtosak. |

Ugyanez a tény a koszinuszos sorra is azonnal belathato, mert az egyiitt- ?
haték abszolut konvergens sort alkotnak.

C) L x2x? 5 -i
I = 9 J_ : e 40 W(r)dr = |
oz ) Jt—=
0 |
t !xl t 5l "'x’ ?
2 L T 2 4u 4
Sl S8 RS I g 1xj . W(t — ) du. |
-9 (t Ea 1)3/2 2 u3/2 |
E 3 |

Legyen 6 > 0 olyan kicsiny, hogy
Wit)—e< Wit —u)<W(@)+ e ha 0=<u<o.
Ez W(t) folytonossiga miatt lehetséges. Ekkor /-t két részre bontjuk :

s 2T ¢ »x?

/2 4u 5 2 4u
I:—:xje W(t_u)du_x_xje Wt —u)duw.
2 w32 9 w32
0 /]

12 A Matematikai Kutaté Intézet Kozleményei I./1—2.
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Itt a masodik integrdl @ — 0 esetén 0-hoz tart. Az els6 integrilra fennall

6 _K2x2 6 —ﬁ{
22 e 4u #2 e 4u
=5 x[W(t) — €] J = du > op xJ v Wt — u) du>
0
e
4u
>———x[W(t)+e]J 2 duw .
0
Mivel
) _x’x” £
4 %
{e . duy=— J e s,
u3'2 %L
0 xx /1
i

x — 0O-esetén azt kapjuk, hogy

lim I = —x|a W(t).

x—0

3. §. Az 1-2. §-okban eléfordulé konstansok jelentése

A. feladat
ay = Bilyyy + ByCr%
4 = AC\Cy + #y3t5( By + By)
ay = A(Cyy + Cq)
ag = Awyny

1. eset

Al f‘;’fz]?% + (011‘_2 s 021‘1) p,+ C,C, i Ak
1= s 1 R o R M S ol SR

Iy

_ %pi+ Copy S e
1 Fl ) 2 2 3

I't = p} — pi(p; + p3) + Paps-

(A9, 75, U, és us — késébb is — a ,,p”-k indexeinek ciklikus felcserélésével
adddnak.)
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2. eset:
s e ff’}iﬂ, A S
1
}‘4=%l(01”2+02"1)"M]
0 0
C,C,a
152__1a2 3
0
R Sp,+ T
p Bg= ..., flg=...,
1 T, 2 3
C,a
By = ;03’
a a a
K=—2, L=)-241, M_xlxz—l4~—l5f,
3
a a
R= —p,, S—Ma—z T=x2—u4;l§
3. eset
K L M
e pIA%L, R R
1
a, a
(01"2 et 02"1) (a_ = V) — (%57 — 0102) (h_o RN &‘:)
}'4: A o ’
a a
(”1"27‘"0102)(11—1—7’)+(01"z+02"1) (7—2—‘&’)
5 2 2 s e 13
e A
R S T
By plvppl-i— ? My = vty e
1
4 i e o T
02?(% y) wz(% yaa)
i Ryt A I
O LS P M
; 27l V) 27a3 a5

12*
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2

A=J/(Z;—y)2+(@—y@)-

ag as
B a0 y » 1 S
K=—%,  D=hth2, M= [00,—42),
a 1 a
i R s o e 5=y i S B0
M5 ,u4—§—,ua3 7//‘4(13
B. feladat :
PO R ) e e S0 T R TR T Ll
_ : T
a/2:‘}tA2, b2:A202, 02:;432, d2:Aiqg:q2_0_
2
Bo = c16s, P1=b1cy + byey Ba = a1cs + biby + €105

Bs = a;by + azh, , By = a,ay

Yo="P1+Boxl, 71?2ﬁ2+f31”l: Vo= 3 B3+ Pyl

Vs = 4Py + Bsxl, Va=Pyxl.
Gy =605 ; a; == byC; + ¢y %, ay=0a0;+ by,  ag=xa,
Oy — Gt 0, = — b0y + ¢y, 0y = 0,0y — by %, Op— -l
1. eset: :
by = Vadic, R Indigs

Yo ’ ¢
k12 = kzz = kls o kz:;' =0

Vmwd, cosxlg,(—aup}+ a) + sin %1 (axpf — o1gi) — (099F — )

i M,

n Vrdy cosnloy(asph — oupi) 4 sin sl gy (0597 — 09) — (59} — 0y95)
C, M,

Py Vad, cosup,(—d,9% + 09) + sin 2l (=039} + 019x) — (09F — )
0 M,

gu = VD 008 @ (— 3R + 8,94) + sin sl gk — 80) — (—8u9k + 8191)

C, M,

’

’

b

’
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cos #lpy (— bap7) + sin ©ey (api — copi)

Ty == dl M )
el 4
_ g, Cosxlpi(aypf — capy) + sin xlpy (ba®})
'glk LT M )
&
2
Sap 1 b.® ,

M,

d, @@}k — CoPy;

Sop =
M,

’

M, = cos #ly (7,95 — Va%3 + Vo) + sin e, (vs93 — v19k) -

2. eset:

[2(12 + oyl + % %22

<%+ﬂwh~%2%+amM+mwﬂ+%x%}

ku = Qlo

e g
21 Ql(} 02

3. eset:

2 A2

(262 — dpd + 929%2[2) (Br+By) — b [2183 + 2By + pr®l? + % #I3

2 /2
a,x%l o
ks = Q1o 20/1 ) 13 Q104jlr
G b5l C, ¢
k Qo= 2>—, kog Qm—l .+,
rfab e 8a 0,44
1o Ci@u batexl  ,  Ci@p O
Sl R e P
it ngm — b, N C1Q1o HEaE
21 v% 2/1 I 22 V; 2/1
A= By + Byl
c,C c,C
ki = Q@ 2, 'k21:Q1027}:]’
Yot Yo

kyp = kog = kyg = kog = O,

= by = lyy = lp=0.
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2. és 3. eset: (a 2. esethen 4; = 0 helyettesitendd)

Q cos %l (—ayp} + o) + sin xlp, (aa@f — o,9;) — (007 — o)
10 o

D — o )
e cos L) (ogph — o@y) + sin ©lgy (0,@F — o) — (3P — ay9y)
qix = Qlo M Ty
g0 9_1 cos xly (_62‘1)12: == 60) - sin %l (fastpi - 61(]71.-) T (62‘]712{ o 60)
Per = 10 3
e, M,
—Q Cy cos % 1gy (—039% + 019x) + sin %lp, (o907 — d) — (— 0393 + 0192%)
92k = Yo ’CT I ’
2 &
i@ S [ 008 Wl {— By 9B+ 80 M (0 PR — 03 )
e o mVT»z S I s iy
F i, C, cos xlg; (ay 9} — ¢y i) + sin zlpy (by @7)
1k = Wy ﬁ e S5 In Tl
]
V= M,
c 3
e G A A

M, = cos #lgy (—&ee®f + &,0% — e29% + &) + sin xlgy (— &;0% + 39 — €19%)
8o'= Yok s & =i+ 26, &y = Yoh1 + Vo + 264

&3 =y + 71+ 2P, 64:?’421‘!‘72‘*'2/33- es=Vs+ 2Py, E=14-
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CMEIIAHHBIE KPAEBBIE 3AJJAUM
U] YPABHEHMI TEIJIOTIPOBOAHOCTU U OUPPY3UU, II.

Ab. AIIVIEP

Pe3iome

B § 1 pemwarorcs JBe 3a/iauu JUIsl yPABHEHUST TETUIONPOBOAHOCTH M AHAJOTHYHBIE MM
3agauu 0 Auddysun. Ileppas 3ajaua OTHOCHTCS K CHCTEME, COCTOSILEH M3 TEIUIOBOIO pesep-
Byapa M JByX NPMMBIKAIOIKUX K HeMy O€CKOHEUHBIX TETIONPOBOAHBIX cTeprkHei. Cucrema,
$urypupyiomas B0 Bropoi 3ajiaun, cCOCTOMT U3 /IByX TEIJIOBBIX PE3EPBYapOB U COEAMHSIOLIETO
UX TEIUIONPOBOAHOIO0 CTEPIKHS. :

Temnepatypy CTEp)KHEH MIIEM B BHM/IE MHTErpaja THIA KOHBOJIOIMM (CM. HAanpuMmep,
[5]). 9T0 naér BO3MOYKHOCTb BBUMCJISATH NpeobpasoBaHust mo Jlammacy BBEIEHHBIX TAKUM
00pa3om (yHKUHMI U3 CHCTEMbl JIMHEHHBIX yPAaBHEHHH, 110CJIe MOACTAHOBKU 3TUX (QYHKIMH B
yPaBHEHUSI TEILIONPOBOAHOCTH M NpeobpasoBanus nocaeanux no Jlammacy. OOparthbie mnpe-
obOpasosanusi 1o Jlaruiacy v B ciyyae 3ajaum A. Mbl CMOTUTH TIOJTYYHTh B SIBHOH (opme, a B city-
yae 3ajaud B. B Bue OECKOHEUHBIX PsI/IOB Ha OCHOBAHMM (opmyasl Pumanna- Maumua
C TIOMOIIBIO TEOPEMBI O BbIYETaX.

B § 2 nokasbiBaThCsl 3aKOHHOCTb JI€HCTBUMM, IPOM3BEJEHHBIX NPH PEIUEHHMM 3ajady.

B § 3 npuBejienbl 3HaYeHU s TOCTOSIHHBIX, BeTpeyaromuxcest B §§ 1 2.

PROBLEMES DE CONDUCTION DE LA CHALEUR ET
DE DIFFUSION AVEC CONDITIONS AUX LIMITES COMPOSEES, II.

GY. ADLER

Résumé

Dans le §. 1. deux problémes de conduction de la chaleur, et en méme temps deux
problémes analogues de diffusion sont résolus. Le premier probléme A. se rapporte 4 un
systéme se composant d’un réservoir de chaleur et de deux barres conductrices de chaleur
infiniment longues, appliquées au réservoir. Le systéme figurant dans le deuxiéme
probléme B. est composé de deux réservoirs de chaleur, et d'une barre conductrice de
chaleur, qui les réunit.

On cherche la température des barres sous une forme d’intégrale de type de
convolution (cf. par ex. (5)). Par cette méthode il est possible de calculer les transformées
Laplaciennes des nouvelles fonctions inconnues ainsi introduites & partir d’un systéme
d’équations linéaires, obtenu par une substitution aux conditions inhomogénes aux
limites et une transformation de Laplace de ces conditions, parce que les équations
differentielles et les conditions homogénes aux limites sont automatiquement satisfaites.

Dans le probléme A. on peut présenter les transformées Laplaciennes inverses
sous une forme explicite, cependant dans le probléme B. elles sont produites en vertu
de la formule de Riemann—DMellin & I’aide du théoré¢me du résidu sous la forme d’une
série infinie.

Dans le §. 2. nous avons vérifié I’exactitude de certaines opérations faites au cours
de la solution des problémes.

Dans le §. 3. les valeurs des constantes figurant dans le §. 1. et 2. sont indiquées.
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