
HŐVEZETÉSI ÉS DIFFÚZIÓS FELADATOK 
ÖSSZETETT PEREMFELTÉTELEKKEL, П. 

A D L E R G Y Ö R G Y 

F R E U D GÉZA [ 2 ] r ú d r a v o n a t k o z ó h ő v e z e t é s i f e l a d a t o k a t t á r g y a l t , 
á l t a l a ö s s z e t e t t n e k n e v e z e t t p e r e m f e l t é t e l e k m e l l e t t . 

J e l e n c i k k 1. § - á b a n k é t h a s o n l ó t í p u s ú f e l a d a t o t o l d o k m e g . A 2. § - b a n 
i g a z o l o m a f e l a d a t o k m e g o l d á s a s o r á n v é g z e t t m ű v e l e t e k m e g e n g e d e t t v o l t á t . 
A 3 . § - b a n k ö z l ö m a z 1. § - b a n s z e r e p l ő k o n s t a n s o k é r t é k e i t . 

1. §. Két feladat 
A. feladat. E g y h ő t a r t á l y h o z k é t h o m o g é n , á l l a n d ó k e r e s z t m e t s z e t ű , 

v é g t e l e n h o s s z ú h ő v e z e t ő r ú d c s a t l a k o z i k . A h ő t a r t á l y t o l y a n j ó h ő v e z e t ő n e k 
k é p z e l j ü k , h o g y a n n a k h ő m é r s é k l e t e c s a k i d ő t ő l f ü g g , h e l y t ő l f ü g g e t l e n . 
A h ő t a r t á l y é s a r u d a k k ö z ö t t a l ineár i s h ő á t a d á s i t ö r v é n y é r v é n y e s . F e l t é -

и и 

* \ 
и и и 

1. ábra 

t e l e z z i i k , h o g y a r u d a k e g y e s k e r e s z t m e t s z e t e i b e n a h ő m é r s é k l e t csak a t a r -
t á l y t ó l v a l ó t á v o l s á g t ó l f ü g g , v a g y i s a d o t t k e r e s z t m e t s z e t k ü l ö n b ö z ő p o n t -
j a i b a n a h ő m é r s é k l e t u g y a n a z . M á s s z ó v a l a r u d a k o l d a l a i k m e n t é n h ő s z i g e -
t e l t e k . A k e r e s e t t f ü g g v é n y e k t e h á t a h ő t a r t á l y U(t) és a r u d a k Vßx, t), i l l e t v e 
V2{x, t) h ő m é r s é k l e t e , ahol t a z i d ő , x a h ő t a r t á l y t ó l v a l ó t á v o l s á g . A r u d a k 
a n y a g i m i n ő s é g e é s k e r e s z t m e t s z e t e k ü l ö n b ö z ő is l ehet , v i s z o n t m e g k ö v e t e l -
j ü k , h o g y a t — 0 i d ő p i l l a n a t b a n a r u d a k m i n d e n p o n t j á b a n u g y a n a z a Vx(x, 0 ) = 
= V2(x, 0 ) = k o n s t . h ő m é r s é k l e t u r a l k o d j é k é s a t o v á b b i a k b a n e z t az é r t é k e t 
v á l a s z t j u k a h ő m é r s é k l e t i s k á l a n u l l p o n t j á n a k . 
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U(t)-re, F^a:, f ) -re é s V2(x,t)-re a k ö v e t k e z ő e g y e n l e t e k é r v é n y e s e k , 
i l l e tve a k ö v e t k e z ő p e r e m - é s k e z d e t i f e l t é t e l e k e t a d j u k m e g : 

(1) 

(2) 

(3) 

(4) 

d2V1 

dx2 

d2V2 

dx2 

9 F , 

91 

d V 2 

dl 

A ^ + BAUQ) 
at 

dV, 
дХ 

э Г а I 

дх I 

C/(0) = UQ ; 

FJ(0, I ) ] + I ? 2 [ ^ ) - F 2 ( 0 , I ) ] = Ç ( I ) 

= - С г [ г 7 ( 0 - Fx(0, í ) ] 
x = 0 

= - C2[U(t) - F 2 ( 0 , 0 1 
x = 0 

Vx(x, 0) = 0, V2{x, 0 ) = 0. 

A z ( 1 ) — ( 3 ) - b a n s z e r e p l ő k o n s t a n s o k a h ő t a r t á l y é s a r u d a k a n y a g i 
m i n ő s é g é t ő l é s m é r e t e i t ő l f ü g g n e k és v a l a m e n n y i e n p o z i t í v a k , ez t a z o n b a n a 
j e l en A . f e l a d a t n á l n e m h a s z n á l j u k ki . Q(t) j e l e n t i a z i d ő e g y s é g a l a t t a l i ő t a r -
t á l l y a l k ö z ö l t h ő m e n n y i s é g é t . E z t i s m e r t n e k t e k i n t j ü k . A (2) t u l a j d o n k é p p e n 
a h ő t a r t á l y h ő m é r l e g e , m e l y a h ő e n e r g i a m e g m a r a d á s á t f e j ez i ki . 

A F 1 é s F 2 f ü g g v é n y e k e t a k ö v e t k e z ő a l a k b a n k e r e s s ü k : 

(5) 

Уг(х, t) = 
l 

J W - • 

V2(x, t) 
" ' J 

4 ( I - t ) 

4( / -т ) 

W^X) dx 

W2{r) dx. 

E z t a v á l a s z t á s t a k ö v e t k e z ő k i n d o k o l j á k : 

A e 41 j)ft ú g y n e v e z e t t h ő p ó l u s - f ü g g v é n y az (1) e g y e n l e t n e k m e g o l d á s a 
( lásd : [ 1 ] ) é s í g y a f e l v e t t V\, i l l e t v e V-г f ü g g v é n y e k a z ( 1 ) e g y e n l e t e k e t a u t o -
m a t i k u s a n k i e l é g í t i k . K i e l é g í t i k t o v á b b á a (4) k e z d e t i f e l t é t e l e k k ö z ü l a k é t 
u t o l s ó t . 

A z (5 ) a l a k ú m e g o l d á s o k f i z ika i é r t e l m e az, h o g y a r u d a k b a a z x = 0 
v é g e n a x i d ő p i l l a n a t b a n Wt(x)-vd], i l l e t v e 1F2(T)-val a r á n y o s h ő m e n y i s é g 
á r a m l i k b e i d ő e g y s é g a l a t t é s e z a r ú d b a n s z é t á r a m l i k . E z a h ő v e z e t é s e l m é -
l e t é b ő l i s m e r t t é n y . 

I l y m ó d o n az i s m e r e t l e n Vlt V2 k é t v á l t o z ó s f ü g g v é n y e k h e l y e t t a IF, , 
W.2 e g y v á l t o z ó s f ü g g v é n y e k e t kel l m e g h a t á r o z n u n k . 

A (2 ) é s (3) e g y e n l e t e k L a p l a c e - t r a n s z f o r m á l t j á b ó l a z U, Wv W2 f ü g g -
v é n y e k L a p l a c e - t r a n s z f o r m á l t j a i k i s z á m í t h a t ó k a k o n v o l u c i ó - t é t e l s e g í t s é g é -
v e l ( lásd : [ 4 ] ) . E z e k i n v e r z t r a n s z f o r m á l t j a a je len A . e s e t b e n z á r t a l a k b a n 
e l ő á l l í t h a t ó . 
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A L a p l a c e - t r a n s z f o r m á c i ó operá torá t j e lö l jük .37Лс\. L e g y e n 

= u(p), = щ(р) ( 4 = 1 , 2). 

A k o n v o l u c i ó - t é t e l : 

t 

J Ф(х , t — r) y>(r) dx 

A Ф(х, t) f ü g g v é n y n e k m e g f e l e l ő l i ő p ó l u s - f ü g g v é n y L a p l a c e - t r a n s z f o r m á l t j a 
[ 3 ] - b a n m e g t a l á l h a t ó . 

A (2) é s (3) e g y e n l e t e k L a p l a c e - t r a n s z f o r m á l t j a i : 

(2') A[pu(p)-U0] + B1 

ahol 

(3') 

u(p) - ; WÍ(P) + B 2 u(p) — •П
р

 W2(P) = g(p)r 

q(p) = 

- = - Cx u(p) - [* wx(p) 

— x2 ]fn w2(p) = — Oo u(p) - 11 w*(p) 
I n n e n 

ahol 

u(P) = . r*= <J(VP) , (P) = y- K(ÍP) , w2(P) = .7-- K(\'P) ' 
IIp jIp jlp 

g(p) = 

[q(p2) + AU0] (kiP + 01)Jy.2p +_C2) 
N(p) 

r _ Cx [q(p2) + AU0-\ (x2p + C2)p 
nl\P> — 77= ' ' 

\л N(p) 

h(v) = ^ [q(p2) + au0] (ър + c j p  
\n N(p) 

N(p) = a3p3 + a2p2 + alP + a0 . 

(A c i k k b e n e lő forduló k o n s t a n s o k é r t é k é t a 3. § -ban e g y ü t t k ö z ö l j ü k . ) 
A z i n v e r z L a p l a c e - t r a n s z f o r m á c i ó n á l f e l h a s z n á l j u k a k ö v e t k e z ő f o r m u l á t 

(lásd [ 3 ] , 169 . o ldal) : 
H a F(t) L a p l a c e - t r a n s z f o r m á l t j a f(p), akkor j(Yp)l\'p i n v e r z - t r a n s z -

f o r m á i t j a : 
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A z o n c é l b ó l , h o g y a z i n v e r z L a p l a c e - t r a n s z f o r m á c i ó e x p l i c i t e e l v é g e z h e t ő 
l egyen , a Q(t) f ü g g v é n y t a k ö v e t k e z ő a l a k b a n a p p r o x i m á l j u k : 

Ç ( 0 = 2 > e - W <  

( = 1 
(Yi è 0). 

A f e l a d a t m e g o l d á s á t c s a k h á r o m s p e c i á l i s e s e t b e n v é g e z z ü k el, m e r t a f e n t i 
a l a k ú Q(t) e s e t é n a f e l a d a t m e g o l d á s a e z e n három e s e t l ineár i s s z u p e r p o z í -
c ió ja g y a n á n t á l l í t h a t ó e lő . 

E z a h á r o m speciál is e s e t a k ö v e t k e z ő : 

1. U (О) = Z70, 

2. U (0 ) = 0, 

3. U( 0) = О, 

Q(t) = 0 ; 

q(t) = q0; 

Q(t) = Q0e-->. 

1. eset : Parc iá l i s t ö r t e k r e való b o n t á s u t á n : 

, i AUo 
g{p) = — + К + -V - Pi V — Рг P - Рз 

a h o l plt p2 é s p3 az N(p) = 0 e g y e n l e t g y ö k e i , a m e l y e k r ő l f e l t e s szük , h o g y 
k ü l ö n b ö z ő e k , t o v á b b á 

4v) = 
AU0CX Г [лх Рз 
й3 У л IР - Pl P — Pi V - Р 3 

A z inverz t r a n s z f o r m á l t a k : 

ATI з 
G ( ( ) = ~ 2л<еР"> 3 ,= 1 

ATT (7 3 
Нф) = А и р - £ p,er<<. 

a3pг Tri 
V é g ü l (6) f e l h a s z n á l á s á v a l 

U(t) =, ± Ate*™ { - p At), 
л « з f r í 

2. AÜVCX 3 WAt) = 

a h o l 
a3 У л Г 

00 

E r f (ж) -= j* e~v' 

2 p. ePV Erf {-Pift), 

dv. 

W2 a HJ-ből a z ( 1 ) , (2) és (3) e g y e n l e t e k b e n s z e r e p l ő k o n s t a n s o k 1, i l l e tve 2 
i n d e x e i n e k f e l c s e r é l é s é v e l a d ó d i k . 
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2. eset : A z e lőzőve l t e l j e s e n ana lóg s z á m í t á s s a l a d ó d i k :x) 

U («) = Q0 

|/л: j/л: í==i 

W\(t) Q0 

3. eset : 

Fi + ZVw i' FÍ Erf (—p, fi) ep'' 

Q(t) = Q+-J, 
Qa 

q(p) 
V + у 

<7(p) és parc iá l i s tör tekre b o n t á s a u t á n kapjuk : 

0(t) 
Qo\h . 
а з l í y 

s in y~yt - f A5 COS | /y t - f У А,- e PA 

;=i 

Hx(t) = [ gk sin f y t + p5 cos f y í + V /4, ep" 
a 3 LVr é l 

öo 

ВД = C W o 
«зУзт 

L 2 fí)ep''+ |A5 + A 4~= j ê ite j e-* 

Kr« 

= I ex ' da: I 

B. feladat. E g y l h o s s z ú s á g ú rúd m i n d k é t végéhez c s a t l a k o z i k e g y - e g y 
h ő t a r t á l y , az A . f e ladatná l m e g a d o t t a k k a l t e l j e s e n a n a l ó g f e l t é t e l e k m e l l e t t . 

f f f f u2 f f V u2 f f u2 f f 

2. ábra 

M e g e n g e d j ü k , h o g y a h ő t a r t á l y o k a n y a g i m i n ő s é g e k ü l ö n b ö z ő l egyen . A rúd 
h ő m é r s é k l e t é t V(x, <)-vel, a t a r t á l y o k é t Í71(í)-vel, i l l e tve Í72(í)-vel j e l ö l j ü k . 
A L a p l a c e - t r a n s z f o r m á l t a k a t a megfe l e lő k i s betűvel j e l ö l j ü k . 

1) A/ és fii természetesen most mást je len tenek, mint az 1. esetben. 
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E g y e n l e t e i n k , i l l e t v e perem- és k e z d e t i f e l t é t e l e i n k t e h á t a k ö v e t k e z ő k : 

(7) 

(8) 

(9) 

(10) 

Э2 F 

dx2 

dV 
dt 

düx 
Ai ^ + B1mt)-V(0,t)] = Q1(t) 

at 

A 2 ^ + B2[U2(t) - V(l,t)] = Q2(t) 
dt 

dV 
~dx 

O F j 
Эх 

= -C1[U1{t)-V( 0,<)] 
x = 0 

C2[U2(t)-V(l, í)] 

Щ 0) = U í 0 , U2( 0) = Uoq, V(x, 0) = 0. 

I t t Ai , B i , Ci m i n d p o z i t í v a k . (8) i t t i s a z e g y e s h ő t a r t á l y o k h ő m é r l e g é t 
fejezi ki . A V(x, t) f ü g g v é n y t most a k ö v e t k e z ő a l a k b a n keressük : 

F ( x , t) 
t 

j W-

x^l-xY 
e 4<'_T) Wx(x) dr + - - = e 4«-0 W2(r)dr. 

J у г - т 

E z a v á l a s z t á s azért i n d o k o l t , mert a f e n t i a l a k ú F ( x , t) f ü g g v é n y k i e l é g í t i 
a (7) e g y e n l e t e t és a ( 1 0 ) a l a t t i k e z d e t i f e l t é t e l t . F ( x , t) e g y e s t a g j a i a r ú d 
x = 0, i l l e t v e x = l v é g é n beáramló h ő m e n n y i s é g t o v á b b i sorsáról a d n a k 
s z á m o t a r ú d be l se j ében . Wx(t) és W2(t) m o s t is, m i n t a z A . f e ladatná l , a m e g -
fele lő r ú d v é g e k e n i d ő e g y s é g a l a t t , b e á r a m l ó h ő m e n n y i s é g e k k e l a r á n y o s a k . 

A (8) é s (9) e g y e n l e t e k L a p l a c e - t r a n s z f o r m á l t j a i : 

(8') 
! 71 

AilV MV) - U20] + Bx ux(p) 

A2[pu2(p) -U20] + B2 u2(p) 

—а У л wx(p) -+- а У л e-"'^w2(p) 

V 
wx(p) / - exlVPw2(p) 

P 

7 1 / \ 
-
 wi(P) -

[л 
/ - e" P 

'VPw^p) 

= 4i(p) 

= q2 (P) 

( 9 ' ) 

ux(p) - ~ u'i(v) -
л 
P 

e - " ' 1 p w2(p) 

У л e~xl^rPw1(p) + а У л w2(p) 

C 2 u2(p) е-х>Жрщ(р) ' л 
p w2(p) 
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I n n e n a kereset t f ü g g v é n y e k L a p l a c e - t r a n s z f o r m á l t j a i : 

"1<p) = Ь cj tpN(fp)e->á 

I fi (d2 + f i ? 2 ) < 0 i p3 3 + b'P + Cl pl
 ~ ( d l 4 f < ~ ° 2 P3 3 + <>» P - ^ P"2) 

Ур С, УрАОДе-пг (« У P - c.) = 

. ,г- к + ,v'= i l P " + h P + «i Pl") - (<k + У 7.) ( - a , p»-' + fc, p - c, p") e - ' I í 
"2<p> = yp c2 WWS^i (a Ь + c è -

, \Г~ [d^ 4 F- îi) ("« P" + b,p+c2 p'2) - (rf, + î2) ( -a, p»'2 + 6, p - c, P1 2) 
_ 1 I» 1 1* > L U J ( « У 5 - С 1 -

Ур Сг УрА(Ур) e - 'G ( C2 '"" 

" i p ^ ' 
k + ^ î d (a2p32 + 62p + c 2 p 1 2 ) - k + k ? 2 ) ( -a 1 p 2 2 + 6 t p- C l p ' 2 )e-"№ 

, . 1 l Ул ' I У л / 1 , /,/—, 
•«MP) = ^ ^ = Tp Ч Г р ) • 

, к + С'2 î2) I«, P3 2 + b p + е, p'2) - к + <~a2 P3 2 + Ü2 p - P13) 

= Yp — = Гр чгр) • 
Л'(р) = (a,p2 + 6,p + с,) (a2p2 + í>2p + с2)е-'1р - (-a,p2 + 6, p - с,) (-а2p2 + 62 p - c2)«-"'»7 

A д , g2, hv Л2 f ü g g v é n y e k i n v e r z t r a n s z f o r m á l t j a i t a r e z i d u u m - t é t e l fe lhasz-
n á l á s á v a l á l l í t juk elő. U g y a n i s a R i e m a n n — M e l l i n - f é l e f o r m u l a szer int a 
f ( p ) f ü g g v é n y i n v e r z L a p l a c e - t r a n s z f o r m á l t j a ( lásd : [4]) : 

Ч+'со 

(11) F(t) = - - \ e p ' f ( p ) d p , 
2 яг 

a h o l у t e t s z ő l e g e s va lós szám, m e l y r e fennál l az , h o g y a (Rt p > у f é l s íkon f ( p ) 
reguláris . B i z o n y í t á s nélkül fe l f o g j u k h a s z n á l n i , h o g y а gx, g2, hv h2 n e v e z ő i n e k 
g y ö k h e l y e i , t e h á t e z e n f ü g g v é n y e k összes s z ingu lár i s he lye i az á l ta lunk v i z s -
g á l a n d ó 1., 2. é s 3. e s e t e k b e n m i n d a k é p z e t e s t e n g e l y e n h e l y e z k e d n e k el . 
A r e z i d u u m - t é t e l a lapján az á b r á n m e g j e l ö l t in tegrác iós ú t e s e t é n pl. hx-re 
fennál l : 

<12) ' j ept hx(p) dp = У Res [ept hx(p)], 
2 ni J s 

s 



1 7 4 A D L E R GYÖRGY-

a h o l В j e l ent i , h o g y az ö s s z e g e z é s c s a k az S-en be lü l i r e z i d u u m o k r a t er jed k i , 
s 

és P o l y a n , h o g y a z S i n t e g r á c i ó s ú t o n ^ ( p j - n e k n i n c s s z i n g u l a r i t á s a . 

-P+Pi o- -O 72+Pi 

-P-Pib- -4 p-Pi 

3. ábra 

T e k i n t e t t e l arra, h o g y а N(p) n e v e z ő g y ö k e i t p = icp h e l y e t t e s í t é s u t á n a 

( i 3 ) t g ,up = -
ß ^ - ß ^ + ßo 

e g y e n l e t s z o l g á l t a t j a , e l é g n a g y &-ra f e n n á l l : 

xlcpk ^ кл, ha 1 \ л IX л 
2 1 xl I 2j xl 

t e h á t e l é g n a g y m-re a P = (n + 1/2) л/xl v á l a s z t á s s a l a P-re v o n a t k o z ó k i k ö -
t é s t t e l j e s í t h e t j ü k . K i m u t a t j u k a 2. § - b a n , h o g y P oo e s e t é n ( 1 2 ) - b e n a z 
(y + Pi, - P + Pi), (rj - Pi, - P - Pi) é s ( - P - Pi, - P + Pi) u t a k o n 
az i n t e g r á l O-hoz t a r t , é s í g y : 

i+Pi 
HJt) = lim - - - ( ept hjp) dp = Res [ept hy(p)]. 

P-co 2ni J 
I-Pi 

E g y s z e r ű s é g k e d v é é r t az A. f e l a d a t n á l m o n d o t t a k m i n t á j á r a a k ö v e t -
kező h á r o m spec iá l i s e s e t r e s z o r í t k o z u n k : 

1, и10ф 0 

2. TL 
U 2 0 = 0 , Qi(t) = QJt) = o. 

10 U. 20 

3. ü10 = U20 = 0, 
Qi(t) = Q10, Q2(t) = o. 
Qjt) = Q10e-^, Q2(t) = 0. 
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E z e n e se t ek l i n e á r i s s z u p e r p o z í c i ó j á v a l az á l t a l á n o s eset a p p r o x i m á l h a t ó . 
A r é s z l e t s z á m í t á s o k m e l l ő z é s é v e l k a p j u k : 

I t t U* a z t j e lent i , h o g y a 3. e s e t b e n az ö s s z e g e z é s a p2 -f- = 0 e g y e n l e t 
a z o n g y ö k é r e is k i t e r j e d , m e l y r e З - т p > 0. A z 17,(í) és lk , ( í ) f ü g g v é n y e k 
k i s z á m í t á s á n á l i s m é t a (6) k é p l e t e t h a s z n á l j u k f e l . 

A f e n t e b b t á r g y a l t h ő v e z e t é s i f e l a d a t o k k a l a n a l ó g d i f f ú z i ó s p r o b l é m á k , 
m e l y e k u g y a n a z o k r a az e g y e n l e t e k r e v e z e t n e k , m i n t a f e n t e b b i h ő v e z e t é s i 
f e l a d a t o k : 

A', feladat. V a l a m i l y e n a n y a g fe l van o l d v a e g y t a r t á l y b a n l e v ő o l d ó -
s z e r b e n . A z o l d a t k o n c e n t r á c i ó j a n e f ü g g j ö n a he ly tő l , a m i pl . á l l a n d ó 
k e v e r é s s e l e l é r h e t ő . E h h e z a t a r t á l y h o z c s a t l a k o z i k k é t v é g t e l e n h o s s z ú c ső , 
m e l y e k k ü l ö n b ö z ő o ldószerekke l v a n n a k t ö l t v e . A t a r t á l y b a á l l a n d ó a n be tö l -
t ő n k a z o l d ó d ó a n y a g b ó l , m e l y o t t azonna l f e l o l d ó d i k és b e d i f f u n d á l a k é t 
c s ő b e n l e v ő o l d ó s z e r b e . A c s ö v e k b e n az o l d ó d ó a n y a g k o n c e n t r á c i ó j a a í = 0 
i d ő p i l l a n a t b a n z é r u s . 

K e r e s e n d ő a z a n y a g k o n c e n t r á c i ó j a , m i n t a z idő, i l l e t v e m i n t az idő é s 
h e l y f ü g g v é n y e a t a r t á l y b a n , i l l e t v e a c s ö v e k b e n . Most a z A . f e l a d a t b a n 
s z e r e p l ő U(t), Уг{х, t) és V2(x, t) k o n c e n t r á c i ó k a t , Q(t) p e d i g a z i d ő e g y s é g 
a l a t t a t a r t á l y b a t ö l t ö t t a n y a g m e n n y i s é g e t j e l e n t i . 

B'. feladat. K é t tar tá ly , m e l y e k b e n a f e n t i e k h e z h a s o n l ó a n v a l a m i l y e n 
o l d a t v a n , e g y c s ő v e l v a n n a k ö s s z e k ö t v e , m e l y b e n o ldószer v a n . A ké t tar -
t á l y b a á l l a n d ó a n t ö l t ü n k a f e l o l d a n d ó a n y a g b ó l , m e l y o t t a z o n n a l f e lo ldód ik 
é s b e d i f f u n d á l a c s ő b e . F e l t e s s z ü k , h o g y a t a r t á l y b a n a k o n c e n t r á c i ó a h e l y t ő l 
f ü g g e t l e n . A ( = 0 i d ő p i l l a n a t b a n a csőben a k o n c e n t r á c i ó l e g y e n zérus. 

M e g i n t k e r e s e n d ő a k o n c e n t r á c i ó a t a r t á l y o k b a n , i l l e t v e a c s ő b e n , 
m i n t a z idő, i l l e t v e a he ly és i d ő f ü g g v é n y e . Qx(t) é s Q2(t) m e g i n t a t a r t á l y o k -
b a i d ő e g y s é g a l a t t t ö l t ö t t a n y a g m e n n y i s é g e t , Ux(t), U2(t) é s V(x, t) k o n c e n t -
r á c i ó k a t j e l e n t e n e k . 

2. §. Bizonyítási részletek 

A B. f e l a d a t s z á m í t á s a s o r á n v é g z e t t m ű v e l e t e k l e g i t i m v o l t á n a k i g a -
z o l á s á h o z a k ö v e t k e z ő f o n t o s a b b t é n y e k b i z o n y í t á s a s z o r u l r é s z l e t e s e b b 
m e g g o n d o l á s o k r a : 

a) A (12) i n t e g r á l b a n a z {p + Pi, - P + Pi), (p - Pi, — P — Pi) 
é s ( — P — Pi, —P - f Pi) u t a k o n P - > oo e s e t é n az in t egrá l 0 - h o z tar t . 

b) A 6r,-t é s H г t e lőá l l í tó s o r o k t > t0> 0 e s e t é n e g y e n l e t e s e n k o n v e r -
g e n s e k , t = 0 k ö r ü l is k o r l á t o s r é s z l e t ö s s z e g e k k e l r e n d e l k e z n e k és í g y a (6 ) 
f o r m u l a f e l h a s z n á l h a t ó t / , é s W, k i s z á m í t á s á r a , m é g p e d i g l e h e t s é g e s a G, é s 
I l i sorának t a g o n k é n t i i n t e g r á l á s a . 
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с ) K i m u t a t j u k m é g , l iogy a 

9 

9Ж J f i -
e 4<í-u W{r)dr 

ki f e j ezésnek x—> 0 e s e t é n v a n l i m e s e és így a (3) , i l l e t v e (9) peremfe l t é te l ek 
n e m i l luzórikusak. 

A f e n t i á l l í t á s o k a t n e m b i z o n y í t j u k be k ü l ö n - k ü l ö n m i n d e n e g y e s esetre, 
h a n e m csak e g y e s k i r a g a d o t t p é l d á k r a , a többi e s e t u g y a n í g y b i z o n y í t h a t ó . 

a) Pé ldáu l az 1. e se tben : 

K(p) = d, ! q2p2 + b2p2 + C2p 
(1 + e~2"'P) (ß3p3 + ßlP) + (1 - e-2-fp) ( ß ^ + ß2p2 + ßo) 

p = iP -f- у (у v a l ó s ) e s e t é n 

О 
Й 

iP+q iP + q 

j' epl hßp) dp < j ' e * o | i ) | d p | + j e * 0 ( j . ) í y : 

( i- i)p iP-q 

2 rj er,t + - e-4' 0 , h a P —>- oo . 

U g y a n í g y i n t é z h e t ő el az alsó v í z s z i n t e s úton s z á m í t o t t integrál is . 
Н а К e l ég nagy , a k k o r a p < — К fé ls íkon hßp) — 0 (1 ) , és í g y 

- P + I P 

í 
ept hßp) dp 

-P-iP 

£ 2 P 0 ( 1 ) e~ p f — 0 , h a P oo . 

Az, h o g y pl. a z 1. e s e tben t S: í 0 > 0 ese tén p l . P ^ í ) sora e g y e n l e t e s e n 
k o n v e r g e n s , k ö v e t k e z i k az e lőző a) a l a t t i integrál becs lésébő l . A n n a k bizo-
n y í t á s á r a , h o g y 0 ^ t •< t0 e se tén a rész le tösszegek kor lá tosak , k i c s i t részle-
t e s e b b e n kell e l járnunk . A f en t i Hßt) a k ö v e t k e z ő a l a k ú : 

Hßt) = 
cos nl<pk{— b2(pl) + sin xl<pk(a2(pl — c2cpk) 

f^ü cos я1<рк(гМ - УгУк + У о) + sin *1<Рк{УасРк - 7i<Pk) 
cos Cpkt + 

- M r 2 cos xlcpk(a2<pl — c2(pk) + sin yj<pk(b2cp2
k) 

cos xl<pk{Yi<Pk - Уг<Рк + Го) + s i n ^Ук{УгУк — У\Ук) 

T e k i n t s ü k pl. a sin <pht e g y ü t t h a t ó j á t . (13)-ból 

s in <рк t. 
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Ezért 

COS xl(pk = cos кл + xl О ш = ± 1 + 0 

és így sin cpkt együtthatójára 

d cosxl<pk(a2(ps
k — c2<pk) + sinxlq>k(b2q>2

k) dxa2xl 1 1 • 
cos хЬрк{ух<р\ - Yi'kl + Yo) + sin хЦрк(Уз<Рк — У if к) Yi71 к U'2  

Mivel 

kapjuk : 

sin <pkt — sin к — + 0 i — 
xl \ к 

d [cos xlcpk(a2(pl - c2cpk) + sin xl<pk{b2(p%)] sin cpk t _ 

cos хРрк{ухЧ>к — У i f i + У о) + s i n xlfk(y3fk — У if к) 

Mivel а 

Tit 
sin к 

diWl ~ + o f l ] 
y f t к U 2 ' ' 

sin к 

2 
л t 
xl 

és 2 
k2 

sorok részletösszegei korlátosak, következik, hogy /^ ( í j -ben a szinuszos sor 
részletösszegei is korlátosak. 

Ugyanez a tény a koszinuszos sorra is azonnal belátható, mert az együt t -
hatók abszolút konvergens sort alkotnak. 

c) 
9 Г - 1 

dx J f u - r 
e г) W(r)dr = 

x2 Г : 

2 j ( t -(t - T)3'2 
e M'-ö W(t) dx 

x2 Г 
-X 
2 J 

i * 
4 и 

U 3 2 
W(t — и) du. 

Legyen Ő > 0 olyan kicsiny, hogy 

W{t) - e<W{t — u) < W(t) + e, ha 0 ^ и < b. 

Ez W(t) folytonossága mia t t lehetséges. Ekkor I-t ké t részre bon t juk : 

x2 Г , 

- г j и 

4 u 
— W(t — u) du — — x 
3/2 2 

( _ X'X* 
4 и 

и 3 2 
W(t — и) du . 

12 a Matematikai Kutató Intézet Közleményei I . / l —2. 
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I t t a második integrál x—> 0 esetén 0-hoz ta r t . Az első integrálra fennál l 

ö _ в *'*' 
..2 r e~~ 4u v2 p e 4и 

- — x\W{t) - el du > ж Wit — и) du > 
2 J ад3'2 2 J ад3'2 

о о 

а *'*' 
4и у2 r e iu 

>-—х[ W (t) + e] - — d u . 
2 J ад3'2 

о 
Mivel 

à _ *'*' 
f e 4" 4 Г 

d« = — e~s' ds, 
I ад3'2 их ) 

о h ]/T 
2 M 

ж 0-esetén az t kapjuk, hogy 

lim 7 = - x Уя . 
x—>0 

3. §. Az 1—2. §-okban előforduló konstansok jelentése 

A. feladat 

a0 = BxC2xx + B2Cxx2 

ax = ACxC2 + щи2{Вх + B2) 

a2 = A{Gxx2 + Ca^i) 

1. eset: 

x4xa p\ + (Схк2 + C2xx) px + CXC2 . _ 
лх = — , Aj — . . . , Л3 . . . . 

4 1 

_ x2pl + C2px 
Pi — — ; Рг — • • • J p 3 • • • • 

x í 

Л = PiiPz + Й») + Pzlh • 

(A2, Ag, ití2, és /tg —- később is — a ,,p"-k indexeinek ciklikus felcserélésével 
adódnak.) 
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2. eset: 

Kp\ — Lpy + M 
Я2 = » h • 

( С л + е д - ^ 1 

"о ] 

у GУС2 а3 

К = 
а0 

Pi = 
Rpl — Spy + T 

А 
<«2 = /"3 = 

04 
С 2 а 3 

L = + M = хрс2 — — Я5 — , а . 

ß = — Pi, S = Pi-p, T = — Pi p • u 3 a3 

3. eset : 

Kp\ — Lpx + M 
1 J, ; A2 = . . . , A3 = . . . , 

Я 1 

- (Cjx2 + g - r ] У - (« i* f r - A A ) g - y ъ 

K = 

L = 

Pi 
_ Rp2 - SPl + T 

A 02 — • • • > Рз — 

Pi 

Рз 
«2 Y 

'al \ , r, l a2 an 
I - 1 - y + C2 y - 2 -a3 a3 

1 2 * 
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? - У + í ^ - v ^ l 2 

l«3 «з/ 

«з у 
/- г /-1 ; 

— Л 4 Г 

а3 у а3 

В. feladat : 

ах = хАх, ЬХ = А1С1, сх = хВх, d, = Ul°- , 
IIn 

я2 — x А2, Ь2=А2С2, с2 = х В2, d2 = ^J17™ . 
[TT 

ßo = с1с2 > ßi = V 2 + Ö2C1, ßz = axc2 + + cxa2 

ß3 = axb2 + a26x, ß4 = я^з 

Yo = ßi + ßo*l> yx=2ß2 + ßxxl, y2=3ß3 + ß2xl 

y3 = 4=ßi + ß3*l, yi = ßixl. 

a0 = CaC1!, ax = b2Cx + c2 x, a2 = a2Cx + b2x, a3=xa2  

ó„ = c2C2 , bx = — b2C2 -f- c2 x, à2 = a2C2 — b2x , b3= xa2. 

1. eset : 

j У л dxc2 
_ У л dxc2 11 " ;•„ " • у Г ' 

('12 = A'22 = /-13 — 1*23 = 6 

( i l = (21 = (l2 = = (22 — 6 
cos xlcpk( — a2<p2 + a0)+ sin x l cpk (a3cp3 — ax<pk) - (a2cp2

k — a0) 
" ~ с Г M y 

= yïtd-L cos к l cpk {a3cpl — ax<pk) + sin xl cpk (a2<p2
k — aQ) — (a3<p2 — ax(pk) 

Cx ~ Жу 

„ _ Улг11 cosxl(pk(-ó2<pl + d0) + sin xlcpk ( -b3<fl + - — ő0) 
Ргк ~ o2 - mV 

У л dx cos xlxpk ( —b3(pl + 0 ^ ) + sin xlcpk (b2<p% — á0) — ( - d3<pj» + <5 x<pk) 
i l l k - o2 ж . ; — 
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r u - d x 

cos xlg>k ( — b2<pl) + sin xl(fk (a2cp% — c2<pk) 

Mv 

sn = dx 
cos xhpk (a2(pl — c2cpk) + sin xl<pk (b2<p2

k) 

My 

r2k = dx 
bfpl 

Mv 

s2k = dx 

a<£Pk — C2<Pk 
My 

My = cos xl<pk (yypk - y2<pl + Yo) + sin xl<Pk (vz<Pk - Yi<Pk) • 

2. ese t : 

^11 — Qio 

2a2 + axxl + -N x42 
(ßi + ßoxl) - ao 

ßo 2ß3 + 2ß2xl + ßxx
2l2 + ^ хЧЧ 

к -О C l 

21 — Vio 
G» 

2 Л 2 

2Ó2 - + — F i 2 ( ß i + ß + l ) - ô0 2ß3 + 2ß2xl + ßxx42 + ^ кЧ2 

2 Л2 

к - о - ° * z 

Vio 2 Л > 
к -О 
К13 — Y10 . . : 

4 Л 

к22 — Q m 
G\ d0xj 
С 2 2 Л : 

1 - 0 -А А . 
23 — YlO ^ , . > С 3 4 Л 

n i 
C'lQw ь2 + C2xl 

У л 2 Л 
I _ ^ А о А 
12 )[л 2 Л 

3. ese t : 

_ CXQ10 - b2 
'21 — — 

j/тг 2 Л 
2̂2 = 

ClQlO С2 
Угё 2 Л ' ' 

A^ßi + ß^l. 

кц — öio Г. Г) С2^'1 
Л21 — Ylo 

7<À " 7оЯ1 

к\2 — к22 = А13 = к2G = О, 

' и = 1̂2 = = 2̂2 = 0 . 
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2. és 3. eset : (a 2. esetben A4 = 0 helyettesítendő) 

cos xlcpk (—a2<pl + a0) + sin хЦрк (a3cp% — ai<pk) — (a2(p% — a0) 
Pik = Vio — : , 

Me 

cos y.Upk (a3cp\ - al(pk) + sin xlxpk (a2<p2 — a0) - (a3<p% — ?k) 
qik = Viu TI . 

м е 

Ct cos xlrpk ( -b2<pl 4- öu) + sin y.hpk (—Ь3ср\ + Ь,<рк) — (ô2<p% - <50) 
P2k = Vio— - ~ > 

C9 MB 

n C1 cos xlq>k ( btfPk + fh<Pk) + sin xl<pk (ó2<pl - <50) — ( — à3<pl + ôj(pk) 
с — Vio Г7  

Пк = Qb 

9 ш к = Ч и О % м. 

С J cos xl<pk ( - b2 (pi) + sin xl(fk{a2 <pl — c2 <pk) 
i , 0 r . T " " M, 

C1 cos xl<pk (a2 cpl - c2 (pk) + sin xl<pk (b2 gо2) 
SlA- = Vio : 

Г 2k = Qio 

f n M e 

c\ b2 q>l 
f t Ms ' 

$ 2 к — Q 1 0 7 7 = 
Çl a2 'Л — C2 П 
Уя M e 

M s = cos xl<pk (—Etffl + E^pl — e2(pl + £0) + sin xl<pk(— E-cpl + e3<p\ - epp,,) 

£o = ttA ' £1 = Г A + 2 00 > e2 = Г A + Го + 2 

«з = ГзЯ1 + Ti + 2 ß2 , e4 = y4A4 + y2 + 2 ß3 , eB. = y3 + 2 /34 , ee = y4 . 
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СМЕШАННЫЕ КРАЕВЫЕ ЗАДАЧИ 
ДЛЯ УРАВНЕНИЙ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ И ДИФФУЗИИ, И. 

Д Ь . А Д Л Е Р 

Резюме 

В § 1 решаются две задачи д л я уравнения теплопроводности и аналогичные им 
задачи о диффузии. Первая задача относится к системе, состоящей из теплового резер-
вуара и двух примыкающих к нему бесконечных теплопроводных стержней. Система, 
фигурирующая во второй задачи, состоит из двух тепловых резервуаров и соединяющего 
их теплопроводного стержня. 

Температуру стержней ищем в виде интеграла типа конволюции (см. например, 
[5]). Это даёт возможность вычислять преобразования по Лапласу введённых таким 
образом функций из системы линейных уравнений, после подстановки этих функций в 
уравнения теплопроводности и преобразования последних по Лапласу. Обратные пре-
образования по Лапласу и в случае задачи А. мы смогли получить в явной форме, а в слу-
чае задачи В. в виде бесконечных рядов на основании формулы Рнманна Мэллииа 
с помощью теоремы о вычетах. 

В § 2 доказываться законность действий, произведенных при решении задач. 
В § 3 приведены значения постоянных, встречающихся в §§ 1 2. 

P R O B L È M E S DE CONDUCTION D E L A CHALEUR E T 
D E D I F F U S I O N AVEC C O N D I T I O N S A U X LIMITES COMPOSÉES, I I . 

GY. A D L E R 

Rémms 
Dans le §. 1. d e u x problèmes d e conduction d e la chaleur, et en m ê m e temps d e u x 

prob lèmes analogues de diffusion son t résolus. Le p r emie r problème A. se rapporte à u n 
s y s t è m e se composant d 'un réservoir d e chaleur et de d e u x barres conductr ices de chaleur 
in f in iment longues, appliquées a u réservoir. Le sys t ème f igurant d a n s le deuxième 
p rob lème B. est composé de deux réservoirs de cha leur , et d 'une b a r r e conductrice d e 
cha leu r , qui les r é u n i t . 

On cherche la température des barres sous u n e forme d ' in tégra le de type d e 
convolu t ion (cf. p a r ex . (5)). Par ce t t e méthode il est. possible de calculer les t ransformées 
Laplaciennes des nouvel les fonctions inconnues ainsi introduites à p a r t i r d 'un sys tème 
d ' équa t i o n s linéaires, obtenu pa r u n e substi tut ion a u x conditions inhomogènes a u x 
l imi tes et une t rans format ion de Laplace de ces conditions, parce que les équat ions 
différent ie l les et les conditions homogènes aux l imites sont au toma t iquemen t sat isfai tes. 

Dans le p r o b l è m e A. on p e u t présenter les t ransformées Laplaciennes inverses 
sous une forme explici te , cependant dans le problème B. elles sont p rodui tes en v e r t u 
d e la formule de Riemann—Mellin à l 'aide du t h é o r è m e du résidu sous la forme d ' u n e 
série infinie. 

Dans le §. 2. nous avons vér i f ié l 'exact i tude d e certaines opérat ions faites au cours 
d e la solution des problèmes. 

Dans le §. 3. les valeurs des cons tantes f igu ran t dans le §. 1. e t 2. sont indiquées. 
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