" MEGJEGYZES A DIFFERENCIALEGYENLET-RENDSZEREK
EGYIK FORMALIS MEGOLDASI MODSZEREHEZ -

FENYO ISTVAN

L 8.
Tekintsiik a kovetkezd linearis differencidlegyenletrendszert :
R < d % '
M i ()= =12 m.

A P, () kifejezések polinomok (egy itthatoik nem fiiggenek 1-t6l), a @i (2)-ek
adott fiiggvények. Ha feltessziik, hogy ;

2 et Py(A) = P(2)

nem azonosan eltlind polinom, akkor az (1) alatti rendszer megoldésa forma-
lisan a kovetkezé médon végezhets el : a P(1) determinans aldeterminansai
legyenek @;(4), akkor (1)-bdl formdlisan

T P()n= S FRE
KR

Ez y,-ra nézve allandé egyiitthatos linedris kozonséges differencidlegyenlet,
mely ismert moddon, kvadratirikkal megoldhaté. A most vazolt formalis
" eljardsnak van értelme és numerikusan kényelmesen keresztiilvihets, ha a
¢, (x) figgvények elegendd-sokszor differencidlhatok, de természetesen értel-
mét veszti és pusztin formalis kalkulus marad ellenkez6 esetben.

A kovetkez8kben megmutatjuk, hogy ez a formalis eljards nem diffe-
rencidlhat6 ¢; fiiggvények esetében is hasznalhato, har a széban forgé fliggvé-
nyek helyett disztribicidkat tekintiink és a differencidlhanyados miiveletén
a disztribacio-differencidlhanyadost értjiik (lasd: [1]). Az elJaras azért
érdemel figyelmet, mert megfelel6 elrendezessel numerikus, illetve - gepl 874~
moldsra is alkalmas.

A kovetkez6kben a ¢ és y betiik disztribacidkat jelentenek. Ha pl.
. fiiggvény, ezen olyan disztribliciét értiink, mely a széban forgo fliggvénnyel
azonosithaté (lasd: [1], I. kotet. 25. oldal)
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Induljunk ki a

4) % +4

i

differencidlegyenletb6l (ahol A konstans); ennek alap-megoldasin értjiik
azt a fiiggvényt, mely az @ = 0 helyen zérussal egyenlé. L. SCHWARTZ egy
— igen konnyen bizonyithaté — tétele szerint a @ = 0 esetben ennek a
‘differencidlegyenletnek nincsenek més megoldédsai, mint fiiggvények, tudni-
illik azok, melyek a szokasos médon meghatarozhatok (lasd: [1], I. kotet,
129. oldal.) Ebb&l viszont kivetkezik, hogy a (4) inhomogén differencidlegyen-
letnek sincsen amas megoldasa, mint fiiggvény, ha ¢ barmilyen, legfeljebb
véges sok, véges szakadassal bird fiiggvény, barmely véges szakaszon.

Hogy a mondott esetben (4)-nek létezik fiiggvénymegoldasa, az nyil-
vanvald. Ha ezenkiviil léteznék még egy disztribticié-megolddsa is, akkor a
disztribucié-megoldés és a fliggvény-megoldds kiillonbsége feltétlentil fiiggvény
lenne, hiszen (4) két kiillonb6z6 megolddsinak kiilonbsége — a megfelel6 homo-
gén’ egyenlet megoldisa, amirdl pedig lattuk, hogy fiiggvény. Egy disztri-
btaceié és egy fiiggvény killonbsége fiiggvény csakis ugy lehet, ha a disztri-
btcié maga is fuggvény. Tehat, ha ¢ tetszOleges,) a (4) egyenletnek egy és
csakis egy megolddsa van, ugyanis a

o
dx
operatornak egyértelmfi inverze létezik. Ezt az operdtort

1

d

e
“ 1
B

szimbdélummal fogjuk jelolni. Ha tehat ¢ fiiggvény, akkor
i .

Vo Ju

d
&t
—k
e
[+ 4)
operatort is, és ez lehetévé teszi az

1) Tetszbleges figgvényen a jovoben olyan disztribiciét értiink, mely minden
véges szakaszon legfeljebb véges sok ugrashellyel és véges szakadassal biré fiiggvénnyel
azonosithaté.
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T 1
d d '
Pl I (WA")

" operator definidlisat. Ezekutin sziikségiink lesz

(55 .Q(d%)—z b gl
g

operator értelmezésére, ahol @(4) a A-nak polinomja.

Bebizonyitjuk, hogy a (5) egyenlettel definialt operator azonos azzal,
melyet a Q/P tort formalis parcidlis tortrebontdsaval kapunk.

Elészor bebizonyitjuk azt, hogy

(®) il o o

d d :
il S e
P(dx) (dx iz A")
alakt: Ehhez nyilvan elegendd az

1 1 1 1 1

(7) =
d d A, — A4, d T A A4, d
e+ 4) (G + 4 et

identitas bebizonyitasa. (4; és A, ne legyenek egyszerre zérusok.)
A definici6 alapjan

d \ (2
Mpd | £
®) (dx 2 ) dx

FUP <L (2 s,

I

ahol 7 az identitdsoperdator. Mivel

R 1 d :
BN S T O LAY e
Az—Ai(dx-*— 2) Az—Al(dx+ ‘)

' 43 :
azért, ha ennek az egyenletnek mindkét oldaldra a di + 4, (i + 4,
@

operatort alkalmazzuk, (8) flgyelembevetelevel nyer]uk (7)-ot, s (6) tiistént
kovetkezik.,
Trhat6, tehét

13*
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Mivel, ugyancsak a definicié alapjin
d \l(d \m d I+m
Do) | B A) k8 ey
et 4 4l

barmely 1 és m egész szamparra, elég a parcilis tortre bonthatosag bizonyita-
san a :

i
; —d =4
LT, SNl B |
dx+4 dx+

egyenletet igazolni. De az utébbi nyilvdnval, hiszen
degph g
Pl PR Ty e T S
dx+ da 0
és igy
—+ B
dx + ( d

dx
ey P
dx+

— A4

+A) [(i+A)+B—A] g+d

Ezzel a @ di] / i (i) ‘operdtorra vonatkozé dllitdsunkat teljesen igazoltuk.
x, :

/
d.’l)l dx

Ha a @
nevezd, és ezt az operdtort valamilyen tetszéleges ¢ fliggvényre alkalmazzuk,
ismét fugg\ ényt nyerunk Ha tudniillik a szamldl6 nem magasabb fokszdmu
a nevezoOnél,

-ban a szdmlalé nem magasabb fokszdmu, mint a

Q:
Q(%) T
e Sa
CHE )
dx dx
ahol a k mindig nem-negativ, és a jobb oldalon minden tag az eléz6ek szerint

figgvény. :
Visszatérve ezekutan az (1) alatti egyenletrendszerre, tegyiik fel, hogy a
P(Z) determinans - k-adik oszlopaban levé pohnomok legmagasabb fokszama
P, P fokszama p és’

) . p=mtmt.to
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Képezziik az (1)-el egyenértékti (3) kifejezést, ebbdl

(10) w= Qlk(;’”) Pi(@) -
il

Miutan @y legfeljebb p, 4+ ... 4+ pr—1 4+ Pr+1 + ... + pn < p fokszdma,
azért a y, megoldasok fuggvenyek ‘Azonnal lathato, hogy (10) a dlfferen01al—
egyenletrendszer azon megoldasrendszerét szolgaltatja, melyre a

(11) Yl0) = 7i0)= ... =9V (0) =0 (k=12...,m)
feltételek teljesiilnek. Ha a :

7i(0) = i ¥i(0) = a, ..., 7" (0) = oD
kezdeti feltételeket adjuk meg, akkor a

. a pr—1
W B R YR S PRI Uit SERE R [ SRR
1! : (pii—-1)1
egyenletekkel Gj fiiggd valtozdkat, a g,-kat bevezetve feladatunkat az el6bbire
vezettiik vissza. :

Ha a (9) feltétel nem teljesiil, akkor eljarasunkat kissé modositanunk
kell. Ez esetben tudniillik az i-edik (i = 1, 2, .. .., n) egyenletet A;-szer differen-
cidlva és esetleg egyenletek Osszeaddsaval elérheté a (9) alatti feltétel telje-
siilése, ha a h; szamokat alkalmasan vélasztjuk. Ha a ¢;(z) fiiggvények nem
differencidlhaték kozonséges értelemben, akkor L. ScawarTtz-féle értelemben
vett differencidlhdnyadost kell képezni. Az igy kapott rendszerre az el6bb
vézolt eljairds minden tovdbbi nélkiil alkamazhaté. Ez esetben azonban az
inhomogenitast jelenté tagok altaldban nem fiiggvények, hanem disztriba-
ciék lesznek, ennek kovetkeztében nyert megoldasok is disztribaciok. Mivel
azonban az adott disztribGcidok figgvényeknek A;-szeres differencialasabol
nyertek, az eredményiil nyert disztribticiét » = max h;-szer integralva az ere-
deti differencidlegyenletrendszert kielégité fliggvényt nyeriink.

2, §.

Az elébb vazolt médszer bizonyos peremértékfeladatok megoldésira
is alkalmas. A sz6ban forgé differencidlegyenletrendszer legyen a kovetkezd :

n 2 i g
(12) wlga|r=r0  G=12..m)

k=1

ahol a Py-k ismét polinomok. Keressiik ennek, egyelre, azon mégoldasait, *

melyek derivaltjaikkal egyiitt az 0 és 1 helyeken eltiinnek.
Induljunk ki ismét a :
4 d2

13) it
(13) Fis

+A)y=fp
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egyenletbdl. Ennek megolddsan azt a fliggvényt értjiik, melyre a

(0) =y(1) =0

peremfeltételek teljesiilnek. Ha ¢ barmilyen, csupan véges sok véges szaka-
déssal biré fiiggvény, akkor ilyen y fiiggvény egy és csakis egy van, ha

(14) A == mPr (=23t )

Ha ¢ fiiggvény, akkor (13)-nak mds megoldisa, mint a fiiggvénymegoldasa
nincsen. Ez a

- d2 d i i I
— 4 A|l=[—+i)4| | ——:i)4 =)—1
4=+ A -1  6=1=D
felbontasbél nyilvanvald., Igy tehat, ha A-ra teljesiil (14), 1étezik a

B -5

da? az
A ot
operator. Ennek segitségével értelmezhet6 az el6bbiek mintdjara a

d2

ars
2

(i)
da?

operator is, ahol P és @ polinomokat jelentenek, és P gyokeikoziil a (14) alatti
szamok egyike sem szerepel. Erre az operatorra is alkalmazhaté a parcidlis
tortekre bontas. Itt is érvényes az a tétel, hogy ha @ fokszdma nem nagyobb,
" mint P fokszédma, akkor
d2
)

( 2]
dx?

fiiggvény, feltéve, hogy ¢ fiiggvény. [gy tehit (12) ekvivalens a

(15) _ [d 2) Vi 2 Qir [~) @i

egyenletrendszerrel. Ha most feltessziik, hogy P gyokei kozott a (14) alatti
szamok egyike sem szerepel és a fokszdmok kozott érvényes a (9) alatti reld-
cid, akkor (12) megoldédsai gyanint ezeket a fiiggvényeket kaptuk, melyek a

71(0) = #7(0) = ... = pPP 2 (0) =0
(16) ; =120 )

PfU) i) == ¢ o e plBReR () e
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peremfeltételeknek tesznek eleget. Ha a

PREY = S ) s PR (0] = oD ,
(p=1 2. :00m)

i) = Bi, i) =F;, ... ¥ 1) =P

peremfeltételeket irjuk el6, akkor a
7i(®) = gi(®) + 7i(x)

egyenlettel bevezetjik a g; j fuggd valtozdkat, ahol z(z) (2p;—1)-edfoku,
az el6irt peremfeltételeknek eleget tevé polinomok és ezzel a problémat az
el6bbire vezettiik vissza.
Ha a (9) egyenlet nem teljesiil, akkor hasonléan jarunk el, mint 1. §.
2
alatt, csakhogy kell§ szémszor a —— operdtort kell az egyes egyenletekre al-
kalmazni. da?
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3AMEYAHUSA OB OJHOM ®OPMAJIbBHOM METOAE PEINEHMWS CUCTEM OWU®-
®EPEHLIMAJIbHBIX YPABHEHUI

H. PEHE

Pesome

[Mycte fana cucrema auddepenipanbubix ypasnenuit (1). Ipeamonoxum, dro Pig(A)
— MHOTOYJIEHBI ¢ MOCTOSTHHBIMM KO3 duiumeHTamu, U1si KOTOPhIX BBINOJIHSIETCST yciroBue (2).
Ecin 0003HaunTh ueped. Qik(A) munopbl ompepenutenss P(A), To Hama cuctema audide-
PEHLMAIbHBIX YPABHEHHH PAaBHOCHIIbHA cHCTEME (3), eclM TOJbKO (YHKIMH @i A0CTATOYHOE
yuciao pas auddepenuupyembl. B atom ciydae cucrema (3) MOKeT OBITH JIEFKO paspeumma
OTHOCUTENBHO Yk. Ecmu @r e auddepeHuupyembl, T0O OHU MOPOYKAAIOT AMCTPUOYHHUU IIOHU-
maemble B cmbicie (JI. IIBAPTLIa [1]). B padore A0Ka3bIBAETCS, UTO, €CJIU @i — HEIPEPLIBHLIE
GyHKUMM, TO yKa3aHHDIH BbIE (OPMATLHBIA METOX MOJKET OBITH IPUMEHEH ¢ MCII0JIb30BAHUEM
NPOM3BOAHBIX AUCTPUOyLMi M Jaér uuHrterpanabl AuGQepeHInanbHOr0 ypaBHEHHS, SIBJISIO-
. mpecss He aucTpulyimsamu, a GyHkuusvu. Ecam npumeHsATb MOAXOASILYI0 cxemy, TO METOJ
MOYKHO MCII0JIb30BaTh M JUIsI YMCJIEHHOTO PELIEHUs.
IpuBeneHHass niest MOYKET ObIThb MCIIOJIb30BAHA M /IS PELIEHH ST rpax—mqumx 3ajay.
Ec.rm, HampuMmep, peub MAET 0 rpaHnyHoil 3anave (12) u (16), TO OHA 9KBHUBAJEHTHA I'PAHNY-
HOI 3ajaue st cucTeMbl AuddepenunanbubiX ypasuennit (15), ecan toabko P(m?2a?) # 0
(m=0,+1, 4+ 2,...)).31ecb @; cHOBa cYMTAIOTCSA AUCTPHOyLHAMU. B pabore 1oKa3biBaeTCS
4T0, ECIH q)yHKupm (pi HENPEPBLIBHBI, TO pELIeHHE ITON 3ajauyu He AucTpubyuuu, a GQyHKIHHA.
MeTol MO)KeT OBITH IEpPEHeCEH M Ha HEKOTOpbie CHCTEMbI Au(@depeHinanbHbIX ypas-
HEHMIT ¢ YaCTHBIMH NPOU3BOJHBIMH.



¥ 200 3 FENYO ISTVAN

BEMERKUNGEN UBER EINE FORMELLE LOSUNGSMETHODE
VON SYSTEMEN VON DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

1. FENYO

Zusammenfassung

Es sei gegeben ein System von Differentialgleichungen von der Gestalt (1). Die
Pik(A) seien Polynome mit konstanten Koeffizienten. Es sei vorausgesetzt, dass die
Relation (2) gilt. Wenn man die Unterdeterminanten von P durch Qix(1) bezeichnet,
so0 ist das System (1) mit dem System (3) dquivalent, falls die Funktionen ¢;(z) geniigend
oft - differenzierbar sind. Alle diese Gleichungen sind lineare Differentialgleichungen
beziiglich der unbekannten Funktionen gy mit konstanten Koeffizienten, die leicht
losbar sind.

Falls die Funktionen @;(z) nicht gentigend oft differenzierbar sind, so ist dieses
Verfahren bloss formell. Man kann doch dem Verfahren einen konkreten Sinn geben,
falls man die @; (und ihre Derivierte) nicht als Funktionen, sondern als Distributionen
(im L. ScEWARTZ’schem Sinne [1]) betrachtet werden. Es wird gezeigt, dass falls die
stetige Funktionen sind, so hat (1) keine andere als die durch klassische Methoden
@i bekannte Losungen.

Diese kénnen durch die erwahnte formale Losungsmethode ausgerechnet werden, |
durch Einfiithrung der Distributionen-Ableitung. Es wird auch darauf hingewiesen, dass
die Methode zur numerischen Rechnungen geeignet sind.

Durch eine analoge Methode kann auch das Randwertproblem von gewissen
Systemen von Differentialgleichungen gelést werden. Die Randwertprobleme (12) und
(15) sind z. B. dquivalent mit dem Randwertproblem der Differentialgleichung (15),
falls nur P(m2n2) # 0 (m =0, 4+ 1 + 2,...). Hier sollen wieder die Funktionen ¢, als
Distribution aufgefasst werden und es wird gezeigt, dass wenn ¢; stetige Funktionen
sind, so hat das System (2) ein e1nz1ges Losungssystem, welches den Randwertbedin-

gungen genugt.
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