MEGJEGYZESEK A , KESES-FUGGVENNYEL” KAPCSOLATBAN

ARATO MATYAS

Néhany éve jelent meg E. AvurENKIRCH Verzégerungsfunktion cimi
konyve [1]. Jelen megjegyzés az e kinyvben tirgyalt, az alkalmazisok szem-
pontjabdl figyelemremélté targykor matematikai targyaldsmoédjira vonat-
kozik és azt egyszeriisiti, ugyanakkor felhivja a figyelmet azokra az ismert
eredményekre melyek — tgy latszik — elkeriilték a konyv szerz@jének a
figyelmét.

A konyv altal targyalt probléma a kovetkez6 : meghatarozandé explicit
alakban az y’(z) = — ay(x — 1) retardalt differencidlegyenlet megolddsa azon
kezdeti feltétel mellett, hogy #(x) =1, ha — 1 < z < 0. Ezen egyenlet ¢(, a)
megoldasabdl nyert f(z, a) = 1 — ¢(x, o) fliggvényt nevezi a szerzd ,,késés-
fiiggvénynek.” Ezen fiiggvény fellép példaul olyan automatikus szabalyozé
berendezéseknél, melyeknél a visszacsatolas késéssel jar. A konyv példaként.
az abszorpeids hiit6gép esetét targyalja.

A f(z, o) fiiggvényre a kovetkezé explicit kifejezés nyerhet6 :

[x] =
(x — n)n+!
@) = Dl (— 1 E=2E gni
= e |
(ha x <0, az iires osszegen 0 értendd). f(x, a) tehat n és n -+ 1 kozott (n+-1)-ed-
fokt polinom. (n = —1,0,1,2,...) A konyv matematikai fiiggeléke fog-

lalkozik az
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sorral, amelynek N-edik reszletosszege on(, @), megegyezik {1 f(@, o) }-val,
ha N — 1 < x < N; ugyanis

N —1 n
2( )k(x_k'*‘l_)__l_lvzl’(_l)nwanﬂ:1—f(x,a)‘.

k=0 k! bopeer (n 4 1)!
Az U(z, o) sor Osszege — mint alabb megmutatjuk — explicite kisza-
mithatd, mégpedig
e—b(x+l)
U(x, (1) = e
1—5b
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ahol b a '
(1) b=ae’

transzcedens egyenlet legkisebb abszolut értékii gyoke.

Ez a tény az f(z, o) fiiggvény kiszamitasit nagy x értékekre rendkiviil
megkonnyiti, mivel N nagy értékeire, mint azt meg fogjuk mutatni, gn(2, @)
gyakorlatilag U (z, a)-val vehetd egyenlének, vagyis f(x, «) a f(z, a) = 1 —
— Ul(w, o) Osszefiiggésh6l hatdrozhaté meg kozelitéleg. Az U(w, a)-ra vo-
natkozé explicit képlet az emlitett konyv szerzéjének figyelmét elkeriilte,
pedig az az Osszefiiggés régdta ismeretes.

Legutébb O. PerroN vizsgilta [2] dolgozataban az

@) o FEe T )

n=0 "

(® —n)"
il

specidlis BRUwIER-féle sor explicit alakban vald eloalhtasat és bebizonyitotta,
hogy
1

p T ot o SV DY
(3) F () 1_be :

ahol b definici6ja ugyanaz mint fentebb az (1) egyenletnél. (O. PERRON idé-
zett [2] cikkében sokkal altaldnosabb feladattal foglalkozik, de nekiink csak
erre a specidlis esetre van sziikségiink, mely megtaldlhaté a PéLya—SzrGd
[3] kényvben is.)

Az (1) egyenlettel mar L. EviLer [4] is foglalkozott, s megolddsa meg-
taldlhaté a POLya—SzEGS [3] konyvben is. Altaldnosabb forméban oldja
meg a (1) egyenletet R¥ENYr A. [5] cikkében. Annak bizonyitdsa, hogy
|a| < 1/e esetén a (1) egyenletnek az egységkir belsejében pontosan egy
gyoke van, a Rouché-tétel segitségével torténhet. Ezt a gyokot o hat-
vanysoraként a kovetkez6képpen dllithatjuk elé :

: . o n—1 on
(4) b:Z‘” n'“.

n=1

(4) kozvetleniil a kovetkez6képpen bizonyithaté be : legyen

(5) : b:%cna
n=1

.akkor Cauchy tétele szerint ‘

2wt = éanH (Lbd(a—n S

(O] (1)

ook ‘\ﬁ S R é_ db_g”“:n;,
(t) (1) ; .

ahol (1) az a-sik, () pedig a b-sik origbéja koriili zart gorbe.
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A b értéken kiviil annak minden analitikus fiiggvényét is kifejezhetjiik
mint o hatvdnysorat. Tekintsitkk a benniinket érdekld

(6) i ‘ l_be_bx_Zﬂna"

fuggvényt. A f, egyiitthaték meghatirozhaték a Biirmann—ILagrange-
formula segitségével, azonban ismét kozvetleniil hatarozzuk meg Oket a
Cauchy-tétel segltsegével

» —b
Q7me .Bn b ! e—bx _dgl. == ¢ 1 e—bx d(be ) —
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Eﬁ gl d o — x)” ;
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b=2my
b”fl n!

@)

Ezzel a (3) Osszefiiggést igazoltuk. Megjegyezziik, hogy a (2) sor konvergens,
ha |a| <1/e, és |a| > 1/e esetén divergens.
- Az emlitett konyvben. targyalt U(z, o) fliggvény a (2) Osszefiiggés
segitségével -
e—bix+1)
(7) U,a)=F(x+1) = T

explicit alakba irhaté. Ha ezt az explicit formuldt a szerz6 ismerte volna,
a konyvében kozolt targyalast lényegesen egyszerfirithette volna. ‘

Egyszerti behelyettesitéssel belathaté, hogy az U(z, o) fiiggvény
illetve (komplex b esetében) annak valds része is kielégiti az

®) Y@ = —ayl—1)

retardalt dlfferenclalegyenletet .

Az a=1fe és o =mn2 értékek ALTENKIRCH konyvében targyalt
,»szingularis” volta a kovetkezéképpen magyardzhaté : az (1) egyenletnek

a) 0<a<1lle esetén van pozitiv valés gyoke. Ebben azesetben (3)
- exponencidlis fiiggvény ;

b) 1lle <o < 7|2 esetén komplex gycke van, melynek valds része po-
zitiv, és igy (3) egy csillapodé rezgést ir le;

c) a=mf2esetén b=1ixn/2, és (3) egy dlland6 amplituddéja hulldmvonal ;

d) a>mn/2 esetén a komplex gyok valdés része negativ, és (3) egy no-
vekvé amplitud6ji hullamvonal,

Megemlitjik a konyv fiiggelékében szerepld lenyegesebb matematlkal
tévedéseket is, anélkiil, hogy a hibak felsoroldsaban teljességre torekednénk.
- A konyv 51. oldalin a

(2a)?  (3a)d
2! * 3l

e +(2°‘) A

R +.

kifejezés szamldléjarol és nevezojerol azt 4llitja a szerzé,
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hogy valészintileg konvergalnak minden negativ a-ra. Konnyen belathatoé,
hogy mindkét Osszeg a < — 1/e esetén divergens, mivel a sor tagjai nem tar-
tanak zérushoz. Ugyanez all az 53. oldalon szerepld

&:1+wa+ut%?gﬁ+.”

kifejezésre is. A 44. oldalon a szerzé nem tudja eldonteni, hogy U(z, o) sor-
fejtése a << — 1/e esetén divergens-e, ami az eddigiek alapjan nyilvinvald.

Megjegyezziik, hogy a konyv részletes tablazatot kozol az f(z, a) késés-
fuggyenyre-az Ja=—1F 01 (=1, 25 ) 68 =L 0 11 (T =12, ..7)
értékekre.

Tekintettel arra, hogy az U(z, a) fluggvényre a fentiekben explicit
kifejezést adtunk, azért -az emlitett tablazatok joérésze feleslegessé vdlik il-
letve azok kiterjeszthetk. Adott a < 1/e mellett csak b értékét kell meg-
hatarozni (4) segitségével, és akkor U(z, a) és ezzel egyutt f(z, a) értékét
az exponencidlis fiiggvények tablazatai segitségével megkaphatjuk.

A (2) sor maradéktagjara és ezzel f(x, a)-nak Uz, a)-t6l valé eltérésére
a kovetkez8 becslést nyerjik az

9n

el (%)n V2nne 12n (ahol 0< ¥ < 1)

Stirling-formula felhasznaldsaval :

©

(n—=2)"
2nn!xa

=N

ha z < N. Tehat

3 1 ax
l1—fz,0)—Uw,0) | < n—— —,
(9) | # 4] V22 (1 —ae) Vx
Ya N—zgigN—1éso<a<%

Kézben felhasznéltuk, hogy (1 — z/n)" < ¢ *,ha 0 < & < n. Ez nyilvan-
valéan -kovetkezik az ¢*<1/(1 —2),ha z << 0 egyenlGtlenségbdl, amely
az € és 1/(1 —z) fuggvények hatvinysorainak osszehasonlitdsabdl leolvas-
haté. '

Az itt kozolt megjegyzések 1ényegében ki is meritik a konyvben targyalt
matematikai problémakat.

Ezaton mondok koszonetet RENyr ALrFrEDnek, aki felhivta a figyel-
memet erre a problémara és értékes tanacsaival is segitségemre volt.
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HEKOTOPBIE 3AME'~[AHHH 0 ,, OYHKLHWU OIIO3OJAHUA”
: M. APATO

Pesome

ABTOp 71aeT HEKOTOpPbIE 3aMeYaHUsI 0 MATeMATHYECKOI TpaKToBKe Kuuru E. AJIbTEH-
KUPXa : Verzigerungsfunktion [1]. On nokassisaet Ha To, 4@ siBHAsT (opma cymmsl (3) psiga
(2) xopouio ussectHa B-jmteparype. C momoinpio (3) <pym<uuﬂ U(z, @) nrpammas Ba>kayio
.POJIb B YIOMSHYTOM KHHUI'€ MOYKET OBITH NPEJACTaBICHA B SIBHOM (popMme ; yn0Tpe6nﬂﬂ 9TUM
(GaKToM MBI MOYKEM HPUONMIKEHHO ONPeAensiTb ,,pyHKUuI ono3aHanust” f(x, a). aercst
TOYKE OLEHKA /Uil OTKJIoHeHus Gpynkumit U(x, @) u 1 — f(z, @) (cm. (9)). -

A NOTE ON THE ,,RETARDATION FUNCTION”’
M. ARATO

Summary

The author’s note refers to the mathematical discussion in E. ALTENKIRCH’S
book : Verzigerungsfunktion [1]. 1t is pointed out that the explicit form (3) for the
sum- of the series (2) is well-known in the literature. |By means of (3) the function
U(z, a) occurring in the book mentioned above may be expressed exphcltely ; using
this we may determine the ,retardation function’ f(x, @) approximatively. For the
deviation of the functions 1 — f(x, &) and U(x, a) the estimation (9) is given.
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