GRAFIKUS-NUMERIKUS MODSZER PONTSOROS
_ ES PONTMEZOS NOMOGRAMOK TERVEZESERE

PAL SANDOR

Bevezetés

A termelés fejlesztésénéf‘ és ellenérzésénél felhasznalhaté matematikai
moédszerek koziil talin a legnagyobb elGszeretettel és a legkiterjedtebben
alkalmazzak a nomografiat. A nomogramok nehezen kezelhet6, bonyolult
képletek hasznédlatat egyszer(ivé és mindenki szdmara hozzaférhet6vé teszik.
Igy a tudominyos eredményeknek szélesebbkorii gyakorla,’m felhasznalasat
lehet6vé téve el6segitik a termelés mennyiségének és min8ségének emelését.
Tekintettel a nagy sziikségletre és arra, hogy viszonylag kevés gyakorlati
szakember foglalkozik nomogramok tervezésével, igen fontos, hogy a nomo-
gramtervezés munkajat rutinmunkava redukaljuk, hogy -eziltal lehet6vé
valjék a nomogramoknak mintegy ,futészalagon” valé elédllitasa. Jelen
cikkben pontsoros és pontmezds, nomogramkapcsolist nem tartalmazé
nomogramokra vonatkoz6 olyan tervezési mddszert javasolunk, mely ezt a
célt tlizi maga elé. A javasolt mddszert a Matematikai Kutaté Intézethez
érkezett kiils6é nomogramtervezési megbizasok teljesitésénél kiprébaltuk és
jelenleg is alkalmazzuk.

A pontsoros és pontmezds nomogramok tervezésénél altalaban alkal-
mazott mbdszerek két csoportba sorolhatok :

1) Egyszer(ibb pontsoros nomogramoknal, igy pl. parhuzamos egyenes
skalatart6ja Cauchy-féle nomogramokndl alkalmazhaté a nomogramterve-
zéshez a ,,bekalibralds” modszere. Akkor alkalmazhat6, ha a nomogramok
két skdldja teljesen ismert. (Pl. Cauchy-féle nomogramoknal a parhuzamos
egyenes tartdkon elhelyezett skaldk léptéke szabadon vélaszthatd, és igy
ezek el6zetesen megszerkeszthetdk.)

A moddszer azon alapszik, hogy a nomogram két skéldjanak (pl. a 2,
és 2z, skaldjanak) és az abrazolé fiiggvénykapcsolatnak ismerete meghatarozza
a harmadik (z,) skdlat. Ennek alapjan a harmadik skéla valamely 22 értékhez
tartoz6 pontja olyan, egyébként tetszésszerinti (2], z1), (24, 2'2') értékpar
altal meghatarozott.egyenesek metszéspontjaban adédik, melyek mindegyike
29-al kielégiti a fiiggvénykapesolatot. (Vesd ossze: 1. abra)

Szokésos két parhuzamos egyenes tartéval rendelkezs pontsoros nomog-
ramoknal a harmadik skala egyenletének szamitassal valé meghatarozasa
is. Ha az 1. dbra jeloléseivel a 2ilzll egyenes a koordinatarendszer x-ten-
gelyével, a parallel skalak az y-tengellyel parhuzamosak, akkor a z, érték-
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hez tartoz6 skélapont koordinatdi a zfz'zg és z} 2l z3 hdromszigek hason-
losdganak felhasznalasaval konnyen kiszamithatok.

Az ilyen fajta médszerek nem hasznaljak ki teljesen egészében azokat
a transzformacios lehetdségeket, amelyeket a nomogramoknak projektiv leké-
pezéssel szembeni érzéketlensége biztosit, hanem specidlis alakt nomogramok
létrehozésara torekszenek. ElOnyiik a szerkesztés egyszertisége, és az, hogy
a hasonlé haromszogek tulajdonsigainak ismerete elég elGismeret a ter-
vezés modszerének elsajatitasahoz. Hatranyuk, hogy elsésorban harmad-
rendii kapesolatok, de legfeljebb negyedrendii fliiggvénykapesolatok dbrazo-
laséndl célszertiek, és hogy mem mindig szolgdltatjak a nomogramnak a gya-

1. dbra

korlati kovetelményeket legjobban kielégité alakjat. Bonyolultabb, pl. pontmez&s
nomogramok tervezéséhez nem szoktak ezeket a modszereket hasznalni.

2) A masik esoportba tartozé mddszerek a nomogram projektiv transz-
formacidjaval igyekeznek az Abrézolandé kapesolat nomogramjinak legeél-
szeribb valtozatat elérni. Kiilénosen altalinosabb pontsoros nomogramok
esetén a nomogramskdlik egyenleteit szamitdssal szokds meghatarozni.
Ismeretes, hogy a nomogramskdlik az abrazolandé kapesolattal nincsenek
egyértelmlien - meghatédrozva. Ha a szamitdst a benne fellépd hatirozatlan
paraméterek értékeinek valamilyen megvalasztisival egyértelmiivé tessziik,
a nomogramnak igy kapott els6 valtozata a gyakorlatban a legtobbszor
nem hasznalhaté (a végtelen tavoli egyenesen fekvé, vagy tulsdgosan elnyald
részei vannak, az eredményskdla siirisodése nem megfelelS, stb.). Ilyenkor
a nomogramot tarté sik pontjait projektiv transzforméciénak vetjik ala.
A projektiv transzforméciét meghatirozé 8 allandéth gy igyeksziink meg-
hatdrozni, hogy a nomogram projektiv képe a legpraktikusabb alakt legyen.
Ennek a feladatnak tisztan szamitdssal valé elvégzése legtobbnyire tulsago-

1) Ha az egymaéstol csak egybevagosagi transzformdaciéban kiilénboz6 projektiv
transzformédciokat azonosnak tekintjiik, akkor a projektiv transzformdcié 5 egyméstol
fiiggetlen dlland6val jellemezhetd egyértelmiien.
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san bonyolult, ezért probalgatdssal szokas megoldani. A prébdlgatiashoz ki-
induldsul természetesen olyan nomogramvéltozatot igyeksziink  alkalmazni,
melynek skaldit meghatdrozé egyenletek a fiiggvénykapesolattal lehetdség
szerint egyszerd, attekinthet6 oOsszefiiggésben vannak. A gyakorlatban leg-
tobbnyire el6fordulé kapesolatokndl azonban az ebbdl a szemponthél opti-
malis valtozatnak végtelen tdvoli elemei vannak. Ezért dltaliban nem ezt a
véltozatot szoktdk kiinduldsul vilasztani.

Ennek a mddszernek hatrinya, hogy a probalgatasok hosszadalmassa
teszik. Ez a nehézség bizonyos mértékig kikiiszobolhets, ha a projektiv transz-
formécidt szerkesztéssel végezziik. SOREAU nomogréfiai kézikonyvében [1],
kozol ilyen grafikus-numerikus eljardst, amely azonban bizonyos értelemben
feledésbe meriilt, tekintve, hogy — tudomésom szerint — médszere a modern
nomografiai tankényvekben nem szerepel. Erre valé tekintettel is részle-
tesen foglalkozunk aldbb ezzel a moddszerrel.

SoreAU csak specidlis alakti nomogram tervezésére szoritkozik és nem
¢l azzal az el6nnyel, melyet a sik végtelen tdavoli elemeinek a szerkesztésbe
valé bekapesolisa jelent, holott ennek — nehany elemi, pro]ektlv geo-
metriai szerkesztési modszer ismeretében — semmi akaddlya nines.

SOREAU eljardsahoz csatlakozva, igyeksziink mindkét csoportba tar-
tozé moédszerek elényeit megtartani és a hatranyokat kikiiszobolni. A nomo-
gramnak a gyakorlatban lehetéség szerint jol haszndlhaté alakjat megadé
projektiv transzformacié kikisérletezését szerkesztéssel végezzitk. A kiindu-
lasul  valasztott nomogramvaltozatnak lehetnek végtelen tavoli részei is.
A szerkesztés alapjin — az idézett moddszerhez hasonléan — meghatérozzuk
a nomogram ;,optimalis’ alakjit ad6 projektiv transzforméciét analitikusan
meghatarozé egyenleteket.

gy ez a projektiv transzformacié a szerkesztés pontossiagatol fiigget-
leniil szamolégép-pontossaggal végezhet§ el.

A tovabbiakban csak olyan fiiggvénykapesolatokkal foglalkozunk,
melyeknek mindig ugyanaz a véltozéja a keresett ismeretlen, tehat amelyek
nomogramjaban van egy kitiintetett ,,eredményskéla”. A nomogram harom
pontsorbol vagy pontmez6bol dll, ezeket skalatartomanyoknak fogjuk ne-
juk nevezni. Csak Osszefiiggd skdlatartomanyokkal kivanunk foglalkozni.
A ¢ ¢1 skalatartomany tartalmazza a 2; és esetleg egy 2, a #, skilatarto-
mdny a z, és esetleg egy z;, a Z, skdlatartomany a z; és esetleg egy 2z, valtozd
skédldit. zg jellel mindig -az eredményskdlat fogjuk jelolni.

1. §. Soreau grafikus-numerikus ‘médszere

Ebben a paragratusban részletesen foglalkozunk SoRrEAU eljarasaval
melyre a bevezetéshen mar hivatkoztunk.

Tegyiik fel, hogy egy haromvaltozos kapcsolat pontsoros nomogram]a-
nak valamilyen alak]a mar rendelkezésre 4ll, és hogy ennek z, és z, skéldja
kozel egyenes.

Legyen A4 és C a z, skdla két végpontja vagy ezekhez kozeli pontok.
Ugyanigy B és D legyen a z, skila két végpontja vagy ezekhez kizeli pontok.
E pontokat tgy vessziikk fel, hogy az 4, B,C, D pontok kozott ne legyen
kollinearis pontharmas.

Az ABCD négyszog projektiv transzformaciéval leképezhetsd egy
A’B’C’D’ téglalapra. Valasszuk a esticspontok sorrendjét oly mddon, hogy
a z, skdla egy kivalasztott pontjinak képe a téglalap belsejébe essék.

15 A Matematikai Kutaté Intézet Kozleményei I./1—2.



226 : PAL SANDOR

Mint ismeretes, ez a projektiv transzformécié végrehajthato szerkesz-
téssel az alabbi moédon.

Legyen a kiinduldsul szolgdlé nomogram sikja X, a leképezés utani
nomogram sikja X’ (dltalaban projektiv képet vesszével fogunk jeldlni).
Legyen tovabbd az AB és CD oldalpirok metszéspontja E, az AC és BD
oldalparok metszéspontja F. (2.a és 2.b dbra.)

2-stk
Z3
2.a dbra
£k d' % i
-8tk
Z; 3
a Z3 b’
A ' il 8'
2.b dbra

EF projektiv képe a X sik végtelen tavoli egyenese. Barmely EF-el
parhuzamos e egyenesnek az e’ egyenesre vald leképezésénél az egyenes pontjai
csupan egyszer(i nyujtast vagy zsugoritast szenvednek. Ezt a tényt a szer-
kesztésnél felhasznaljuk.

A transzforméci6 a X’ sik derékszogli halézatanak (amely az A’B’C’D’
téglalapot tartalmazza) Mobius-racsot feleltet meg. A Mobius-riacs a 3.a és
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3.b 4brak szerint szerkeszthet6 meg. Az A’C’-vel parhuzamos ekvidisztans
koordinatavonalaknak az £ tart6ji sugarsor olyan elemei felelnek meg, amelyek
minden EF egyenessel parhuzamos e egyenesen ekvidisztans pontokat met-
szenek ki. Miutdn a sugdrsorok két-két elemének képét ismerjiik, a X sik
tetszésszerinti P pontjanak képe (interpolacidval) kikereshetd X’-ben és
viszont. SOREAU ennek az eljarasnak megfelel6 pontos szerkesztést ismertet
kényvében. ;

3.a dbra

2’-stk

e’

A 5’
3.b dbra

A szerkesztéssel végrehajtott projektiv transzformacié analitikus meg-
hatdrozasara a kovetkezGképpen jarunk el : :

Felvesziink a X-sikban egy tetszésszerinti (2, y) derékszogli vagy ferde-
szogl koordindtarendszert, a X’-sikban pedig egy (2, y’) derékszogli vagy

15%
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ferdeszogli koordindtarendszert. A projektiv leképezés transzformaciés kép-
letei ekkor

JUEEby e, ertbyto

(1) ¥ = ¢
: oaayc—i}—bsy%—c3 azx +byy + ¢y

Az a, f mennyiségek megvéltoztatésa az (@', y’) rendszer egységeinek
megvaltoztatdsat jelenti. Ugyanilyen hatdsa van annak is, ha a szerepl6 harom
linedris kifejezést tobbszorosiikkel pétoljuk. Jeloljiik a X7 sikbeli koordinata-
rendszernek " tengelyét u’-vel, y” tengelyét v’-vel, végtelen tavoli egyenesét -
w’-vel, ezek projektiv megfeleléje a X' sikban rendre u, v, w. Az u, v, w egye-
nesek egyenletei az (z,y) koordinatarendszerben (1) figyelembevételével
rendre '

U@, y) = ay® + by + ¢, =0,
Vir,y) =ay2+ by + ¢, =0,
W(z,y) =a,2 4+ by + c;= 0.

Az u, v, w egyenesek szerkesztéssel meghatarozhaték. (z, y) koordinata-
rendszerbeli egyenletemket leolvasva. transzformaciés formulaink jobbol-
dalait az o és f aranyossagi tenyezoktol eltekintve meghatéaroztuk :

e P {3 SR U Y
Wi(x,y) W(z,y)

Az A, B, C, D pontok és projektiv képeik koordindtai ki kell, hogy
elégitsék a (2) egyenleteket. Ezzel a kovetelménnyel a és f értéke egyértel-
miien meghatarozhato.

2. §. A nomogram ,trivalis” valtozata

A nomogramtervezésnél a nomogram projektiv transzformaciéval
elérhet legjobb valtozatanak megkeresése két miveletet igényel.

1. Tajékozodas céljabol felvazoljuk a nomogram egy tetszésszerinti
valtozatat, és

2. ezt alapul véve kisérletezéssel meghatarozzuk azt a projektiv transz-
forméciot, amely mar hasznalhaté nomogramvéltozatot eredményez. ‘

Ritkdn szokott méar az elsé miiveletnél a- nomogramnak akdr csak meg-
kozelitéen is hasznilhaté alakja kiadédni. Ezért célszeri a két miveletet
egyméstol élesen elkiiloniteni. EbbSl a célbdl a leggyakrabban el6fordulé
kapcsolatokra lerogzitiink egy, a nomogram valtozatai koziil kivalasztott
alakot, é8' minden esetben ezt szerkesztjiik meg tdjékozédas céljira. A nomo-
gram kiinduldsul valasztott valtozatanak ilyen tipizdlasa a tervezés els6 1épé-
sét mechanizdlja, és nagymértékben megkonnyiti a tdjékozoédast. Kiindulds
céljara kivdlaszthaté a legegyszertibben megszerkeszthetd véltozat, melynél
a nomogram hasznalhatésagara (igy pl. a nomogram részeinek korlatossagara)
egyaltaliban nem vagyunk tekintettel. A nomogram hasznalhatdsagara
vonatkozé kovetelmények kielégitése teljes egészében a mdasodik tervezési
miiveletre hagyhato.
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Az .
(3) 'f3:f1—f2
91— 92

alakt 6todrendti kapesolatok esetén szerkesszilk meg valamely derékszogii
koordinatarendszerben az :

(4.a) z=¢q, yY=h
(4.b) T =0y y="rh
egyenletekkel jellemzett z, és z, skalat. Nyﬂvéhvalé, hogy igy f; értékét a

21-hez és z,-hoz tartozé skdlapontokat 0sszekot6 egyenes iranytangense adja
(4. abra), tehat a z, skdla a végtelen tavoli egyenesen

(4.c) ' L=t

egyenlettel van megadva. (Homogén koordindtdkban @, = 1, &, = f;, @ = 0.)

Y

Z2

. Z, ~ = J
: 9291 _|

4. dbra

Ezek a skildk az fy, ¢4, fo, g5 fliggvények értékpartablizatdnak birto-
kdban minden tovabbi dtszamitas nélkiil kozvetlenill megrajzolhaték. Pl. az

(5) " hgsth+fi=0
negyedrend(i kapesolat atirhatéd

fs— 1l

(5%) fi=— 9
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alakba, és igy a nomogram egy valtozata

(6.2) 7 skala : a végtelen tavoli egyenesen, i/—: =i,
(6.b) 2 Bkdlaie o= fo' . pi=—=10
(6.c) zeskala- y=-—fi. ¥ =yq,
egyenletekkel van meghatdrozva.
Az :
(7) . hfe—(h+ 1) fs+9,=0

alakt negyedrendii kapesolatok, mint ismeretes, olyan (CLARK-féle) nomogram-
mal dbrazolhaték, amelyben z; és z, skaldjanak egy kozos kupszelet-tartdja
van. A nomogram egy valtozatanak skalaegyenletei

(8.a) 2y skdla: z=F, y=F;
(8.b) 2q Skalas o = for gy =13
(8.0) goaleala vie —dfo e lg

A z, és z, skalak kozos tartdja az y = a2 parabola (5. dbra) :

by

7.
Yy=x -
Z
xﬁ«h
£
,/Qi\k y
Y
Z
1( >f22
£
f f A

5. dbra
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A gyakorlatban el6forduld, haromndl magasabb nomografiai rendszamu.
pontsoros nomogrammal dbrazolhaté kapesolatok legnagyobb része vagy mar
kozvetlentl a (3), (5), (7) alakok egyikében van megadva, vagy specialis
ismereteket nem igénylé, egyszerii algebrai dtalakitdssal ezekre redukalhato.
A (3), (5), (7) alaka kapesolatokhoz tartozé (4), (6), (8) egyenletekkel meg-
hatdrozott nomogramvaltozatokat a nomogram trividlis vdaltozatinak fogjuk
nevezni.

Pontmezés nomogramok trividlis valtozata fentiekhez hasonléan
értelmezhetd.

Nyilvanvalé, hogy az 1 §-ban ismertetett szerkesztés a pont és egyenes
projektiv értelmezése mellett akkor is elvégezhets, ha a nomogram kiinduldsul
velt vdltozata a trividlis valtozat.

3. §. A konvex burok fogalméanak projektiv altalinositasa és alkalmazasa
nomogramok transzformalasanal

A tovéabbiakban sziikségiink lesz arra, hogy a nomogramok pontjaibol
4llé6 ponthalmaz konvex burkaval foglalkozzunk. Minthogy a nomogramokat
projektiv transzformacidknak vetjiikk ald, célszer(i lesz a konvex tartomany
és a konvex burok fogalmat a projektiv sikon értelmezni.

Konvex tartomanynak az olyan X ponthalmazt nevezziik, amelyik
projektiv transzforméciéval korlatos és (kozonséges értelemben) konvex
tartomannyd alakithaté. (Ennélfogva konvex tartomanyok az euklideszi
sikon nem sziikségszertien osszefuggoek a projektiv sikon azonban Ossze-

fiiggbek. (Vesd Ossze: 6. abra.)
' Ez-a definici6 korlatos tartomanyok esetén nem ad tjat, minthogy
korlatos konvex tartomanynak korlitos tartomdnyra valé projektiv leképe-
zésénél a keptartomany is konvex.

Ha A és B egy konvex tartomdny kiillonbizé pontjai, akkor az eqyik AB
szakasz X-ban fekszik. /

Minthogy 4allitdsunk korlitos konvex tartomdnyokra igaz, ebb&l a
konvex tartomédny definicidja alapjan kovetkezik barmely ilyen tartomanyra.

Megjegyzendd, hogy e tulajdonsiggal nemecsak a konvex tartomanyok
rendelkeznek, hanem a konvex tartomanyok komplementerjei is.

Az e egyenest a X kozonséges értelemben vett konvex tartomdny ta-
maszegyenesének szokas nevezni, ha :

1) a X kozonséges értelemben vett konvex tartomanynak legalabb
egy hatarpontjat tartalmazza,

2) az e egyenes altal az euklideszi sikon meghatarozott két félsik
koziil egyiken ninecs X-nak pontja.

A sik olyan projektiv transzformacw]anal mely X-t tjra véges X’
konvex tartoményra képezi le, X és X’ tamaszegyenesei nyilvan egymasnak
felelnek meg. A témaszegyenes e definiciéja a kovetkezGképp altalanosithato.
a nem-véges konvex tartomany esetére :

Legyen f egy tetszésszerinti, teljesen X kiilsejében fekvé egyenes. Nevez-
ziik e-t a X konvex tartomany tamaszegyenesenek ha

1. e tartalmazza X-nak legalibb egy hatarpontjat,

2. az e és f egyenesek dltal meghatdrozott egyik szogtér belsejében
nincs X-nak pontja (6. dbra).
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X Ta

6. abra

Konvex tartomdny és tdmaszegyeneses

Ha X sikjat olyan projektiv transzformaciénak vetjiik ald, mely f-et
a végtelen tavoli egyenesbe viszi at, ¢ képe X véges képének kozonséges
értelemben vett tdmaszegyenesébe megy at. Ennélfogva konnyen belathato,
hogy ez a definicié f specidlis valasztasatol fliggetlen.

Ha X-nak van bels6 pontja, akkor egy X-n kivil felvett P ponton
X-nak pontosan két tdmaszegyenese halad at. Az allitds a szemlélet alap-
jén belathato. ' !

A g zart halmazt a 70 halmaz konvex burkdnak nevezziik, ha

1. g tartalmazza 70-t, :

2. g konvex tartomany, :

3. g-nek semmilyen val6dirészhalmaza nem tesz eleget 1-nek és 2-nek.

A tovabbiakban az egyszertiség kedvéért feltessziik, hogy a szébanforgé
70 halmaz zart. Nyilvanval6, hogy konvex burok csak akkor lehetséges, ha
van olyan egyenes, amelyik /-t nem metszi. Azt mondjuk, hogy a & konvex
burok az e egyeneshez tartozik, ha ¢-nek nincs e-vel kozos pontja.

A konvex tartomany, a tartomdnyhoz tartozé tédmaszegyenesek, a
konvex burok, az egyeneshez tartozé konvex burok mind projektiv invari-
ansok. A végtelen tavoli egyeneshez tartozé konvex burkot. véges konvex
buroknak fogjuk nevezni. Ez nyilvin azonos az euklidesi sikon értelmezett
konvex burokkal, melyrél ismeretes, hogy egy és csak egy ilyen létezik, ha -
7 korlatos. Ebbol kivetkezik a 7 halmaznak téle diszjunkt e egyeneshez
tartozé konvex burkanak létezése és unicitdsa, ha a végtelen tavoli egye-

- Miutan kiilonboz6 egyenesekhez nem feltétleniil tartozik Z-nak ugyanaz
a konvex burka, a konvex buroknak az euklidesi sikon érvényes unicitasi
tétele nem marad a projektiv sikon érvényben. (Igy pl. ha 7 két pontbél
all, pontosan két konvex burka van, tudniillik a két pont dltal a projektiv
sikon meghatarozott két szakasz.) :




NOMOGRAMOK TERVEZESE 233

Foglalkozzunk ezutan olyan pontsoros, vagy pontmezés nomogramokkal,
melyeknek skdlatartomanyai a projektiv sikon osszefiiggd tartomanyok.
A gyakorlatban ez a feltétel legtobbnyire teljestil. A szemlélet alapjan nyilvan-.
val6, hogy ilyen nomogramnak, mint ponthalmaznak legfeljebb harom konvex
burka lehet, Legyen a hiarom skalatartomény tetszdleges harom, egy egye-
nesen fekvé pontja P, @, R, melyek kozil P a &,, Qa Z,, R a @7, skalatarto-
manyhoz tartozé. Legyen ‘tovébbé a PQR egyenesnek egy, a nomogram
valamelyik ¢ konvex burkidn kiviil fekvo pontja 8. Nevezziik a g konvex
burkot a nomogram skalatartomanyalra nézve jo elrendezéstinek, ha P, @, R

7. dbra
Nomogram kon'ver burkas. (as 76 elrendezésti).

tetszbleges megvalasztasa eseten P és € elvalasztja egymastol R-t és S et.

7. dbra).

: A nomogram konvex burka a nomogrammal szemben tdmasztott kovet-

kez()' két gyakorlati irdnyelv szempontjabol fontos. ’
A) Ne legyen a nomogramnak végtelenbe nyulé része. Ez minden-

képpen kielégitend6 kovetelmény.

B) A nomogram eredményskélija, vagy az ehhez tartozé pontmezs
lehet6leg essék a masik két skalatartomany ,kozé”. Ennek az irdnyelvnek,
— melynek kielégitése a gyakorlati esetek egy nagy részében célszerti —
az indokolasaval a kivetkezd §-ban foglalkozunk.

} Ez a két feltétel a konvex burok fogalmanak segitségével pontosabban

fogalmazhaté : a nmomogramnak legyen véges konvex burka, és ez legyen a
harom skalatartomdnyra mézve 7o elrendezésti. Az ilyen nomogrammot jo el-
rendezésti nomogrammnak fogjuk nevezni.

El6fordul, hogy a skdlatartomanyokra vonatkoz6é jo elrendezés
kikotése nem teljesithet6, mert két skalatartominynak kozos részhalmaza
van (pontsorok esetén a tartok atmetszik egymdst). Viszont, ha a skalatar-
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tomanyokat képez§ ponthalmazok gyakorlati szemponthol jelent()’s része
kielégiti a jo elrendezés feltételét, érdemes lehet a fentemlitett, j6 elrendezésre
vonatkozé kovetelményt értelemszertien gyengiteni azdltal, hogy azt csak a
skalatartomanyoknak el6re lelogmtett jelent@sebb részhalmazira vonatko-
zoan koveteljiik meg. A gyengitett feltételt kielégité konvex burkot nevezzik
gyakorlati értelemben jo elrendezésiinek.

Legyen a nomogramnak valamely kiindulasul vélasztott alakja @, és
legyen T az a pr0]ektlv transzformacié, mely (i-et a végleges " nomog-
ramvaltozatba viszi at. Legyen tovabba w az ({ sikjanak az az egyenese,
amely a T projektiv transzformaciénal a képsik végtelen tavoli egyenesébe
megy at.

- Az A) kovetelmény ekvivalens azzal, hogy az ¢’ nomogramnak legyen
G’ véges konvex burka, azaz a kiindulasul valasztott nomogramot csak
olyan T transzformaciénak szabad aldvetni, amelynél w nomogram valamely
¢ konvex burkatdl diszjunkt.

Foglalkozzunk ezek utdn olyan nomogramokkal, melyeknek van leg-
alabb gyakorlati értelemben jé elrendezésti G* konvex burka.

A nomogram transzformacm]dnal hasznos tajékoztatast ad a kovetkezo
szabaly :

Az nomogram T leképezésénél kapott ()T’ nomogram akkor és csak akkor
tesz eleget fenti A) és B) feltételeknek, ha w-nel G*-gal nincs kizos pontja.

Ugyanis -mint mondottuk, @7" korlatossiga ( A) feltétel) ekvivalens
azzal, hogy (J{-nek van egy w-tél diszjunkt konvex burka. Masrészt pedig
a konvex burok j6 elrendezése projektiv invarians tulajdonsag, ésigy a B)
feltétel teljesiilése ekvivalens azzal, hogy ez a konvex burok épp G*.

Ebbdl kovetkezik, hogy az els6 vazlatbdl j6 elrendezésii, korlatos nomog-
ramot kapunk, ha a ¢ burkon kiviili w egyenest transzformilunk végtelen
tavoliva. Ez megkonnyiti szdmunkra a tajékozédast akkor is, ha az els§
vazlatnak végtelenben fekvd elemei (pontjai vagy egész skala) vannak és.
benne a skaldk sorrendje nem megfelel6.

*

Sajnos, elég gyakoriak az olyan abrizolhaté fiiggvénykapesolatok,
melyek nomografikus &brdzoldsindl a j6 elrendezésre vonatkozélag még a
gyengitett feltételek sem teljesitheték. A kovetkez6kben bemutatunk két
gyakran el6fordulé nomogramtipust, melynek nincs jé elrendezésti konvex
burka. Amennyiben a @; és @, skilatartomany osszefiigg egymassal, Osszeg-
halmazuknak a nomogram korldtossiga miatt pontosan egy konvex burka
van. Jeloljik ezt G,-vel. Konnyen beldthaté, hogy ekkor a jo elrendezésii
konvex burok definlclo]a értelmében a nomogramnak nincs jé elrendezési
konvex burka, még gyakorlati értelemben sem, ha a &3 tartomany mlnden
pontja &, kulse]eben vagy hataran helyezkedik el

Ez az eset 4ll fenn pl. az

(9) fifefs+(h+1f)gs+h=0

kapcsolatok CraArk-féle nomogramja esetén, amelynél 23 a keresett valtozd
és amely kielégiti a kovetkezs két feltételt :
1. Van olyan 2z, = 29 és 2z, = 23 értékpér, melyre f; = f, és
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2. minden 23 értékre fennall az
fshs < g3

egyenl6tlenség. (Ez az egyenl6tlenség biztositja, hogy a z; skila egésze a
2y, 79 valtozok kozos kupszelet-tartéjanak kiilsejében legyen.) (Lasd. 8. abra.)
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Tovabba példdul nincsen gyakorlati értelemben sem jo. elrendezésti
konvex burka az

(10) ; fa—h+fefa=0

. kapcsolat  Cauchy-tipusa pontmezos nomogram]anak melynek egy egy
egyenes skalatartOJa van a 2, 68 23 valtozdk szamdira és egy pontmez0]e a
z; és z, valtozok szamira (z; értéke az eredmény), tovabba

1. van olyan nomogramban dbrazolandd z; =29, 2z, =20 és z; = z°
értékharmas, melyre

=% é f=0

2. f, alulrél vagy feliilr6l korlatos.® (Lasd: 9. dbra az el6z6 oldalen.)

Megjegyezziik, hogy mindkét példidban z; =29, 2, =2} (és 2z, = 29)
értékekre e nomogram nem haszndlhaté ; _ezen értékek kornyezetében a
nomogram haszndlata igen nagy leolvasdsi "hibaval jar. Ennek oka a mésodik
példaban az abrazolandé kapesolat struktardajaban keresendd, mert a képletet

zh—h
fa

alakban irva, a jobboldal fenti értékekre értelmetlenné valik. :

Az els6 példaban ezzel szemben az a leolvasasnal fellép6 zavar a nomog-
rafikus dbrazolasmoédhol adodlk amennyiben a (9) kapesolat helyett — mint
ismeretes — az

fs

(h—FR)hisfs+ (h+ 1) g+ k] =

‘1 5 f%]
=1 - =0
‘1 93 hy

kapesolatot abrazoljuk. I’gy,. bar az eredeti kapcsolat f; = f,-re nem valik
trividlissa, az f, — f,-vel b6vitett kapesolat mér igen. Vagyis az dbrdzoldshoz
sziikséges f, — f, tényezével valé bOvités csempészi be az emlitett leolvasdsi
zavart.

4. §. A nomogram kivitelezésére vonatkozé gyakorlati kovetelményekrsl

A nomogram hasznalata esetén az eredménynek esak megkozelit6 értékét
kapjuk meg. Azonban minden nomogramtél megkivianjuk, hogy a leolvasdssal
elérhet6 pontossag a gyakorlat szempontjabodl kielégité legyen és hogy a nomo-
gram méretei ne legyenek olyan nagyok, hogy annak hasznélatit komolyan
nehezitsék, vagyis, ha a nomogramot olyan nagysagban készitjiikk el, hogy
adott alak és méretli papirlapon elhelyezhets legyen, akkor a leolvasasi

17”7

hiba nagysaga el6irt korlat alatt maradjon.

9 Enélkil a zy skéla beleeshetne a (z;, z,) pontmezébe és ekkor a nomogramna,k
esetleg lehetne gyakorlati értelemben j6 elrendezésti konvex burka.
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A pontsoros nomogramok hasznalatandl a z; értékében mutatkozé hiba
altaldban két komponensbdl adédik :

a) a nomogram pontatlan elkészitésébél, a papir utolagos deformécio-
jabdl, a vondlzé nem egyenes voltdbol szirmazé ,,ob]ektlv hiba (ezzel itt
nem foglalkozunk) ;

b) a leolvasis pontatlansigibdl szdrmazéd ,,szub]ektlv hiba. Ennek
forrdsai: a leolvasisndl haszndlt vonalzé pontatlan beallitdsa, a’ z;-skalin
vald leolvasdsndl a vonalzé élének véges vastagsiga miatt fellép6 parallaxis,
~a zgskdla tartéjanak véges vastagsiga, tovdbbd a z;-skdla- beosztdsainak
véges vastagsiga, 1lletoleg az osztdsok kozotti interpoldcié hibaja.

PenTrOVSZKIT [2] és Hasos [3] foglalkozott nomogramok leolva-
sdsi hibaival. Az Altaluk megadott képleteket jelen cikk tartalmanak meg-.
felel6en atfogalmazva és egye81tve a kovetkez6képpen fejezhetd ki a nomogram
leolvasisdnal fellép6 kiilonbozé hibaforrdsok altal okozott hiba legnagyobb
értéke :

(11) : el T
ds
ahol
(12) : Py AN PR N Y
o sma

(10., 11. 4brak). Itt Az, jelenti a leolvasdsndl a z; valtoz6 értékében jelentkezo
hibat ;
s a 23 skaldn a skdla valamely rogzitett pontjatél mért ivhosszat ;
% a 23 = 2,(s) fiiggvénynek az s ivhossz szerinti differencidlhdnyadosét,
s
amely a skdla siirliségét méri.
Az aldbbiakban olyan skaldkkal vagy skalarészekkel foglalkozunk,

amelyekre — 2 dllandé el@jelii. s pozitiv iranyédnak megfelel§ valasztasival,

S

ds
szoritast.

As jelenti a pontos és a leolvasott 2, ertekhez tartozo skalapontok tavol-
sagat.

Jelolje R a leolvasasnal a z, és z, értékekhez tartozo skalapontokon atfek-
tetett ¢ egyenesnek és a z; skalanak metszéspontjé,t. (Az R-nél taldlhatd z,
érték adja meg a kivdlasztott z;-hez és z,-hoz tartozé eredményt.) Jelélje e
a zg skdla R-ben meghtizott érint6jét. Akkor a (12) képletben

o az i és e egyenesek hajlasszoge ;

p a vonalzé véges élvastagsiga miatt fellépé parallaxis ;

0 a zy-skila osztdsvonalidnak véges vastagsiga miatt, vagy az interpo-
laciés hiba miatt fellépé eltolodés; ;

d a zg-skala vastagsiga ;

v a vonalzé pontatlan bedllitasinak kovetkezteben R-nél i-re merdleges

£ N2

iranyban fellepo eltolédas. -

tehat 23 > 0. Ez azonban a lényeget illetGen nem jelent semminemii meg-
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10. dbra

11. dbra
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PexTROVSZKIS 0 értékét a vonalzénak a z és 2z, skdldkon mutatkozéd
beallitdsi hibajabdl szamitja ki. Ha a leolvasdsnal a z, skélan fekvs P, a z,
skdldn fekvé @ és a z; skalan fekv6 R pontokat kotjiik dssze az i egyenessel,
akkor kedvezStlen esetben, azaz, ha a z; skdldn jelentkez6 v, és a 2z, skdlan
jelentkezé v, vonalzébedllitdsi hiba 6sszegezddik :

1)1 '@72‘{‘ 1)2-1)_12
}:_)_Q, ’

ahol v, és v, az ¢ egyenesre (»geometriai leolvasé vonal) merdleges eltoldda-
sokat jelentenek (ldsd 12. dbra). Itt PQ, PR, QR tavolsigokat jelentenek. v,
és v, kismértékben fiigg ugyan az i egyenesnek a z, illetéleg z, skdlatarto

12. abra

érintGjével bezart szogétdl az illetd skalik véges vonalvastagsiga miatt, mi
azonban ezt a koriilményt nem vesszitk figyelembe. Fel fogjuk tenni, hogy
v, = v, = dllandé. Ha az B pont P és @ kozott van, akkor (13)-bél

(13.a) ' o=,

ha azonban a felvett pontok sorrendje pl. PQR, akkor
(13.b) V=0 >0 .

A (13.a) és (13.b) képletekbdl lathat6é, bogy mig jé elrendezésti no-
mogramok esetén a leolvasasi hiba gyakorlatilag fiiggetlen a PQ tavol-
sagtél, addig nem joé elrendezésti nomogrammnal akdrmilyen nagy lehet, ha
a P és @ pontok elég kizel esnek egyméshoz.
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- Ezért, ha egyéb, nyomdsabb szempontok nem szélnak ellene, mindig
érdemes arra torekedni, hogy az eredményskala a tobbi kozott helyezkedjék
el, azaz a nomogram jo elrendezésii legyen.

Azg-nak (11) és (12) &ltal meghatdrozott értéke nemcsak a leolvasé
gyakorlottsdgatol, j6 szemétdl, diszpoziciéjatol, tovibba a nomogram rajz-
technikai kivitelét6l, sth. fiigg, hanem a nomogram geometriai konstrukeié-
jatol is. Ez utobbitdl fiiggenek ugyanis % o és részben v is.

8

A gyakorlat éltalaban el6ir valamllyen H hibakorlitot, amely még
z, fuggvénye lehet :

|4z, | < H(zs)-

Legtobbnylre két el6irds szokasos: 1. H(z3) alland6. (a hiba abszolut értéke
van korlatozva), vagy pedig 2. H(z;) aranyos z3-al (a relativ hiba abszolut
értéke van korlatozva).

A nomogram szerkesztesenel szemiink el6tt lebeg6 szempont, hogy

dzy

a4z ds
(14 F (2, 2,) = 2= = A8
( ) : ( 1 3) H(zs) H(Za) : ;
a lehets legkisebb legyen, azaz ha a kiilonbozé (z, z3) szémpirok egyenld
fontossdguak (pl. a nomogramot dbrazolandé értéktartomanyon belil barmely
(21, 23) értékpar egyenls valdszintiséggel fordulhat elS), akkor {nax (24, 25)
) 21, Z3)
minimélis legyen az elSirt, kapesolat és nomogramterjedelem mellett.

Meg kell jegyezniink, hogy vannak olyan abrazolhaté kapesolatok,
ahol a leolvasédsi hiba nem korlitos és semilyen transzforméciéval sem’ te-
het6 korlatossi. Igy pl. a z, = z,/2, kapesolat egyenletes z, és z, skaldja, jol
elrendezhetd, tgynevezett Z nomogramjan, vagy az

1 1 1

1 R %3

kapesolat egyenletes z;, 2, 23 skdldju, jol el nem rendezhet6 nomogramjéin,
ha mindkét esethen 2, = 0 és z; = 0 bennefoglaltatik a viltozok értéktarto-
- ményaban (13., 14. dbra). Ilyenkor ecsak olyan hibakorlitot irhatunk el6,
amely z;-t6l is figg, pl :

|A2y| <H*(eg2) = H) K K (z).

K(z;) olyan fiiggvény, mely z; — 0 esetén a sziikséges rendben Vegtelenhez
tart. Fenti példainknal pl.

_171’ ha |z, <m -
“

K(z)=
m, ' ha |5 =>m,

valaszthatd, esetenként alkalmasan valasztott m értékkél.
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Zf_ -_22

13. dbra

14. dabra

Pontmezds nomogramok esetén a hibaforrasok széma megnovekszik.

v értékét noveli, ha a Z, vagy &, skilatartoményoknak legalabb egyike
pontmez6. Ha ugyanis pl. a &, skalatartomény a 2, és z, valtozok skaldjat
tartalmazza, akkor 1. a vonalzé beallitasdnal a z, és z, skalak vonalai kozott
egyidejtileg kell interpoldlni és 2. a z; és z, skdlak vonalainak esetleges éles
metszése is pontatlanna teszi a vonalzé bedllitasat.

16 A Matematikai Kutaté Intézet Kozleményei I./1—2.
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Ugyanl«ry 0 értékét noveli, ha a 7, skdlatartomany pontmezd, kulonosen
ha a z; és z, skialak vonalai élesen metszik egymast.

Ezért pontmez6s nomogramok tervezésénél arra is kell {igyelni, hogy
az egyes pontmezdkon belil a girbeseregek lehetdleg me messék egymdst élesen.

5. §. Az eredményskadla siirliségének szabalyozasa egyenes tarté esetén

A (14) képletben szereplé F(z,,2;) fliiggvény He) d = tenyezo]e lénye-

53
gében a z,(s) skalafiiggvénytol fiigg, a 2z skala tartéjanak alakjé,_tél és a tobbi
skalatél azonban figgetlen. A As tényezonek a nomogrammban el6fordulé
legnagyobb értéke viszont a (12) képlet alapjin a skalak siirliségétol fiigget-
lennek tekintheté és csak a skalatarték geometriai v1sz0nya1tol fiigg. Ha a
nomogram eredményskalajanak tartéja egy r egyenes, a ,,j6°’ nomogram-
hoz vezetd projektiv transzformacié meghatarozasara szolgalé szerkesztés
az F(zq,7y) fiiggvény két tényezbjének ezen sajatossagat felhasznalva kiilo-
nosen jol hozza idomithaté az el6z6 paragrafusban emlitett gyakorlati kéve-
telményekhez.

Célunk, hogy olyan projektiv transzformaciét szerkessziink, mely a
nomogram trividlis valtozatét az F(z),z;) fiiggvény minimumat megkd-
zelit6 véaltozatba viszi at. A nomogram gyakorlatilag legjobb valtozatanak
megkozelitését egyenes z; tarté esetére kényelmi szemponthol két szakaszban
végezhetjiik ; eloszor a z, skila skalafiiggvényét igyeksziink alkalmas transz-
forméciés paraméterekkel — a nomogramm tobbi skaldjaval és a tobbi transz-
formdciés paraméterrel mit sem torédve — kedvezben befolyédsolni, majd
az eredményskala slir(iségi viszonyait tobbé nem bolyga:va a még szabadon
hagyott transzformaciés paraméterek megfelel6 megvalasztdsaval a nomo-
gramskalak tartéinak geometriai viszonyaira gyakorolunk befolyast.

Eljarasunk elsé, a z, skala sfirtiségét szabalyozé szakaszaban a 2z, skildn
mérhetd hosszak mérésére hosszegységet vilasztunk, azaz Gket egy rogzitett
hosszisaghoz viszonyitjuk. Ett6l a hosszusiagtél meg kell kévetelniink, hogy
lehetOség szerint fiiggetlen legyen a kiinduldsul valasztott /¢ nomogramot
a végleges (J{’ valtozatba atalakité T projektiv transzformacié megvilasz-
tasatdl. Ilyen volna pl. az )’ szamara megadott teriiletrész [ legnagyobb
atmérGje. A tervezés egyszerlisitése érdekében Pentkovszkij ehelyett a z;
skalahoz rogzitett hosszat vilaszt : a z; skdla g hosszath. Ez azonban nem
fiiggetlen a T transzformdciétél. Ennélfogva moédszerének alkalmazasanal
el6fordulhat, hogy a z, skala viszonylagos stirlisége (J¢’-ben kielégitd, a z; skala
azonban oly rovidnek adédik D-vel osszehasonlitva, hogy a leolvasasi hiba
mégis lényegesen nagyobb, mint egy olyan T* alkalmazisa mellett, amely
a skdla viszonylagos sfirlisége szempontjabél nem olyan jé, de hosszabb
z; skalat eredményez. Ezért célszer(ibbnek latjuk, hogy a g hossz helyett

4 PeNTROVSZKIJ [1] (48.§.) a skalak jellemzésére bevezeti a karakterisztika fogal-
- mét. A mi jeloléseinkkel a z, skila karakterisztikdja

g dzy ] ki
K=|->_-22
[H (z5) ds
Egyenes skélék esetén meglehetésen bonyolult képletet kozol a K minimumét adéd
projektiv transzformécié bizonyos esetekben valé meghatéarozdsira.
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az r egyenesnek (J(’ véges ¢’ konvex burkaval valé I'J’ kozos szakaszanak
h hosszit vezessiik be mértékegység gyanant. A gyakorlatban megvaldsitott
nomogrammoknal - meghaladja D felét-haromnegyedét. (Az esetek nagy-
részében h hozzavetdlegesen megegyezik az ()’ szaméara rendelkezésre 4ll6
téglalap-alaki sikrész egyik oldalaval.) T meghatarozasinak mésodik szaka-
szdban ezt konnyfiszerrel biztosithatjuk, tehat erre az elsé szakaszban nem
kell iigyelniink. fgy % gyakorlatilag allandénak tekinthets, azaz fiiggetlen
T-t6l, legalabbis az egyaltalaban szébajové T transzformaciok esetében.
Masrészt h pusztin a skalak geometriai viszonyaitdl figg, a z, skila strfi-
ségétol fuggetlen, igy A kell6 nagysigianak biztositdsa valéban a masodik
szakaszra hagyhaté. Ezek alapjan a T megvalasztasira javasolt eljarasunk
pontosabban a kovetkezd két szakaszbdl all :

1. Az r egyenest egy t projektiv transzformaciéval tgy képezziik le
egy 1’ egyenesre, hogy ezaltal a dimenzié nélkili

ks dag
(15 Pleg) = —— =2

) ¥ H(z,) ds
mennyiség lehetGség szerint egyenletesen kicsiny legyen. Ez a kévetefmény
a f transzformaciot és az r” egyenesen fekvs skalat hasonlésdgi transzformd.-
ciotol eltekintve hatarozza meg. Masszéval : ebben a lépésben »' végtelen tdvoli
pontjanak az r egyenesen fekvé W megfelel6jét hatdarozzuk meg.

2. Eautan a t lekepezest a_trividlis nomogrammval‘oozat 2 31k]anak'

c s

amellyel @) a 2’ s1kban abrazolt nomogramon a szintén dimenzié nélkiili

. _4s P+ >
(16) Gh_lz,fh[sma—i—dco‘c a+0

mennyiség a lehetGséghez képest kicsiny, és b) a nomogram a sik elSirt
tertiletrészen helyezhetd el. Az esetek egy nagy részében eljarasunk e mésodik
szakaszaban elegend6 a nomogramskalik tartéinak geometriai viszonyait
tekintetbe venni anélkiil, hogy akar a z,, akar a z; skala siiriségi viszonyaira
igyelnénk. (Kivételes esetekben azonban ez is sziikségessé valhat.) Az itt
javasolt m()dszer lépéseinek illusztrélé,séwa elGszor az r egyenes transzfor-
a [ transzfonnacmba valé beagyazisit két egyszeri nomogramtlpuson
szemléltetjiik. '

Eljaras a t transzformacié meghatarozasara. Vegyiink fel azregyenesen
torténd helymeghatdarozasra tetszés szerinti rogzitett kezdGpontot és r-nek
a ¢ burokba esG részén tetszés szerinti KL szakaszt. A tleképezés altal nyert
pontokat és koordinatakat vesszovel jeloljiik. »” végtelen tavoli W’ pontjanak
megfelelGje az r egyenesen W. Az II’, J.J', WW’ pontparok meghatarozzak
az egyenes projektiv leképezését és koordinataikkal meghatarozhaté a K'L’
szakasz elGjelével egyiitt :

K’L’ _Qjew) Bl (w—i)(w—7).

(17) e 5
rr (Cklw) ©+—7 (w—Fk)(w—1)

: f(w; 1,4, k, 1),
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ahol a kis betiik a megfelelG nagy bettivel jelzett pontok koordinatait jelentik.
Az osszefiiggés kozvetlenill igazolhaté a benne szereplé kettOsviszonyok
részletes kiirasaval, ha tekintetbe vessziik, hogy W'’ az ' egyenes végtelen
tavoli pontja. Az f (w; 1, 4, k, l) fiiggvény — melyet, amennyiben ez félre-
értést nem okozhat, roviden f(w)-vel jelolink —az r egyenes projektiv transz-
formaciéjaval szemben természetesen érzéketlen. Az f(w) fiiggvény menete
a kovetkezd tablizattal adhaté meg, ha a megadott pontok ciklikus sorrendje
IKLJ :

Eljele {
!4

i
IR A

) $°°\+‘i°°“—J

w e S i e i B SRRICE v NSRRI 7Y
Novekedés- !

Bt e P AN N

Elemi kovetkeztetésekkel megmutathatd, hogy az f(w) fiiggvénynek pontosan
két szélsG értéke van, amelyek w abszisszdja az

(18) [ +7) —(k+D]w?—2( —k)w+[ijk+1) —kGE+))]=0

90?—00

arc tg fiw) ~70 |
=5

79 |

*3 |

o 2 |
60°
e f/lw}

|

|

|

|

|

:

|
45%-1 : [
|

304 | :
- 7/2: I
I

|

!

w59 2 1. Wt

{1 1

1 I
-90° -75° -60° —45° -30° —15° K 15° L30 AN I Gy o o
w, = -0.703 sl
fW;) = 0420 R/

arclg w

S iy
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egyenlet két megoldasa, melyek koziil az egyik a ¢/-be es6 I.J szakaszra esik,
a masik a g-n kivili szakaszra. Ez utébbi mindig maximum (1. 15. abra).

Most ratérink a nomogramskalak valamely fenti 1. kovetelményt
kielégité t transzformacidjanak meghatarozasara.

A ,legjobb” W pont a § elején mondottak értelmében a kovetkezo-
képpen jellemezheto : 50

A W pont altal (hasonlésagi transzformaciotol eltekintve) definialt t
transzformaciénak alavetett z, skalahoz tartozé ¢(z;) fiiggvény maximuma
a ,legjobb”” W esetén legkisebb.

Pentkovszkij az el6bb idézett helyen lényegében ezt a szélsé értéket
hatarozza meg, ami meglehetésen bonyolult képletekre és el6irasokra vezet.
Ehelyett itt egyszeriibb eljarast javasolunk, mely gyakorlatilag teljesen
kielégit6 eredményekre vezet. Lemondva a ,legjobb” W meghatarozasarol,
meghatarozzuk ¢(z;)-nak a z; skala véges szamu szakaszan felvett atlag-
értékeit és e véges szamu érték koziil keressitk ki a legnagyobbat. Felada-
tunk most annak a W pontnak a meghatarozisa, melyre e maximum
a legkisebb.

Részletesebben : a z, skala abrazoland6 R, R,., szakaszat az I, R,
Ry, ... R, J sorrendli R, pontokkal n részre osztjuk (a kiinduldsul valasz-
tott nomogrammvaltozat alakjanak, a pontossagi kovetelmény természetének
és egyéb szempontoknak figyelembevételével altalaban n = 2, esetleg 1 vagy
3 valasztas ajanlhato).

A miniméalissd teendS ¢(z;) = .

H(z;) ds

fiiggvény integralkozepe az

RE. 1 szakaszon
D (f+D) — D)

flw ; iTiT?v; Ty ;.})ﬁ

’

ahol

a W pont helyzetétdl, illetGleg az alkalmazott projektiv transzformaciétol
fiuggetlen érték. Igy pl. ha H(z;) dllandé (a hiba magysagat korlatozzuk),
akkor

(19) D(zy) =az+ b,

/

és ha H(z;) aranyos z;-mal (a hiba szazalékos értékét korlatozzuk), akkor
(20) D (z,) = a’log zg + b7,

(a, b, a’, b’ allanddk).
(17)-tel Osszhangban a ¢, szamok reciprok értékeit hasonlitjuk ossze.
Ezért abrazoljuk az
¢ D (24 +D) — D (20)
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fiiggvényeket és jeloljik ki az

F(w) = 11112in B\ (w)
r=1,4 ... N

fiiggvényt. Az F(w) fiiggvénynek a ¢-n kiviili I.J szakaszon pontosan egy
tartomanyi maximuma (az egész szakaszon felvett legnagyobb érték) van,
amelyhez tartozé w értéket w,-el jeldljiik.

A @(z5) figgvény csokkentése érdekében dltalaban szulseges és elegendd
a T projektiv transzformdcidt gy vdlasztanunk, hogy az r’ egyenes végtelen
tavoli pontjanak az r egyenes w,, koordindtdji W pontja feleljen meg.

Ha pl. n = 2, jelolje w, az f(w ; %,7,71:75), wy pedig az f(w ; ¢,9,72,73)
fiiggvény (18)-bdl kiszamithaté (lokalis) maximumdnak helyét, és legyen
w az Fi(w) = Fy(w) egyenlet megoldésa. (A szimmetrikusabb jelslés ked-
véért az RyR, szakaszhoz tartozé mennyiségeket itt » — 3 indexszel litjuk el.)
w értéke az

(21) (B By Ry W) = —

feltételb6l hatarozhaté meg, ahol

Ha W, és W, elvalasztja a W pontot ¢-t6l, akkor w,, = w, egyébként
wy=w, vagy w, aszerint, hogy Fl(wl) kisebb, vagy nagyobb F,(w,;)-nal.

A W pont kiilonosen egyszertien hatarozhaté meg, ha I '= R,, J=R,, . ,.
Ez a helyzet pl. akkor, ha barmely, a nomogrammon abrazolt z,z, értékparhoz
tartozo z; érték szerepel a z, skalan. Ilyenkor azt fogjuk mondani, hogy a
zy skala | teljes”. Akkor az eredményskaldnak ebben az esetben rigzitett
hosszat legjobban akkor hasznaljuk ki, ha a skalat lehetéleg az

8 = D(zy)

egyenletnek megfelelden szerkesztjilk. Kz koénnyen belathatd, hiszen az
eredményskala hossza akkor hasznalhaté ki jol, ha ¢(z;) ~~ allandé. Ebbdl
@(z3) és D(z;) értelmezését felhaszndlva kovetkezik allitasunk. — Tehat
(18) és (19) alapjan H(zs) = ¢ esetben az egyenletest, H(z;) = ¢’-z; esetben
a logaritmikust megkozelité eredményskalara kell torekedniink, ha az teljes
(¢, ¢’ dllanddk). A fenti alternativa alapjan kovetkezik, hogy n = 2 valasztés
mellett ,legjobb” W gyanant ilyenkor mindig az F,(w) = F,(w) egyenlet
(19) altal definialt megoldasa adddik. Tehat H(z;) = ¢ (abszolit hibakorlat)
esetén ;
29 — G e
2

felvétellel, FH(z;) = ¢’-2, (relativ hibakorlat) esetén 2@ — 20z  fel-
vétellel 4 = + 1 adédik, azaz a W pont az R, ponttal R,-et R,-t6l harmo-
nikusan valasztja el.
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6. §. Példak a skalak geometria viszonyainak szabilyozasara

Az ismertetett szerkesztés a t projektiv transzforméciot affin transz-
forméciétol eltekintve egyértelmtien meghatarozza azéltal, hogy rogziti az
7 egyenes képének végtelen tavoli pontjahoz rendelt » egyenesbeli W pontot.

Ebben a paragrafusban egyszert specidlis esetekben meghatarozzuk
a rogzitett W pont esetén nyerhetd ,,optimalis” nomogramvaltozatot.

Legyenek T, és T, a 2-siknak a X7, illetve a 2” sikra val6é olyan
projektiv transzforméciéi, melyek a W pontot a X’, illetve 2" sik egy-
egy végtelen tivoli pontjaba viszik at. Jeloljik a T, altal létesitett képe-
ket egy, a T, 4ltal létesitetteket két vessz6vel. Az r egyenes 7’ és r’’
képeivel parallel X7, illet6leg £” sikbeli egyenessereg egymésnak felel meg.
(Természetesen, ha a X7, illet6leg X’ sik végtelen tavoli egyeneseit is a
sereghez szamitjuk.) Ennélfogva a T* =T,1 T, transzformacié azr’-vel
parallel egyeneseket tjra parallel egyenesekbe viszi at és rajtuk affin
leképzést létesit.

Ebbél pl. kovetkezik, hogy egymast egy pontban metszé egyenes ska-
latartok esetén egyediil az eléz6 § elGirasai szerint megszerkesztett W pont
ismeretében eldonthetd, hogy célszerii-e parallel skalaji nomogrammot szer-
keszteni. (Célszerii, amennyiben a W altal definialt projektiv transzformaciok
,,kozel” parhuzamos skaldaji nomogramot eredményeznek, vagyis ha a W
pont , kozel” van a  skdlatarték W, metszéspontjahoz. Pontosabban, ha
(WIJW,)|<<1. Ebben az esetben olyan t transzformaciét alkalmazunk,
amely nem a W, hanem a W, pontot transzformalja végtelen tavoliva).

Ha az Osszehasonlitandé nomogramok skalasorrendje megegyezik
azaz a véges konvex burkok egymésnak felelnek meg, akkor a z; skéla
egyenese a véges konvex burokbdl szintén egymésnak megfeleld szakaszokat
metsz ki. Ezeknek egymésra valé leképezése hasonldsdgi transzformacio.
Ennélfogva a nomogramokban a ¢(z;) mennyiségek egyenl6k, és igy a leg-
jobb nomogramvaltozat meghatarozasa szempontjabdl csak a ¢ mennyiség
irdnyado.

A. Parallel egyenes tartéji nomogramok

Tegyiik fel, hogy valamely T, projektiv transzforméciéval nyert ¢, nomog-
ram tartéi parhuzamosak. Vizsgaljuk meg, hogy ha adva van a nomogram
szamdara rendelkezésre 4ll6 teriiletrész — melyet egyszertliség kedvéért egy-
ségoldalt négyzetnek véalasztunk — az Osszes lehetséges leképezésekkel elér-
heté valtozatok koziil melyik a gyakorlatilag legjobb. A nomogram két szélsé
tartéja a négyzet két dtellenes oldalara esik és a legnagyobb tart6 hossza egy-
ségnyi. Az altalinossig megszoritdsa nélkiil feltehetjik, hogy a.kiinduldsul
valasztott T, transzformdciéval nyert 4, viltozat mindkét szélsé tartéja
egységnyi. A kozépsS tarté pontjai nem eshetnek a két 'széls6 tarté altal
meghatarozott véges négyszogtartomany kiilsejébe. Ha ugyanis a kozépsé
tarténak volna ilyen kiesé pontja, az nem lehetne kollinearis z,2,2; ponthar-
mas tagja.

El6rebocesatjuk, hogy ha a két szélsé tarto altal meghatarozott trapéz
mindig egyenldszara akkor a kiillonb6z6 nomogramvaltozatok 6sszehasonli-
tdsanal az o sz0g figyelembevételétdl eltekintiink, minthogy annak a nomo-
gram pontossigira gyakorolt befolydsa a szokdsos elrendezésnél kicsi.
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Csak olyan T* transzformaciok johetnek széba, melyek a nomogramot
befoglalé négyzet belsejét egy olyan trapéz belsejére képezik le, mely a négy-
zetnek valoédi résztartomianya. Ennélfogva a nomogram két skdlatartdja
biztosan rovidil, a harmadik véltozatlan, egységnyi hosszlisigti marad.
Ebbdl kovetkezik, hogy ha az eredményskdla kozépen van, a nyert nomo-
gramban A << 1. Azonban ennél az elrendezésnél o értéke csak o és h
fiiggvénye (v allandénak tekinthetd), o hatdsiatoél eltekintiink, tehdt a leg-
jobbnak tekintheté valtozatban a két szélsé tarté hossza eqyenld.

Ha az eredményskdla a szélen van, és T* az eredményskala hosszat hagyja
valtozatlanul, ezaltal a z; és z, skdla tartéi kozelednek. Ebben az esethen
tehat A = 1, de v értéke novekszik a transzformdcié sordn, azaz o értéke is
novekszik. Ha a masik széls6 skéla, pl. 2z, marad valtozatlan, mar nem ko-
vetkeztethetiink ilyen egyszerli médon. Ekkor ugyanis T* a kA hossz csok-
kenésével egyiitt » értékét is csokkenti, minthogy ekkor a z; és z, skdlak
tadvolodnak egymastol. Tgy a (16) kepletben szerepld v/h értékére nem mond-
hatunk konkrét szamolas nélkiil biztosat. Legyenek a skaldk osszetartozo
végpontjai valamely deréksziogli koordindtarendszerben a transzforméici6 el-
végzése el6tt és utan

i T* el6tt T* utan
i 0,0) (0, 0)
Zl e Rtk ri 0
e T
0P B O s VR
5 (@) - | (@b)
s RS (L0)
23

(1,1) (1,¢)
(0=l Qi bae i i (i gt ] o) e sl Oi=— e <"

A (0,0), (0,1), (1,0) fixpontokkal rendelkez6 T* (vagyis a skéla-
tartokat parhuzamosan hagyd) transzformiciék analitikusan a kovetkezs
képletekkel adhatok meg :

M_m+n y_7w

z+m °’ T xztm’
Tohet he gtz 00
m—+ 1
A z, és z, skdla tavolsiga
o mtla
m -+ a

3) Teklntve, hogy az a szog befolyasatil eltekintink, a leolvasési hiba csak a
skalak hosszatol és tavolsagatol figg. Ezért egy-egy végpontjuk az.altaldnossig meg-
szoritdasa nélkil felvehetd az abszeissza-tengelyen.
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A 7z és z, skala tavolsaga

e (1 —a) :
m -+ a
(13) felhasznalasaval
(1 ar e
’l):\_!__.a;)¥_i;1rul_2m+q ”zavl;
a (m -+ 1)a

(22) [ 2m(l—a)+a

2 B V.

ma

Mérmost egyrészt az x” koordinatanak 0 < <1 szakaszon valé korla-
tossdgdbol, masrészt a ¢’ < 1 feltételb6l egyszerfien adédik, hogy m > 0.
Akkor pedig (22) alapjin

%>v1, és_afortiori ﬁ_k—i>p+vl—|—6

és igy a T* transzformacioval nyert nomogramra vonatkozoé kifejezéseket
csillaggal megkiilonboztetve a = 90° esetén

(o s

Ezzel bebizonyitottuk, hogy a pdrhuzamos skalatartéji nomogramok
barmely skalasorrend mellett akkor a legpontosabbak, ha a szélso skdilik a
nomogram szamdra biztositolt négyzet csiucspontjai.

Természetesen az allitas akkor is igaz marad, ha négyzet helyett téglalap-
alaku teriiletet adunk meg a nomogram szamara.

A gyakorlatban el6fordul6 parallel egyenes tartdji nomogramok szinte
mindig eleget tesznek ennek az egyszerti feltételnek.

Felvetédik itt az a kérdés, hogy a targyalt két elrendezés : ,,eredmeny-
skala kozépen® azaz a ]oelrendezesu nomogram, és ,eredményskéla a szélen”
koziil mikor melyik praktikusabb. Magitol értetdédik, hogy amennyiben a
z; skdla teljes, el6nyosebb, ha az eredményskala kiozepén van. Ha viszont
az eredményskala nem teljes, s6t a jo elrendezésii nomogramban nagyon
rovidnek adddik, elképzelhetd (amint a szamitas meg is fogja mutatni), hogy
a téglalapalakt nem jo elrendezési valtozat jobb eredményt ad a hosszu
skalatarté miatt — a sokkal nagyobb v-érték ellenére is.

Az 6sszehasonlitand6 két nomogrammvéaltozatban most a ¢(z,) értekek
sem egyeznek meg, miutdn a skalasorrend és igy a véges konvex burok
kiilonboz6. Miutan T* a z, skalat ardnyosan nyujtja, a ¢(z;) értékek for-
ditva aranyosak a z; skalak ¢ hosszaval.

Tekintsiik az egyik T* projektiv transzformdciét, mely a ,négyzet-
alaka” jé elrendezésii nomogramot szintén ,négyzet-alaku’” nem jo el-
rendezésiivé alakitja. Legyenek a két nomogram skalatartéinak Gsszetartozo:
végpontjai
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f Nem j6 elrende-
§ J6 elrendezésti Jz e
L nomogram
5 (0, 0) 0,00
- 1 ©,1) ©0,1)
; . (L,0) - (d, )
: S Loty (d e)
b E (a,0) an."
3 e (a, b) (1,0)
: (Dr<to <l vt e b Ty $0 =il ol Qg = f o 1)
E T* analitikusan meghatdrozhaté a z; és z; skalak adataival :
) bx , bx—ay
el e e A K L TR
b+1ax—a b+Hzx —a
Ebbél

b b—a b
e e

TR B e R T e

d, e és f ismeretében kiszamithaté vjg értéke. Ennél a szamitdsnal — miutan
a v, értékéhez valé viszonyat amtgy sem ismerjiik — a p parallaxist és a o
interpolaciés hibat egyelére elhanyagoljuk.

h ! /vy vlg
3 A j6 elrendezésli nomogramon b 1 1 %vl
; l
a A nem j6 elrendezésti nomogramon 1 l g ; T Zb— 2 e e 2b_ o o
3
Kovetkezésképpen ez a nem jé elrendezésli nomogram akkor elénytsebb
a jo elrendezéstinél, ha
% b+2—2a 1
T fr oy
b b
azaz
b<2a— 1.

Azonban a j6 elrendezésti nomogramm z, skdldjanak a szélsé skalak
altal meghatarozott négyzet mindkét atléjaval van kézos pontja. (Ellenkezd
esethen ugyanis az egyik széls6 skalanak lenne felesleges szakasza). Ennél-
fogva, ha most mér elhagyjuk azt a megszoritist, hogy a skaldk egy-egy
végpontja az a-tengelyre essék és a jelenti éltaldban a j6 elrendezésii

e
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nomogramban z, tartéjinak z,, illetve z, tart6itél vald tévolsigai koziil a
nagyobbikat, b a =z, skala hosszat, akkor redlis nomogramok esetében

b=2a—1

mindig teljesiil. p és 0 elhanyagoldsa esetén tehat mindig a j6 elrendezésii

nomogram adddik elénytsebbnek.
Levezetésiinkben a p és 0 értékeket is figyelembe véve az egyik nem
j6 elrendezésii nomogram el6nyosebbnek adédik a j6 elrendezéstinél, ha

b<2ka+1— 2k,
ahol

Ebbél lathaté, hogy ha a jé elrendezésti nomogramxﬂban
a) az eredményskala ..csak valamivel” nyulik tal a szélsé tarték
téglalapjanak A4tléin, akkor az egyik mnem j6 elrendezésti nomogram

elényosebb,
b) ha az eredményskala ..majdnem” teljes, akkor a jé elrendezésti

nomogram el6nyosebb.
Azonban pontos hatérvonalat nem tudunk vonni a j6 és nem jo
elrendezésli nomogramok kozott, amig & értékére valami feltevéssel nem

éliink.

B. Kézis ponton dtment egyenes tartéji momogramok

Az o szog hatasanak figyelembe vételére jé példaul szolgilnak azok
a kozos ponton atmend egyenes tartéji nomogramok, melyek skdldinak
kozos végpontja van, a z; skdla a z; és z, skdla kozé esik, és rajta csak
hasonlésagi transzformécié engedhet6 meg. A skalak végpontjait a nomog-
ram szamara rendelkezésre allé teriiletrész szabja meg :

2, skila ... A(— a,0), C(,m);
2, skdla ... C(+ a,0), C(&, m);
2 mlesllar LS w D 0) L OIS
vagy a CD szakasz egy OD, része. a, m &llandé, & n valtoztathaté

értékek és
—a<n< +a,

—a< E< ta.

Meghatarozzuk azt a nomogramvéltozatot, rnelyré egy rogzitett z; értékhez

. tartozé maximdlis o érték a legkisebb. Minthogy az eredményskala kozépen
van, v = v; = allandd. Ennélfogva a o érték az a szogtdl és a h hossziasagtol

fligg.

Hatérozzuk meg el6szor P fenti maximum-minimum értékét.
h sin -

Liile

At ot o it e N SRR O,

Hdoses S b Talienal o

ﬁ&;e;..:a-_um.
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1. Ha A4, B,C, D rogzitett, a CD egyenesen fekvd tetszéleges B pont-
hoz tartozoé legnagyobb o értéket akkor kapjuk, amikor o a legkisebb, azaz

Oy = min [ ARD <, BRD <

(16. abra). Legyen el@szor CD iranya rogzitett. Akkor, mikozben C végig-
fut az y = m egyenesen, R egy y = m, egyenesen mozog (m, = konst.).
om legnagyobb értékét ARD ¢ = BRD < mellett éri el. Minthogy kézben
h = CD &allandé, o is ebben a helyzetben maximalis.

16. dbra

2. Viltozzék most CD iranya és C helyzete egyidejtileg, de oly médon,
hogy kozben mindig RD legyen az ARB < szogfelezbje. Akkor
Bt Lol c
sin CDB <
Az ARD A -b6l
sin ARD & AD
sin CDB<x AR :

A haromszog szogfelezbire vonatkoz6 ismert elemi geometriai tétel szerint

AP - B0
AR " BR®
vagy
AD AB

4R ARSI BE
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Innen
AB
Végiil h és sina,, kiszamitott értékének felhasznilasaval

1 AR + BR

sina,, = sin ARD & = sinCDB < -

hsin o, 2am

Ennélfogva o minimélis értékét akkor éri el, amikor a fix m,

h sin o,
magassigi ARB A-re nézve AR 4+ BR a legkisebb. Ez pedig akkor kovet-
kezik be, amikor AR = BR vagyis amikor C(0, m) és D(0,0), és {igy az
abra szimmetrikus a z; tartéra. Ugyanekkor azonban ;

cotga, 1

= . oS Qpy
h h sin a,,

is minimalis, hiszen a CD egyenesnek a szimmetriatengelyb6l valé barmely
elmozditasanal ¢, csak csokkenhet és igy cosa,, csak néhet. Ha a o
interpolacios hiba kismértékii csokkenését figyelmen kiviil hagyjuk, akkor
kimondhatjuk, hogy a z; skdla biarmely pontjiban a fellépé mazimdlis leolvasdsi
hiba akkor lesz a legkisebb, amikor a z; skdla az abra szimmetriatengelyébe esik.

7. §. Nomogramtervezési eljaras altalanos nomogramokra

Az alabbiakban megmutatjuk, hogyan épithetd fel az eddig ismertetett
fogalmakbdl és médszerekbdl egy olyan nomogramtervezési eljards, amely
egyesiti magdban a szerkesztés gyorsasiginak és attekinthet@ségének el6-
nyét a numerikus szdmolds dltal elérhetd pontossiggal. Elérendd célként
lebeg szemiink el6tt, hogy lehetéleg mechanikus szabalyok alkalmazdsaval,
automatikusan kiadédjék az adott fiiggvénykapesolat esetén legeélszeriibb
nomogram-elrendezés. (Ha egy képlet tobbféle tipust nomogrammal &bra-
zolhatd, ezek kozt természetesen nem tud az eljaras valogatni.)

Az aldbbiakban ismét csak azokkal az esetekkel foglalkozunk, amelyek-
ben

1. az egyes skalatartomanyok Osszefiiggéek,

2. a nomogramnak van egy kitiintetett z; ,,eredmény”’-skalija, (az
ehhez tartozé skalatartoményt tovdbbra is &;-mal jeloljiik) és

3. a nomogramnak van konvex burka.

Ezek a feltételek a gyakorlati eseteknek nagy részében teljesiilnek.

A javasolt médszer lépései a kovetkezdk :

A) Felvizoljuk a nomogram trividlis valtozatat (@7, amely a X sikban
van elhelyezve). Kivdlasztjuk a nomogramnak azt a konvex burkat, melyet
a végleges nomogram korldtos konvex burkaba szaindékozunk transzformalni.

B) Szerkesztéssel meghatérozzuk azt a T projektiv transzformdciot,
mely J(-et a gyakorlat dltal el6irt pontossdgi, tovabba a nomogram kivdnatos
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alakjira, terjedelmére vonatkozo, és esetleg egyéb feltételeket lehetéleg jol
kielégit6 (¢’ nomogramra képezi le.)

C) Ha )’ még javitdasra szorul, médositjuk a szerkesztésre vonatkozoé

feltételeket, és a B) pontbeli eljardst ismét a nomogram trividlis valtozaté-
bél kiindulva megismételjiikk. Ksetleg a nomogramnak egy misik konvex
burkabél indulunk ki.
: D) Ha mar nem kivanjuk a nomogram alakjinak tovabbi médositasat,
akkor az 1. §-ban ismertetett médon a X és X7 sikbeli koordinitarendszerek
felvétele utan a szerkesztés alapjan megdllapithatok a T transzformacid
analitikus geometriai formuldi és a kell§ pontossiggal meghatdrozhaték a
nomogram pontjainak koordinatdi.

Az eljdras gerincét képezi a tervezés B) alatt vazolt szakasza, vagyis,
hogy az (¢’ nomogram hasznalhatésdgira vonatkozd, a 4. §-ban megfogal-
mazott kiovetelményekbdl kiindulva a transzforméciét egyértelmtien meg-
hatarozé geometriai feltételeket dllapitunk meg, ezek alapjan szerkesztéssel
meghatarozzuk a T-t definialé adatokat és elvégezziik a leképezést. Termé-
szetesen a 4. §. kovetelményei nem minden fiiggvénykapesolat esetén elégit-
heték ki egyenlé mértékben és egyforma moédszerrel, azért nem is lehet a
szerkesztés szamara univerzalis érvény(l torvényeket feldllitani, legfeljebb az
egyes esetekre individudlisan alkalmazhaté irdnyvonalakat tudunk meg-
szabni. .

Az aldbbiakban T egyértelml meghatdrozasira a gyakorlatban el6for-
dulé nomogramok-egy nagy csoportjinak tervezésénél alkalmazhaté geometriai
feltételeket szabunk és megmutatjuk a feltételek szerkesztéssel vald kielégi-
tésének modjat.

1. A z;-skala siiriiségére vonatkozé feltétel. Az 5. §-ban megtargyaltuk a
23 tarté W pontjanak szerkesztését, amennyiben a z; tarté egyenes. Ellenkezd
esetben valasszunk ki az 5. §-ban targyalt elvek szerint a z; skdldn n 4 1 (4l-
taldban 3) pontot. (Ha a z; skdldan egyenletes beosztds kivanatos, a 2{) érté-
kek lehetnek szamtani sor tagjai, ha logaritmikus beosztds elényds, képezhet-
nek mértani sort.)

Ezutin a z; skala kijelolt pontjait egy kozos ¢ egyenesben fekvs 77,
(v =1, ...,n+ 1) pontokkal kozelitjik, majd a @(z{’) értéket rendelve a
T, ponthoz, elvégezziik az 5. §-ban javasolt szerkesztést a W pont meghatéro-
zasara.

"~ A W pont ilyen meghatarozdsa természetesen nagyfokt bizonytalan-
sagot és onkényességet rejt magaban, és amellett a z; skdla erds gorbiiltsége
igen bizonytalanna teheti az eljarast. A nomogramtervezd érzékére, tapasz-
talatira kell biznunk a felvett = 4+ 1 pont szdmit, elrendezését, tovabba
gorbe skila esetén a z; skdldnak egyenessel valé kozelitését. Még egyenes
skala esetén is kétes, hogy a (14) szerinti F(z,, %) fiiggvényre vonatkozd
szélsoértékfeladat megoldasihoz milyen kozel van az altalunk javasolt ko-
zelité megoldas.

Az egyenessel valo kozelités josaga pl. .csak a transzformalt, kész no-
mogramon ellendrizhet6. Mindenesetre a tajékozddast megkonnyiti, hogl); w
ismeretében mar lathat6, hogy a z; skdla mely részei kb. milyen mértékben
hosszabbodnak vagy rovidiillnek. Ez a skédla kis kornyezetének hosszabbodé-

%) Tetszbleges halmaz T -altal létesitett képét a halmaz jele mellé irt vesszdvel
jeloljiik.
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sara vagy rovidiilésére is ad némi tampontot. Ezenkiviil W koriilbelili isme-
rete és a valasztott ¢ konvex burok ad némi tdjékoztatast a X’ sik végtelen
tavoli egyenesének X sikbeli w megfelelGjérol. w becslésszeri ismerete alap-
jan tobbnyire megbecsiilheté a végleges nomogram alakja. ¢’-ben tavoli z

1

17. dbra

és z, skalarészekhez tartozé zg skalapontokat nem sziikséges olyan pontosan
kozeliteni, mint ha a megfelel6 z; és z, skdlarészek kozel esnek. (Az éles
metszések veszélye miatt). Ezdltal a kozelités pontossagat (érzék szerint)
stulyozni tudjuk.

Még nehezebb feladat a ¢ egyenes jo kijelolése, ha &3 pontmez6.

G |
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2. Kiegészit6 szempontok. Ha w’a X’ sik végtelen tavoli egyenese, akkor

w illeszkedik a W pontra. A w egyenes egy mdsodik, W* pontjdnak vdlasztdsa

— sajnos — még w valasztdsdnal is bizonytalanabb alapokon nyugszik. W*
megvalasztasara a kovetkez8 szempontok adhatdk :

a) Ha a nomogramnak z; és z, skdldi egyenes tartéja pontsorok (Cauchy-
féle nomogram), legyen /j¢-beli tartéjuk metszéspontja UU. Ha a WU egyenes

nem metszi G-t, w = WU valasztissal parhuzamos skdlatart6ji nomogramot
szerkeszthetiink (17. abra.)

Hasonlé a helyzet, ha a nomogramnak egy skdlapdrja olyan pontmez6t

alkot, melynek egyik gorbeserege sugdrsor. Legyen ennek tartéja V. Ha a

VW egyenesnek nincs kozos pontja G-vel, w = VW valasztéssal a sugdrsor
képe parhuzamos egyenesekbél fog allni.

b) A

fis — fas
o5 — Ja6

Fae

alakl 6todrendd fiiggvénykapesolat esetén a nomogram trividlis valtozatdnak

2, skalaja a vegtelen tavoli egyenesen van ésy/x = 2 egyenlettel van meghata-

rozva [2. § (4.c)].

A nomogram megrajzolasa, vagy kapesolisa szempontjabdl kivanatos
lehet egyenletes z;-skdla elérése. A T transzformdcié ¢ végtelen téavoli z
skdldjat akkor viszi at egyenletes skdldaba, ha w pirhuzamos az y tengellyel.
Amen nyibena mar megszerkesztett vagy felvett W ponton 4tmend, y-tengellyel
parallel egyenes nem metszi ¢-t, egyenletes z; skdla elérhetd (18. dbra).

Az a) és b) esetekben a projektiv transzformdcié analitikus formuldi
egyszerli geometriai szamitassal a szerkesztés tényleges elvégzése nélkiil is
meghatarozhatok.

Ha az el6bbi specidlis alaki nomogramok egyike sem szerkeszthetd
meg, a ¢) vagy d) pontban ismertetett médon jarhatunk el.

¢) Tegyiik fel, hogy & oly médon burkolhaté egy a, b, ¢, d négyoldallal,
hogy annak a oldala a @, b oldala a &, skdlatartomanyhoz jél simul. @ és b
legyenek a ¢ altal meghatdrozott négysziogtartomany szemkozti oldalai.
Legyen a és b metszéspontja F, ¢ és d metszéspontja E (ldsd a 2. dbrat),
legyen EF ¢ -nek kiils6 egyenese. Ha az 5. §. el6irdsa alapjan megszerkesztett
W ,kizel” van EF-hez, valaszthaté w = EF. Ezidltal specidlis esetként
kapjuk a Soreavu-féle nomogramszerkesztési eljardst, de azzal a tobblettel,
hogy egyben attekinthet§ képet kapunk ennek a z; skdla viszonylagos si-
rliségére vonatkozé feltétellel valé kompatibilitdsir6l. Ha ez nem &4ll ugyan
fenn, de becslésiink szerint a kész nomogram &, és &, skédlatartoméanyai
nem keriilnek tulsdgosan kozel egymdshoz, a parallelskdlds nomogramokndl
kapott eredmények jobb hijin alkalmazhatdk, azaz gy transzformalhatjuk
a nomogramot, hogy ¢ || d” legyen. Ekkor w = WF.

Altaldnosabban : Tegyiik fel, hogy a &, és &, skdlatartominyok &7,
és G, konvex burkai egymast nem tartalmazzdk. A szemlélet alapjan nyilvan-
valo, hogy ekkor legalabb két kozos tamaszegyenesiik van. Valasszuk ezek koziil
azt az m n part, amely a ¢ konvex buroknak is tdmaszegyenese. (A szem-
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lélet alapjan nyilvanvald, hogy ilyen par mindig pontosan egy van.) A ¢ és d
egyenesek szerepét most m és n tolti be, azaz, ha m és n metszéspontja E,
akkor a T transzformaciét ismét W = W H feltétellel szerkesztjiik.

Az eljaras elénye, hogy nem j6 elrendezésli nomogram is tervezhetd

vele. Ekkor azonban m és n a &, + &, halmaz ¢,, és a #, halmaz G,

EO‘max
’ .

18. dbra

konvex burkédnak kozos tamaszegyenesei. (19.a, 19.b dbrdk). Hatranya lehet,
hogyha a nyert nomogramon pl. m-nak rovid a G-vel kozos szakasza, a
megfogalmazott feltétel semmitmondéva, céltalannd valik.

; d) Centréalis &,. J6 elrendezésii ¢ konvex burok esetén egyéb szempont
hijan elég arra torekedniink, hogy a skédldk végleges nagysdgdban és elhelyez-
kedésében feltling ardnytalansdgok ne legyenek; a w egyenes felvételénél
megmaradt egy szabadsigi fokot erre hasznéljuk fel. Ez kiilonosen akkor

ésszerti a 6. §. utols6 példaja kapesin mondottakkal dsszhangban (egy pon-

17 A Matematikai Kutaté Intézet Kozleményei 1./1—2.
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ton atmend egyenes skdlds nomogramok), ha a &; és &, skéhtartoményok
egy helyen nagyon kozel keriilnek egymashoz a végleges nomogramon.

\‘\
\\\ : G
\\ . 612
\\ ‘//,// w
Z i ,//
2 P
\ A
. 7
23 /
e
b A
- "o
Gfg// i~ \\\
72 / h \\\\
G/ Myp =M 2

20.a dabra

>
sz __——""/'

ke do—_ T ./'/ ¢ ﬂ,}
/./
A 5’
./
./
/_/ n?
20.b dabra

Legyen a @; + @, halmaznak w-hez tartozé konvex burka €., és gp-nek
a W ponton keresztiilmend két tdmaszegyenese my, és nyy (20.a és 20.b dbra).
A T leképezésnél ¢, my, és ny, parhuzamos egyenesekbe mennek 4t. friuk el8 az

(23) (migmipt) = p

e
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osztéviszony értékét gy, hogy ezdltal a &, skalatartomany képének kozponti
fekvését biztositsuk a ¢, konvex burokhoz képest. (Ehhez altaliban u = 1
vilasztis célszer(i.) (23) masképpen

(migmip t’ w') = — p

“alakban irhato, ahol w” a X sik végtelen tavoli egyenese. A T—! transzformaci6
alkalmazasaval a (23) feltétel

20 (Mgt w) = —

alakra hozhatd, aminek alapjan w megszerkeszthets. (20a. és 20b. abra)

A @, skalatartomany kozponti fekvését azért is célszerli biztositani,
hogy elkeriiljiik annak a @, vagy &, skédlatartoméanyhoz valé tilsdgos hozza-
simuldsat, ami éles metszéseket eredmenyezhetne

3. A leképezés egyértelmii meghatdrozdsa és befejezése. A w egyenes isme-
retében a T projektiv transzformacié affin transzformaciotol eltekmtve meg
van hatdrozva.

Hogy a leképezést egvertelmuve tegyiik, valasztunk még egy W*
pontot w-n.

Legyenek g-nek W -n athaladé tAmaszegyenesei m » ésm,a W*-n athaladok
m* és n*. Az mm*nn* négyoldal altal elhatarolt, G-t tartalmazé tartomany
projektiv .transzforméltja olyan parallelogramma, melynek m’ n’ és m*n*
parhuzamos oldalparjai. Legyen mm* n’n*" a rajzterjedelem altal meghata-
rozott @ X b méreti téglalap (vagy esetleg altalanosabban olyan parallelo-
gramma, melynek a, b oldalhosszai és y hegyesszoge adott). Az mm*nn*
négyoldalnak az mm* n n*’ parallelogrammara valé leképezése a SOREAU-féle
modszerrel torténhetik. Az mm*n’n*’ parallelogramma ,,burkolja’ , & transz-
formalt nomogramot, abban az értelemben, hogy ¢’-t tartalmazza és minden
egyes parallelogrammaoldal tartalmazza ¢’-nek, tehat a @, &, &, skila-
tartomanyok valamelyikének is legalabb egy pontja’tt.

Mint mar mondottuk, T-t egybevagdsagi transziorméciokat nem sza-
. mitva 6t szdmadat hatdrozza meg egyértelmiien. Ezek kozil ketté (4 és u)
elegend6 ahhoz, hogy affin transzformaéciéktdl eltekintve meghatarozza,

a tébbi hdrom paraméter (a,b,y) vdltoztatisival a nomogram mar csak
affin transzformaciot szenved. 3

W* kiilonbozé felvételeivel olyan nomogramokat kapunk, melyek
egymésba affin transzformécioval atvihet6k. Ezek koziil ki kell valasztanunk
az éles metszések szempontjabdl optimalis valtozatot.

Az affin transzformdcio végrehajtasira tulajdonképpen nem nagyon

érdemes tandcsot adni, hiszen a cél: a &, és @, skalatartomianyoknak &,
'skalatartomanyra vonatkoztatott szembendllaisa nem definialhaté egyértel-
‘milen. Egy megoldds, hogy a @, és Z, tartomdnyokban egy P illetSleg @ pontot

224

valasztunk, melyekre el&irjuk, hogy PQ = t* 1L ¢ legyen. P és Q lehetnek
példaul a leggyakrabban el6fordulé vagy étlagos véltozoértékekhez tartozé
pontok (21.a és 21.b 4bra). Mésik lehetéség £ megvilasztisira :- Legyen t*
a g, és G, (illetve g, és G3) burkok feljebb definidlt, m és n kozos tdmasz-
egyeneseinek egyike, ha ennek X’-beli képén a (- vel hatiros szakasz elég
hossztira adédik. (Vesd ossze: 19.a és 19.b abra.)
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Van egy problematikus része a tervezés A-val jelolt lépésének is: a
konvex burok megvilasztdasa, ha a nomogramnak tobb konvex burka van.
Erre a kovetkez6 szempontok érvényadok :

Ha a &, tartomany nem adddik tulzottan kicsinyre ,vagy éppenséggel
teljes, mindenképpen a jo elrendezésii konvex burok vélasztandd.

Ha a @, tartomany kicsinyre adédnék, nem lehet altalanos érvényt
tandcsot adni. Amennyiben a skalatartomanyok egy pontra illeszkedd egye-
nesekkel kozelithet6k, a 6. §. els6 példajaban kozolt Osszehasonlitis az 5.
§-ban kozolt szerkesztés adhat elézetes tampontot a legcélszeriibb konvex
burok kivalasztasarél.

Az mm*nn* négyszogtartomany ismeretében a leképezés a SOREAU
altal alkalmazott szerkesztéssel befejezhet6. Ha a kapott -nomogram-alak
megfelels, a szerkesztésh6l meghatarozzuk az alkalmazott projektiv transz-
formdciét meghatarozé egyenleteket és a transzformaciét szamitdssal is elvé-
gezziik. Ellenkez esetben a feltételek modositisival a szerkesztést meg-
ismételjiik.

%

A javasolt modszer elényei és hatranyai a kovetkez6kben foglalhatok .
OSSz6 :

Elénye a médszernek, hogy

1. A szerkesztés nem korlatozodik egy specidlis nomogram -alakra
(pl. parhuzamos skdaldji nomogram), hanem kiadddik bel6le a legcélszertibb
kiviteld alak.

2. Kozvetlen és attekinthet6 kapesolat van a nomogram kivitelére
vonatkoz6 kivetelmények és a szerkesztés kozott (ellentétben a tisztan szami-
téssal végzett projektiv transzformacié maddszerével), ami a tervezést rutin-
munkava teszi.

3. Ennek kovetkeztében a szerkesztés gyakran a legelso lépésnél, «
legtobbnyire az els6 lépés utan \egreha]tott korrekeié soran megadja a meg-
valésithaté legjobb nomogram-véltozatot.

4. Egy projektiv transzformacié is lényegesen gyorsal)ban hajthato
végre a szerkesztéses, mint a tisztdn szamitdsos mddszerrel, mert a trividlis
nomogram-alakbél indul ki és a projektiv transzformdaci6 szerkesztése gyor-
sabban végezhets és attekinthet6bb, mint a szamitds; a transzformacids
lépések pedig nem lancszertien kapcesolédnak, hanem mindig a trivialis alakbol
indulnak ki.

5. Ugyanezek miatt kisebb a hibalehet8ség.

6. A szerkesztéssel szemben tamasztott pontossigi kikotések miniméli-
sak, mert a szerkesztés nem tul nagy hibdja egydltalan nem befolydsolja a
szdmitdssal elGallitott nomogram jésagat, hiszen csak a szamitassal elvégzett
projektiv transzformacié képleteiben szereplé konstansokban okoz eltérést.

Hétranya a moédszernek, hogy -

1. Nem minden esetben alkalmazhaté egyforman elényosen. Pl. extrém
alakt pontmez8s, vagy igen erfsen gorbiilt eredményskélik esetén alkalma-
zésa nehézkes lehet, vagy nem vezet jo eredményre.

2. Egyszerlibb esetekben (parhuzamos skalds nomogramok) keriil6 utat
jelent.
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8. §. Kidolgozott példa

Példaként bemutatjuk a
' B —pf-gq=0

harmadfokt egyenlet nomogramjanak tervezési féazisait. ElSirt skalaterje-
delem: 0 < p < 15,0<¢g< 50,0 <¢&< 5. A hiba nagysagira vonatkozd
feltétel : a &-skdlan valé leolvasasnal eladodo relativ hiba legyen lehet&leg
éllandé.;Ennek megfeleléen T'j-et.a & =5, Tt a §=10.2, T, t a &=
= 0,2 +5=1 ,kozelében” vessziik fel, s a X’ sikbeli képpontokra a
(T T3 Ty =1 feltételt szabjuk. '

A nomogram trividlis alakja (6) szerint a kivetkez6 egyenletekkel
jellemezhet6 (homogén koordinatdkban) :

pskila: z, =1, @,=p, 23=0;
gskila: -z =0 1y=0q; T3=1
Eeskalpai it E bl —Eie e il
A nomogram ¢ j6 elrendezésti konvex burkat képezé négysziog-tarto-
many cstcspontjai homogén koordinatikban (vesd dssze: 22.a abra) :

A0, 0,1) (9 = 0 skalapont),
B(1, 0,0) (p = 0 skalapont),
C(0,50,1) (g = 50 skdlapont),
D(1,15,0) (p = 15 skalapont),

A ¢ egyenes és a T, T,, T'; pontok megvalasztdsival igen nagy koril-
tekintéssel kell eljarni, tekintettel arra, hogy a &-tarté erésen eltér az egyenes-
t6l. Ezért el6zetes becslést végziink a végleges nomogram alakjira nézve,
hogy ezaltal a ' pontoknak a végleges nomogramon a & skdlahoz valé kozel-
ségét becsiilni tudjuk.

AT, T, T,, W pontok koordinatai az 2 sikon legyenek rendre
‘(xl’ yl)’ (x27 :’/3)’ (x3-’ y3)’ (xw’ yW) Akkor

_ (Y1 Ys Y2 2> 1 :
alapjan (¥, 93 Ysyw) ~ — 1 figyelembevételével becslésszertien
Yw ~ — 1.

Masrészt egyenlStlenségiink alapjan a ¢ egyenesnek sokkal pontosabban kell
kozelitenie az R, és R, pontokat, mint R ;-et. Ebbél kovetkezik, hogy

S e

Tekintettel arra, hogy w nem metszheti a konvex burkot, a g¢-skdla
tartéjanak végtelen tévoli pontja egy olyan W pont képe lesz, melyre

—1<y; £0.

Ebbd6l mar kivetkezik, hogy a ¢ = 1 pont legfeljebb olyan kozel lesz a ¢ = 0
ponthoz, mig‘c a g = oo, p = oo ponthoz, azaz a p és q tarték F’' metszés-
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pontjahoz.- A ¢ = 50 és q¢ = oo tavolsiga igen kicsire adédik w barmﬂyen
valasztéasanal.

Konnyen belathato, hogy a ¢ skalan a C” pont kozelében fekvd pontok
esetén a leolvasasnal fellepo éles metszések csak tgy keriilhet6k el, ha a D’
pont szintén igen kozel fekszik F’-hez. Azaz, a nomogram ,,haromszog -alaka”
lesz. Figyelembe véve, hogy az éles metszések miatt az B’ pont kozelében
nagyobb leolvasasi hiba varhat6é, mint egyebiitt, iigyelniink kell a & skéla
pont]amak at egyenes pontjaival valé jo megkozelitésére: elonyben részesitjiik

a & =5 és & = 1 pontokat, hogy ezaltal a 7. §. utols6 példajaban mondottak
értelmében ¢t centralis helyzetének biztositasaval ezt a & skdla felsG szaka-
szara is elérjik. Ezért a kovetkez6 pontokat véalasztjuk :

Minthogy a & = 5 pont a végleges nomogramon F-hez nagyon kozel
esik, a szadmitds egyszerisitése érdekében valaszthaté az F pont 7', azaz
a & = 5 helyett. Egyszertiség kedvéért 7T, legyen a rogzitett ¢ egyenes és
AC metszéspontja :

T,(1,0,1).
W koordinatait kiszamithatjuk a
(TiT3TyW)=—1
feltétel alapjén; Ennek alapjan a W pont koordinatai (—1, 1, 1). (22.b abra)

-F
(& ;
F n* T2=Rs
n’l
wﬂ
I o PSR un VRS
_1 ,\‘ ,473 17:; B
s
Bk
e
e S
. \
\‘
\‘
n 7 -
" W(1,-1,1)

22.b dbra



o B N

22.a dbra
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A a konvex burok W-hez tartozé m és n tdmaszegyeneseinek irdny-
tangensei —1 és 0, f iranytangense végtelen. Legyen

b= —(mntw) =11

akkor ebbdl az egyenletb6l w iranytangense — ;

Az el6z6 § 3. pontjanak megfelelGen legyen t* = AB, a p és g skalatartok
nagyobb- ,,tamaszkozu“ kozos tamaszegyenese, mely g = dlz nek is tdmasz-
egyenese. W* a t* és w egyenesek metszéspontja: W*(—1, 0, 1).

Gy = G-nek W*-hoz tartozé tdmaszegyenesei :

m* = AB, n* = CW*

: A szamitast egyszeru81t1 ha n* helyébe az n** = W*F egyenest 1r]uk
n** nem tdmaszegyenese ¢-nek, de ¢-n kiviil halad és tekintetbe véve w
helyzetét, lathaté, hogy ¥ ek g’ hatara‘ool valé legkisebb tavolsiga kicsi
a nomogram méreteihez képest.

A leképezési feladatot tehat a kovetkezd feladatra vezettitk vissza :
Az mm* nn** egyenesek altal hatarolt, az (1, 1, 1) pontot belsejében tartalmazé

‘konvex négyszogtartomanyt téglalapra képezziik le, melynek - parhuzamos

oldalparjai: m’ = A’ B’ és n', hosszuk a, tovibb4 m*” és n, hosszuk b (24. 4bra).

A ¥ sikban felvett derékszogti koordinata-rendszer a’-tengelye legyen
a t* egyenes, y-tengelye (miutan a t*’ és ¢’ egyeneseket az el6z6 §-ban ismertetet t
el6irds szerint egymésra merélegeseknek vessziik fel). Akkor az A’'B" F =
= 1", T, pontok derékszogli koordindtdi °

a

A’(—E, o),' B+, 0], 750.6). 75(0.0)

Tovabba : 7T, a T;T; szakasz felezépontja : 7', (O,% .

Az N’ nomogram pontjainak megszerkesztése. Az mm*nn** négyoldal
n** oldaldra esik a p és ¢ skdaldk tartéinak és a ¢ egyenesnek 7', metszéspontja.
T:, A’ és B’ ismeretében a nomogram két egyenes skildjanak tartéja meg-
ra.]zolhato Adva van tehit a szerkesztéshez az ABT, koordinita-hiromszog
és a T, egységpont kepevel egyiitt. Ennek alapjan a leképezést egyszeruen
vegezhet]uk el.

A p = 1 skalapont képét az A'T. “s B’F’ egycnesek metszespont]a,
a ¢ = 1 skalapont képét a B’T" és A’F’ egyenesek metszéspontja-adja.
: Ismeretes ezenkiviil a p = 0 skdlapont (B’), a p = oo (F’), ¢ = 0(4"),
q = o= (F’) skalapontok.
: X-ban a p és ¢ skidla egyenletes skaldk projektiv képei, ennélfogva
pontjaik megszerkeszthet6k, ha ismeretes hdrom skalapont helyzete. A szer-
kesztés menete lathaté a 23. abran.

A &skala bekalibraldsdval készithets el a X’ sikon. Tetszés szerinti
= & értékhez tartozé X pont koordinatai X-ban (&, &3, 1). Ennélfogva
AX a (X-ban a végtelen tavoli egyenesen elhelyezett) p- skalan a p = &%
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pontot, viszont BX a ¢ skalin a g = &} értéket metszi ki. Ebh6l a X’-sikbeli
é-skéaldnak az adott &; értékhez tartozé X’ pontja nyomban adédik.

A projektiv transzformdcié analitikus geometriai meghatirozdsa. A pro-
jektiv transzformdacié egyenleteinek megéllapitasahoz vegyiik fel a X7 sik-
ban az (2, y’) koordindta-rendszert most oly mdédon, hogy az ¥y’ tengely
a q skalaval (4’C” egyenes), az 2’ tengely pedig az A’B’ egyenessel essék
egybe. Tehdt (22.a dbra) az 1. § szerint az ottani ]elolesekkel u = AB,

2= AC,w= EW

u egyenlete U=14—=0,

v egyenlete V=2-1=0,

w egyenlete W=x+2y—1=0.
- 3 ¥

23. dbra

A (2) egyenletek alapjan tehat a transzforméciés képletek :

R

r =a )
x+2y+1( r,+ 2%, 4 x4

¥otgee Dl et e FEAENEE
sy F2y ( ﬁx1+2x2—}—x3)

X — Xy
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Helyettesitsiik be a
B(1,0,0) — B'(ﬁ, o).,
2
T.0,1,0) — 77(0,b)

Hsszetartozé pontparok koordinatiit. Tgy o = a/2, p = 2b adédik. Ezekkel a
nomogram skaldira az alabbi képletek adédnak, melyek alapjan a nomogram
pontjainak koordinatai kiszamithaték és a nomogram megrajzolhato :

p skidla: a B’T, egyenesen y’' —b———,

P+
q skéla: a A’T’ egyenesen y,:b_g_l_’
gt
TSR IR et S R Sl e )
B e 28 4 &4+ 1

A teljesség kedvéért megszerkesztjiik a & — pf — g = 0 egyenlet
mnomogramjanak parhuzamos egyenestart6ju kivitelét is (25. abra).

50— 9 § p
3 s s
i }— 14
el L 13

w—

e L 12
o L —#
sk =10

30 —

F — 9
4

P g

g — 7

20 — it
KL
= — 5
o — 4

10 — — 3
6—.

6 — P2
sl N
2_

o — J_a

25. dbra
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W= AB, v=AC, W= EF,

u egyenletébél U=y,
v egyenletébdl V=g

z 7” 10
w egyenletébol =10 + —.

fgy a nomogramot befoglalo teglalap méreteinek hu\elembe\ etele\el
a transzformacids kepletek

x '~,b ]

sl

10° . :
x+73‘ : Rt

Koszonetet mondok Czipszer JANosnak, aki a 2. § megirdsanal volt
segitségemre, Has6s GyOrey akadémikusnak és BEkissy ANDRAsnak a
kézirat atnézésekor tett szdmos alapvetd kérdést érinté megjegyzéséért,
tovabba HorANYI ILoNAnak, Sas TrBorNEnak és MeszLiNyr MARIAnak,
akik a példak kidolgozasav al és az abrak gondos elkészitésével voltak se-
gitségemre.
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. FUGGELEK

A PROJEKTIV ERTELEMBEN ALTALANOSITOTT KONVEX
BURKOK SZAMAROL

CZIPSZER JANOS

1. 8

Segédtétel. Le’gyen 70 egy zart halmaz a projektlv sikon. Két kiilonboz6,
J0-ra. nézve kiilsG e és f egyeneshez akkor és csak akkor tartozik ugyanaz a
konvex burok, ha 7 teljesen az e és f egyenesek dltal meghatdrozott egyik,
0, vagy Q, szogterben fekszik.
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