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W= AB, v=AC, W= EF,

u egyenletébél U=y,
v egyenletébdl V=g

z 7” 10
w egyenletébol =10 + —.

fgy a nomogramot befoglalo teglalap méreteinek hu\elembe\ etele\el
a transzformacids kepletek
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Koszonetet mondok Czipszer JANosnak, aki a 2. § megirdsanal volt
segitségemre, Has6s GyOrey akadémikusnak és BEkissy ANDRAsnak a
kézirat atnézésekor tett szdmos alapvetd kérdést érinté megjegyzéséért,
tovabba HorANYI ILoNAnak, Sas TrBorNEnak és MeszLiNyr MARIAnak,
akik a példak kidolgozasav al és az abrak gondos elkészitésével voltak se-
gitségemre.
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. FUGGELEK

A PROJEKTIV ERTELEMBEN ALTALANOSITOTT KONVEX
BURKOK SZAMAROL

CZIPSZER JANOS

1. 8

Segédtétel. Le’gyen 70 egy zart halmaz a projektlv sikon. Két kiilonboz6,
J0-ra. nézve kiilsG e és f egyeneshez akkor és csak akkor tartozik ugyanaz a
konvex burok, ha 7 teljesen az e és f egyenesek dltal meghatdrozott egyik,
0, vagy Q, szogterben fekszik.
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Bizonyitas : Jeldljiik €,-vel és g -fel aze, illetve az f egyeneshez tartozé

konvex burkot. Ha ¢, = ¢y, akkor g, nek sem e-vel, sem f-fel nines kozos
- pontja, s igy ¢, és vele egyiitt 7 is teljesen £,-be vagy 2,-be esik.

Ha 76 £;-be esik, akkor — e-t végtelen tavoli egyenesnek tekintve —
ez azt jelenti, hogy a korlatos 7 halmaz f egyik oldalan fekszik, s igy az &
kozonséges értelemben vett konvex burkanak, G,nek nines f-fel kozos pontja.
&y értelmezése alapjan innen kovetkezik, hogy @fjae e és f felcserélésével
adddik, hogy g,D ¢y, és igy valdban ¢, =

Igy a 4 kiilsejében fekvS egyeneseket osztalyokba lehet sorolni tugy,
hogy két killonb6z6 egyenes csak akkor tartozzék egy osztalyba, ha 70 teljesen
az altaluk meghatérozott egyik szogtérben fekszik. Ezen osztdlyok szamossdga

- megegyezik 7 konvex burkainak a szamossagaval.

2, 8.

Tetszéleges halmaz konvex burkainak szamessigarél. Konnyen belat-
hat6, hogy az el6z6kben emlitett egyenes-osztdlyok nyilt halmazok, azaz
minden egyenessel egyiitt annak bizonyos egyenes-kornyezetét is tartalmaz- :
zik. Amde diszjunkt nyilt (egyenes-) halmaz a projektiv sikon csak leg-
feljebb megszdmlalhatéan végtelen sok lehet (ugyanis mindegyik tartalmaz
legalabb egy racionélis koordinataju egyenest), és igy egy halmaz konvex
burkamak a halmaza is csak legfeljebb megszamlalhato.

38

n pontbél all6 ponthalmaz konvex burkainak széma. 7 _pontbdl allo
ponthalmaz konvex burkainak a szdma 1. § szerint megegyezik azon egyenes-
osztalyok szamdval, melyeket tigy értelmeziink, hogy két kiilonboz6 egyenes
kiilonhoz6, vagy ugyanazon osztalyba tartozik aszerint, amint a ponthalmaz
pontjait elvélasztjak vagy sem. Igy a széban forgé konvex burkok szdménak
meghatdrozésa éppen dudlis megfelelGje annak a problémanak, hogy » egyenes
hiny tartoményra osztja a projektiv sikot.®) Szemléletessége miatt inkdbb
az utoébbi problémaval foglalkozunk.

Jelentse vp az adott egyenesek koziil a sik P pontjan athaladéknak a
szamat. Barmely két egyenes metszéspontjat csomépontnak nevezziik. N(n)-nel
jeloljiik a tartoményok szaméat. Teljes indukciéval bebizonyitjuk, hogy

@%) oy =(3)+1-2 (")
2 )

ahol P befutja az 6sszes esomépontot. Formulank » = 1-re nyilvinvaléan

érvényes. Tegyiik fel, hogy ez a formula n = k-ra igaz. Ha n = k 4 1 egye-

nesiink van, akkor tehat koziiliikk k-t kivdlasztva, az dltaluk létesitett tarto-

manyok N (k) szamara irhatjuk, hogy

vo=(3) 1= 27 )

6) Az euklidesi sikra vonatkozé analég probléma azon megszoritdssal, hogy bér-
mely hdrom egyenesnek nines kézos pontja, a megoldéassal egyiitt megtalalhaté H. DoRRIE
Triumph der Mathematik c. kényvében (66. feladatt).
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Itt és a kovetkezékben v, a kivalasztott £ egyenesre vonatkozik. A kimaradt
(£ + 1)-edik egyenest jeldljiik e-vel. A jobboldali ¥ nem valtozik, ha p nemesak
a k, hanem a k£ 4 1 egyenes &ltal létesitett csomopontokat is befutja, hiszen

az tjonnan beiktatandé pontokban vp = 1 és igy (VP ;_ 1) = 0. Csoméponton

mostantél a k -+ 1 egyenes altal létesitett csomépontok értenddk. X7 az e
egyenesen lev6, X’ a tobbi csomépontra vonatkozé szummaciét, N*(n)
(1) jobboldalat ]eloh Akkor

4 o G ki ¢ g VI AR My

ahol 7 jelenti az e-n levs csomépontok szaméat. Minthogy e a tébbi £ egyenes:
mindegyikét egy és csak egy pontban metszi, azért ;
&l Vp 0
és igy
N* k4 1) = Nk) +1

e azokat a tartomanyokat, amelyeken keresztiilhalad, kettéosztja és.
nyilvin annyi tartoményon halad keresztiil, ahiny met@zespontja, van a k
egyenesbdl allé konfigurdciéval, azaz 1. Tehat N(k + 1) = N(k) + | azaz
N*(k + 1) = N(k + 1), s ezzel allitdsunkat 1ga.zoltuk

V1sszaterve az n» pontbdl all6 halmaz konvex burkainak szdmara, most

ezt jeloljiik “NV(n)-nel ; v, pedig jelentse a halmaznak a p egyenesen levd
pontjainak szamat. Akkor

(26) N(n):(;‘)+1—2(”"2‘1),

ahol p befutja a halmaz barmely két pontja dltal meghatarozott egyeneseket..
(Beérkezett : 1956. II. 15.)

I'PA®UYECKHWIA-UMCJIEHHbIA METOL
IJIAHMPOBAHUST HOMOI'PAMM M3 BbIPABHEHHDBIX TOYEK
W HOMOI'PAMM M3 BbIPABHEHHbIX TOYEK C BMHAPHbLIMU T10JISIMHA

(C TIPMJIOYKEHUEM $1. LIUTICOPA)

1. T1AJI

Pe3iome

PaGora crasut nepej co00it 3aayy yObICTPEHU IIAHKPOBAHK S HOMOTPAMM U3 BbIPAB-
HEHHBIX TOYEK M HOMOTPAMM ¢ OMHAPHBIMU IIOJISIMU IPH BOSMOYKHO MAaKCHMaJbHOM YAOBJE-
TBOPEHUM TPeOOBaHMH TOYHOCTH, TPEOYyeMbIX IPAKTHUKOIL.

Jis1 nanbonee yacto BeTpevarmmxcesl (QyHKUMOHAIbHBIX 3aBMCUMOCTEN NTPe1ararTcs.
3a OCHOBY THIIOBbIE BAPHAHTHI HOMOIPAMM, LIKAJIbI KOTOPHIX OUEHb JIEIKO MOIyT OBITH Ompe-
AeseHbl U3 (YHKIMOHAILHON 3aBUCHMOCTH M YPaBHEHNS KOTOPBIX MOT'YT ObITb 3alIOMHEHBI.
McxoaHble BApUAHTBl MOI'YT COJepyKaTh 1 OECKOHEYHO ynaneuuue 9JIEMEHTH! (TPUBHAJIBHBI
BapuaHT HOMOrpammbl, ypaBuenus (6), (8), (10) ; puc. 4-5).
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J17151 IPOEKTHBHOT'0 11PE0OPA30BaHN 51 B3SITOT0 3a OCHOBY TPMBHAIBHOT'O BapHaHTa HOMO-
rPaMMBbl, YyTOOBI 00JI€r9UTh OPUEHTHPOBKY, BBOAUTCSA POEKTUBHOE 0000IEHME BBINYKII0i 000-
JIOYKHM TOUEYHOTO MHO)KecTBa. (CM. puc. 6—7.) [MopsoK IIKaja HOMOIPAMMBI OTHOCHTEIbHO
(1:000#1) BITYKII0ii 000710YKK SIBJISIETCS NIPOEKTHBHBIM MHBApUaHTOM. [losToMy nMmesi B BUIY
U OTPAaHMYEHHOCTb HOMOTPAMMBI — B cJiy4ae BbIODAHHOTO IOpsAKAa IIKaJI JuIb KakKasi-
HUOY/Ab BHELIHsASl MpPsIMAasi BbIIYKJI0H 000J104KM, OTHOCSIIEHCS K 9TOMY IIOPSIAKY, MOYKET
ObiTh mpeo0pasoBaHHA B 0€CKOHEYHO JaJjieKylo. [lisi ONTHMAJIbHOTO Y/0BJIETBOPEHUST Tpe-
00BaHMIT TOYHOCTH TPEXBSBISIEMBIX K HOMOI'PDAMME, cOeInHsI0TCsl popmysibl [TEHTKOBCKOro:
[2] u XAEma [3], oTHOcsmuecss K TOrPELIHOCTH O0TBETAa HOMorpammbl. Mcmoab3ysi 9To,
ompejiesieHre Haubosiee MOAXO/SIIIero MPOEKTHBHOI0 MPeodpa3oBaHus TPMBUAJIBHOT0 BApUaHTa
HOMOTI'DAMMBbI TIPOM3BOAMTCS B JIBA 3Tara, COOTBETCTBYIOIME JABYM (paKTOpam IOrpemHOCTH
OTBETa. ;

1. TMpubnwxast mwKaay pe3yabTaTOB HOMOrPaMMbI IIPSIMOM, IPOCTBIM CIOCO00M Omnpe-
JIeJISIeTCSl TaKue NIPOEKTHBHbIE INpeo0pasoBaHusi 9TOH NPsIMOM, NPH. KOTOPBIX BBIPAYKEHHE
— 3aBUCsLIEEe JMIIb OT IUIOTHOCTH INKAJbl M OT 3a/laHHOM T'PAaHULbI IOTPEIIHOCTH —  IPH-
GamoKaer co0CTBEHHOE HamMeHbluee 3HaueHue. TakuM 00pasom mnojydyaem TOUKY OHOpbl AJIsd
BHIOOPA TOYKH, COOTBETCTBYIOLIEH 0ECKOHEUHOYAa]EHHOU TOYKE NPOEKTHUBHOIO OTOOpaKEHUsi.

2. Bpipa)keHue 00bIYHO NMPUOJMIKEHHO 3aBHCUT JMIIb 00 reOMETPUYECKHX COOTHOLIE-
HU HOCHTENeI 1IKa (pe3Kue pa3pesbl, 3aBUCHMOCTb HIKAJI, OTHOCUTEIbHOE PACCTOSIHUE ILIKAJT,
OTHOCHTEJIBHOE PACIIOI0)KeHHe MIKAJL ¥ BBITYKIIbIX 000s104eK 1 T. 1.). Tloayuaerca tpeGoBanne
YTO JUISI OKOHYATEJbHOT0 HOMOrpammbl 3HayeHue (16) 6bL10 OBl MumuMaIbubiM. [lisi wiI-
JIIOCTPAIUK  9TOT'0 OMpE/esIsieTcsT ONTUMAJIbHbIM BapUaHT IIPOCTOHl HOMOTPaMMbl ¢ TpPeMst
NPSMBIMH HOCHTEJISIMUA TPU QUKCHPOBAHHOM OTHOCUTETbHOM IJIOTHOCTH IIKaJIbl Pe3yjIbTAaTOB.

B cayuyae Gosiee o0mmX HOMOTPAaMM 3T0 B Topoe TpeboBaHue MOY<ET ObiTh Iepese-
JIEHO Ha IeOMETPHYECKHi $3BIK ¢ 0OJIBIIMM TPYAOM M HEOIpeAeaEHHOCTbIO0. 3/iech (0JIbUIyIO
TIOMOIb OKAa3bIBAET 3HAHME OTHOCHTEIBHOTO PACIOI0YKEHMs KAl M BBITYKJIBIX 000J104Y€K,
a TAK)KE OMNBIT, U3BJCUYEHHDBII U3 YIOMSIHYTBIX IIPUMEPOB. i

C nmomombio 3TOro COCTOSIEro M3 ABYX I0CIE0BATEIbHBIX IIAT0B, MET0AA MJIaHUPO-
BAHUSI HOMOTPAMM, MOYKET OBbITb OINpPEAEIEHO NPOEKTUBHOE Ipeobpa3oBaHue, aawuee (ompe-
J€JIEHHYIO 0TOOPa)KEHMEM KaKOro-HUOY/Ab IIOJHOI0 YEThIPEX-YroJbHUKA) XOPOIIyld HOMO-
rpammy.
JI15s1 aHAJIMTHYECKOT0 ONMpeea€HUsi IMPOEKTHMBHOI'O IPeo0pasoBaHUs MOMKET ObITh
MCII0JIb30BAH 0YeHb MPOCTOM, KOMOMHUPOBAHHBIA I'paduyecKOo-BbIUMCIUTEIbHBIH METO/1, 0I1y0-
JuKoBaHHbI COPO. [1] YnoMuHaBimecst 10 cuxX nop rpapuyeckne ¥ BbIYMCIUTEIbHbIE IIATH
TpeboBaIM MUHUMAJIbHOI TOYHOCTH. [1€J10 B TOM, UTO € IOMOIIbIO II0JY4YEHHOT0 IIPeodpa3oBaHu i,
MCXO/s1 U3 NMPOCTHIX YPABHEHUH JUTS KA UCXO0AHOI0 (TPUBHAJIBHOI0) BApPUAHTA HOMOTPAMMBI,
HEIOCPEJICTBEHHO II0JyYaeM ypaBHEHHS JUISl IIKAJ OKOHYATEJbHOI'0 BapUaHTa HOMOI'DAMMBI,
TOYHOCTb KOTOPOIr0 NMPAKTUYECKH HE 3aBUCUT OT TOYHOCTH IPEAbIAYHIUX IIAroB.

Jisi MTICTpauy NPeUlaraeMoro MeTola IUIaHMPOBAHUSI HOMOTPAMM aBTOP CTPOUT
HOMOI'DAMMy HEMQIHOT'0 YPaBHEHHSI TPETbCH CTEIeHH B ciydae JAByX CHMCTEM'YCJIOBHA.

B nononnennn K paGore aBTOPOM KOTOpoii siBistectst S1. LIMIICOP, j0Ka3aHO 4TO
a) MHO)KECTBA BCEX BBHIIYKJbIX 000J104€K JIH000r0 JAHHOT'0 MHOKeCTBa CYéTHO. 0) Ymcio-
BCEX BBITYKJIBIX 0BOJIOYEK MHOYKECTBA COCTOSIIIEr0 M3 7 TOYEK Jaercs popmyJioii (25) rae vp
POBHO YHMCJIy TOYEK MHOYKECTBA HAa NPsIMOL p m p mpoOeraer. Bce NPsIMbIE COEAMHSIOMIUE
ABE JII00bIE TOYKH.

EINE NUMERISCHE UND GRAPHISCHE METHODE
ZUR KONSTRUKTION VON FLUCHTENTAFELN
UND BINAREN LEITERTAFELN
(MIT EINEM ANHANG VON. J. CZIPSZER)

8. PAL

Zusammenfassung

Die Arbeit setzt sich zum Ziel, die Konstruktion von Fluchtentafeln und bindren:
Leitertafeln ohne Koppelung zu beschleunigen, unter weitgehender Beriicksichtigung
der Genauigkeitsbediirfnisse der Praxis.

Es werden fiir die am oiftesten vorkommenden funktionalen Zusammenhénge

typisierte Nomogrammvarienten als Ausgangspunkt fiir die Konstruktion vorgeschlagen,.
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deren Leitern aus dem Zusammenhang leicht bestimmbar sind und deren Gleichungen
sich auch leicht merken lassen. Diese Varianten konnen auch unendlich ferne Elemente
enthalten [die ,,triviale” Variante, Gl. (6), (8), (10), Figur 4. und 5.].

Zur Erleichterung der Orientierung beziiglich der projektiven Transformation
der Ausgangsvariante wird der Begriff der konvexen Hiille einer Punktmenge verallge-
meinert (vgl. Fig. 6., 7.). Die Reihenfolge der Nomogrammskalen ist beziiglich dieser
Hiille invariant gegenuber projektiven Transformationen. Daher lésst sich eine projek-
tive Transformation angeben, die eine beliebige iussere Gerade dieser Hiille in die
unendlich ferne transformiert.).

Zur optimalen Befriedigung der Genauigkeitsanspriiche werden die Formeln
iiber die Ablesungsungenauigkeit von PENTKOWSKI [3] und HAaJ6s [2] kombiniert.
Die beste Projektion der trivialen Nomogrammvariante wird mittels dieser Formeln
in zwei Schritten durchgefiihrt, entsprechend den zwei Faktoren des Fehlers.

1. Zuerst wird die Ergebnisskala des Nomogramms durch eine Gerade approximiert
und durch ein einfaches Verfahren diejenigen Transformationen dieser Geraden bestimmt,
bei welchen der Ausdruck (15), — der dem Umkehrwert des von Pentkovski Skalen-
charakteristik genannten Ausdruckes éhnlich aufgebaut ist, und der nur von der Dich-
tigkeit der Skala abhéingt — seinen Minimum gut anniahert. Wir erhalten dadurch eine
Auskunft iber dem unendlich fernen Punkt der Bildgerade entsprechendem Punkt W.

2. Der Wert des Ausdruckes (16) héngt im Allgemeinen nur von den geometri-
schen Eigenschaften der Skalentriger (scharfe Schnitte, Zusammenhang der Skalen,
Abstand der Skalen von einander u. s. w.) ab. Es ergibt sich die Forderung, dass fiir
den endgiltigen Nomogramm der Ausdruck (16) moglichst klein sei. Zur Illustration
wird die optimale Variante einer Fluchtentafel mit drei parallelen, sowie sich in einem
Punkt treffenden geraden Skalentrigern angegeben, wobei die relative Dichtigkeit der
Ergebniss-Skala festgelegt ist.

Im Falle allgemeinerer Nomogramme ldsst sich diese zweite Forderung in die
Sprache der Geometrie nicht so leicht tibersetzen. Hier leistet die Kenntnis tiber die
Anordnung und konvexe Hiille der Skalen eine gute Hilfe. Die bei den obigen Bei-
sp1elen gemachten Erfahrungen sind auch niitzlich.

Bei Konstruktionsverfahren, die aus der sukzessiven Ausfiihrung dieser beiden
‘Schntte besteht, lisst sich die projektive Transformation, die ein gutes Nomogramm
liefert, bei diesem Verfahren mit wenigen Versuchen bestimmen. Zur analytischen
Bestimmung der Transformation dient ein einfaches rechnerisches und konstruierendes
Verfahren, welches von SOREAU [1] publiziert wurde.

Die durchzufiihrenden Schritte benotigen eine geringe Genauigkeit. Mittels der
erhaltenen Transformation lassen sich nédmlich aus den Gleichungen der Skalen des
Ausgangsnomogramms unmittelbar diejenigen des endgiiltigen Nomogramms bestim-
men ; die Genauigkeit der letzten ist praktisch unabhingig von der Genauigkeit der
zwischenliegenden Schritte.

Zur Illustration wird die Konstruktion eines Nomogramm zur Bestimmung der
Waurzeln der kubischen Gleichung durchgefiithrt (vgl: Fig. 22—26.).

In dem von JAnos Czrpszrr geschriebenen Anhang des Artikels findet Besti-
tigung, dass a) die Menge der konvexen Hiillen einer beliebigen Punktmenge hoch-
stens abzdhlbar ist, und b) die Anzahl der konvexen Hiillen von n Punkten (25)
angibt, wo », die Anzahl der auf der Gerade p liegenden Punkte bedeutet, wenn p die
Menge der durch zwei beliebige Punkte des Punktsx stems gelegenen Geraden durchliuft.
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