AZ INVERZ MATRIX ALTALANOSITASAV
EGERVARY JENO

Jelolések
N T e T R oszlopvektorok
R e sorvektorok
&l s n sort és m oszlopot tartalmazo, ,,4ll6" téglalapalaki matrixok (n = m)
n, n,m g
AX o B% o nserd és m oszlopot tartalmazd, ,,fekvé” téglalap alaki matrixok (n <m)
0 m o hem
;& « i% , +.. 1 X m-edrendfi és r-edrangu matrixok
n,m n,m
OlA) e b az A matrix rangja \'
AT S az A matrix determindnsa
E.......o..0s egységmadtrix -

Tudvalevd, hogy altaliban csak kvadratikus, nemszinguldris mat-
rixok inverzérél szokas beszélni. (A nfatrix elemei valés vagy komplex szé-
mok.) Az A matrix inverzét az

AX = XA =E

egyenletek definialjak, s mint ismeretes, az inverz matrix létezésének sziik-
séges és elégséges feltétele : |A| == 0. Felvet6dik marmost a kérdés, miképpen
lehet az inverz matrix fogalméit kiterjeszteni tetsz8leges (téglalapalakii)
matrixokra. Jelen dolgozat célja, hogy egyrészt réviden ismertesse az erre
vonatkozé mar ismert eredményeket, masrészt egy, az invertdlandé matrix
béazisfaktorokra valé bontésan alapulé eljardst adjon az altalinositott inverz
kizarélag raciondlis miiveletek segitségével torténd explicit el6allitésara.

1) Jelen dolgozat a szerzének a Magyar Tudoményos Akadémia Matematikai
Kutaté Intézetében 1956. junius 26-4n elhangzott eléadasat tartalmazza. A dolgozat
anyagénak sajt6 ald rendezésénél jelentds segitséget nyujtott Rozsa PAL, melyért
a szerzd e helyen is koszonetet mond. ’
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316 : EGERVARY JENO

Az inverz matrix fogalmanak téglalapalakd matrixokra valé altalino-
sitdsdval kapcsolatban meg kell kiilonboztetniink egymastél a | fekvd”,
illetve ,,all6”" téglalapalaki matrixokat. Az elébbit jelolje B*, az utébbit C.

Ha o(B*) = r , illetve o(C) = r, vagyis B* sorvektorai, illéi;r:fe C oszlopverl’if
torai linearisan fiiggetlenek, akkor beszélhetiink B* jobboldali, illetve C bal-
oldali inverzérél. Ezeken olyan X, illetve Y* tipusd matrixokat értiink,

(g r,n
amelyek eleget tesznek az alabbi Gsszefiiggéseknek :

B* ] s -

7N nr
X
R E

1)

8 g e

nn nr
C
n,r

Az ily médon értelmezett inverz azonban — a kvadratikus matrix

inverzével ellentétben — nem egyértelm(i. Az irodalomban talalhaték torek-
vések arra vonatkozdan, hogy az egyoldali inverzet valami mdédon egyértel-
miivé tegyék. A. BIJERHAMMAR [1] azt a moddszert ajanlja, hogy az inver-
talandé B* matrixot egy megfelelden véalasztott C* matrixszal egészitsiik
r,n n-—r,n

ki n-edrendfi- nem-szinguldris kvadratikus matrixsza. Legyen egyik ilyen
kiegészitd matrix Cf. Az ily mddon kiegészitett matrix reciprokat az aldabbi
azonossag definidlja :

B [x Y ] E 0
AL n,r. n,n—r. e
C L E

in-r,n n—r,n—r

Az itt szerepld X matrix valéban eleget tesz a
n,r

BECX — b

I, n n;r T F

osszefiiggésnek. A kovetkez6kben megvizsgaljuk,® hogyan valtozik B* inverze,
ha az 6t kiegészité Cf matrixot egy alkalmas €3 matrixszal helyettesitjiik,

Tekintsiikk most a
[B* b ko
ex ey ey -6y

2) A B* inverze ésa kiegészité C* kozti Osszefiiggés megallapitasa Rézsa PAr-
t6l szarmazik. :
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matrix reciprokat. Konnyen belathaté, hogy az, a mér ismertnek tekintett
[X Y] inverz blokkjainak a segltsegevel a kovetkezd patrlclonalt alakban
irhato :

,B*’ -1 ¥ ) o i e
c: ':[X_Y(CzY) € X) . YY) ]

Innen kiolvashaté, hogy ha a Cf és €} matrixok bazisa kozds, vagyis
sorvektoraik ugyanazt a linearis teret fesmtlk fel, akkor hozzajuk a B* mat-
rixnak ugyanaz az X inverze tartozik, kiilénbozé bézistakhoz azonban
kiilonb6z6 inverzek. :

Az egyoldali inverzre kinalkozik egy geometriai meggondoldson ala-
pulé megszerkesztési méd is. Ha az invertilandé B* matrix r-edrangu,

rnn
akkor minden, erre nem perpendikuldris r-dimenzids térben egy és csakis
egy olyan vektorrendszer van, amelynek a matrixa B* jobboldali inverze.

Induljunk ki ugyanis egy tetszéleges M matrixbol, amely csupan a | B* M[ =0
r,n

osszefiiggésnek tesz eleget, vagyis M oszlopvektor-tere nem pelpendlkula-
n,r
ris B* sorvektor-terére (vagy masképpen :  az M matrix oszlopvektorai
rnn or
altal meghatarozott hipersik nem merdleges a B* sorvektorai altal jellem-
r,n

zett hipersikra). Bebizonyitjuk a kovetkezd tételt.
1. tétel: Az r-edrangid B* matrianak minden olyan r-dimenzids hiper-

rhn
sikban, amely a B sorvektorar daltal felfeszitett hiperstkra nem perpendikuldris,

n,r
eqy ¢és csakis egy jobboldali inverze van. Ha ezt a hiperstkot az M matriz oszlop-
vektorav feszitik fel, akkor az ezem hipersik dltal egyértelmiien meghatdrozott
jobboldali inverz
(2) X =M (B* M)’

nr T e R 4
alakban allithato elo.
Az, hogy (2) jobboldali inverz, trivialisan kovetkezik a
B*{M (B* M) '} = E

r,n nrrnnr

-

azonossagbol. Tovabba az, hogy t6bb inverz az M hipersikban nines, kovet-

kezik onnan, hogy M valamennyi tébbi oszlori)’lr)ézisa, MT alakban allit-

hat6 el6, ahol |T| 7£n0r, és G
X=MT(B*M T)'=M (BxM)"’

n,r 5 25 i g% B Py ST 7% 4 T b s W

nem fiigg a T matrixtol.

A kapott eredmény geometrlaﬂag a kovetkezSképpen interpretalhato :
B* linearisan fiiggetlen b%, b%, ..., b¥ sorvektorai kifeszitenek egy r-dimen-

;i%s hipersikot. Egy erre nem perpendikularis, de egyébként tetszileges -

r-uu&m

4ﬁmw
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— az M matrix oszlopai 4ltal meghatarozott -dimenzi6s hipersikban kere-

siink oigrra,n Xy, Xy, .. -, ®, vektorokat, amelyek eleget tesznek a bj x; = Jj;
osszefiiggésnek. Az igy nyert X = [a;, ..., @, ] matrix az adott B* jobb-

n,r y rn
oldali inverze. A mondottak illusztraldsira szolgdljon az 1. dbra, amely a
b* és b} vektorok altal kifeszitett B* sikra nem merdleges M sikban szem-
lélteti a fenti kovetelményeket kielégité ax, és x, vektorokat :

bfax, =1
bfx; =0
hia, =90
byx, =1

Az eddigiekben feltételeztiik, hogy az invertilandé B* matrix sorai

r,n
linedrisan fiiggetlenek, azaz B* rangja r. Ekkor, mint littuk, létezik jobb-
oldali inverz. Ennek megfeleléen a € matrixnak baloldali inverze 1étezik.

n,r

Ezeket az (1) Osszefiiggések definialtdk. A nemszinguliris n-edrendfi A
matrix invertdlisa olyan inverzet szolgaltatott, amellyel barmelyik oldalrél
szorozva az A matrixot, az n-edrend@i E egységmatrixot kaptuk. A kovet-
kez6kben azt vizsgiljuk meg, miként lehet az inverz matrix fogalmét tefsz6-
leges matrixokra altalanositani. Mivel az E egységmatrix a P2 = P egyenlet
egyetlen nemszinguldris megolddsa, és mivel szinguldris matrixtél nem is
varhaté, hogy az inverzével szorozva nemszinguldris matrixot adjon, tehat
az altalanositott invertalas vizsgilatanal az egységmatriznak, mint az egyetlen
n-edrangd, nemszinguldris projektornak a szerepét az m-dimenzids térben red-
rubdzzuk az n-edrendt, de tetszbleges r-edrangi szinguldris projektorokra, és
az dltaldnositott invertdlds esetében azt kivdnjuk, hogy az adott matriz az & inver-
zével bdrmelyik oldalrdl szorozva egy wvele megegyezd rangi projektort cred-
ményezzen. Kz a kovetelmény a fenti invertdldsnal automatikusan ki van
elégitve. A (2) Osszefiiggés felhaszndldsdval ugyanis

M(B*M) 'B*.M(B*M) 'B* =M (B* M) 'B*,
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azaz x
A (XB*)" = XB*
adddik, ahol X jelenti az adott B* matrix jobboldali inverzét.

Miel6tt tetszOleges matrix inverzének a mondottak alapjan térténd
eldallitisara ratérnénk, réviden ra kivinunk mutatni a projektor-matrixok’
néhdny fontos tulajdonsagara és ezek szerepére bizonyos egyenletrendszerek
megoldasanal. Tekintsiik a

(3) ey

inhomogén linedris egyenletrendszert, amelynek egyiitthaté-matrixa r-edragu
projektor. A (3) egyenletrendszer altalinos megolddsdt, mint ismeretes, a
homogén egyenlet altalinos a; megoldisinak és az inhomogén egyenlet
egy partikularis a, megodisidnak Osszege szolgaltatja. Az el6bbit a projek-
tor-matrixok :

r R=r ;
P@E —P)=0

definialé egyenenletének alapjan

n—r
x,=(E—-P)t
alakban kapjuk, ahol ¢ tetszéleges elemekkel biré paramétervektor, E — P

pedig (n — r)-edrangt projektor-matrix. Ugyanis, mivel Gsszeg rangja nem
nagyobb az egyes tagok rangjainak oOsszegénél,

o(E) =n < o(P) + o(E — P) ,

tovabba mivel két matrix szorzata csak akor lehet 0, ha rangjaik Gsszege
nem nagyobb a kozos rendszamnél, azaz

o(P) +o(E -P)<n ,
tehat
: oE—-P)=n—1r.

‘ Az inhomogén egyenlet egy partikuldris megoldédsat pedig, mivel
PPx = Px, tovibbid Px — b miatt

(4) - Pb=0>,
x, = b szolgaltatja, a (4) egyenlet pedig egyuttal azegyenletrendszer meg-
oldhatésagat biztosité kompatibilitasi feltétel. A (3) egyenlet megoldasat

tehdt — a (4) Osszefiiggés teljesiilése esetén —

x=E-P)t+ b
alakban nyerjiik.
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Térjiink most vissza eredeti feladatunkhoz: meghatarozzuk tetszo-
leges r-edrangtt matrix inverzét, annak a kovetelménynek a kihasznalasaval,
hogy ha az adott matrixot barmelyik oldalrél megszorozzuk az inverzével,
r-edrangi (szinguldris) projektort kapunk. Az inverz matrixnak racionalis
miiveletekkel valé explicit eldallitisa az adott matrix bézisfaktorokra vald
bontasa ([2], [3]) altal valik lehet6vé. Barmely matrix ugyanis — lénye-
gében — egyértelmiien felbonthaté olyan két tényezl szorzatara, amelyek
koziil a baloldali balrél, a jobboldali pedig jobbrél invertalhaté. Az altalano-
sitott inverz matrix elGallitdsara érvényes a kovetkezd tétel :

.
2. tétel: Ha az adott r-edrangd A matrix bazisfaktorokra bontott alakja :

n,m
(5) ‘ A=A, A7
n,.m - n;rrin
akkor az
r ro\2 r r
(6) A ] == A K
n,m m,n nm mn
wlletve
r ro\2 r r
(6") X A l=X:A
mn n,m m,n n,m

dsszefiggéssel definidlt r-edrangd X inverz matriz

(7) X—0Q (A* Q)" '(P* A)'P*—Q(®* A Q) 'P*

m,n m,r r,m m,r 0 R (N r,n Mo lo: T T T L SIS ST

alakban dllithato eld, ahol Q és P* tetszbleges, csupdn az |A$Q| 0, [P*A,| 0
feltételeket kielégité matrix.
. Bizonyitas:

r
Legyen a keresett X inverz matrix bazisfaktorokra bontott alakja
m,n

(8) A G i

(20 1 TN, (0 o 3
Ekkor az (5) és (8) Osszefiiggéseket behelyettesitve (6)-ba, azt kapjuk, hogy
AATX  XFA ATX, XF=A AFX, XT .

r
Tekintettel arra, hogy A, oszlopai és X% sorai linearisan fiiggetlen vektorok,
n,r r,n

3 r r
tehat A; balrél, X% pedig jobbrél invertdlhato,
rn

n,r
(9) (AF X)) (XFA) (AT X)) = AT X,
adodik. Hasonléképpen, ha a (6”) definidlé egyenletbdl indulunk ki, az
(%) (X3 A) (AF X)) (X3 A =XF A,




AZ INVERZ MATRIX ALTALANOSITASA 321

Osszefiiggésre jutunk. Mivel tovabba A¥X,, valamint X% A, r-edrendii
nemszinguldris kvadratikus matrixok, tehat a (9) és (9") Osszefiiggésekbol

r r )
(x;" A, || Az x E
Tyt AT ' m
adodik.
Legyen
8 L2 r ¥ [ 3 £
% £ “ % -1
X Ar=Ta s Ay X =T
ka5 2 e 191 2 L 3 Pt MyT Iyh
azaz

X} (4T =E, illetve (TA})X,=E,

ahol T egyeldre ismeretlen r-edrendii nem-szinguldris kvadratikus matrix.
Itt X¥ mint A T-1' baloldali, illetve X; mint TA% jobboldali inverze, az
1. tétel alapjan

= (PYAT )
= Q(TA} Q) '

alakban irhat6 fel, ahol P* és Q tetszoleges csupdn a [P*A,| £ 0, illetve
|A3 Q[+ 0 feltételeknek eleget tevé matrixok. Fzzel a keresett inverz mat-
rixra a (7) kifejezést kapjuk, s mint lat]uk az inverz a T matrix valasztasa-
t6l fiiggetlen. Legyen T —=E, ekkor X% nem més, mint A; baloldali, X,
pedig A, jobboldali inverze.

Mfenti elGallitas az altalanositott inverzre még tavolrél sem ad egy-
értelm{i megoldast, mégpedig azért nem, mert maga az egyoldali inverz —az
1. tétel értelmében — csak annyiban egyértelmii, hogy minden olyan M
hipersikban, amely nem perpendikularis az adott B* matrix sorvektorai
altal kifeszitett r-dimenzids hipersikra, egy és csakis egy inverz létezik. Az
egyoldali inverz fogalmat — és ezzel most mar az altalanositott inverz fogal-
mat is — teljesen egyértelmiivé tudjuk tenni, ha a fent emlitett M hipersi-
kot egybeejtjiik az adott B hipersikkal, vagyis az inverz matrixot az inver-
talandé matrix sajatvektor-tereiben keressiik. Ebben az esetben az altala-
nositott inverzre a (7) osszefiiggésb6l — mivel most Q = A, és P* = AF —

a kovetkezo kifejezést nyerjiik :

illetve

(10 X—A,(AFA) “(A¥A)'AF = A, (AF AA,) 'AY .

Az altalanositott inverz matrixnak ily médon adédé specialis esete
azonos azzal az R. PENROSE dolgozatdban [4] szerepl6 inverzzel, amely-
hez a szerz6 a kivetkezd négy feltételbdl kiindulva jut el:

AXA =A , (AX)* = AX ,
XAX =X, (XA)* = XA .

Az idézett dolgozatban azonban az inverz matrix megszerkesztéséhez
az invertdlandé matrix spektralfelbontasanak az ismerete sziikséges, szem-
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ben az altalunk javasolt és az adott matrix bazisfaktorokra valé bontdsan
alapulé eljarassal, ami kizarélag raciondlis miveletek elvégzését teszi sziik-
ségessé.

Végiil megmutatjuk, hogyan hasznalhaté fel az altalanoswott inverz-

fogalom linedris egyenletrendszerek megoldasara. Legyen Aw = b az adott
n,m
egyenletrendszer. Tekintsiik el6szor az

homogén’ egyenletet. Az inverz matrix (10) alaka eldéallitasabél kozvetleniil
adodik, hogy

r r r
n,m m,n n,m n,m

(Ez az Osszefiiggés egyébként megegyezik R. PuENrROSE [4] dolgozatdban
szerepld elsé feltétellel.) Ugyanezt

il £5%4]
nm\mm mnn,m
alakban is felirhatjuk, és mivel XA 7-edrangli projektor, E — XA pedig
(m — r)-edrangl projektor, a (11) egyenlet altalanos megolddsa
L
= (E — XA)t

ahol ¢ tetszoleges paramétervektor.
Az adott 1nhom0gen egyenlet egy partikuldris a, megoldasat pedig,
mivel AXAx = Ax, és Ax = b miatt

(12) AXB b

x, — Xb szolgltatja. A (12) egyenlet egyittal az adott egyenletrendszer
megoldhatésigat biztosité kompatibilitasi feltétel.

Ezzel bebizonyitottuk a tetszoOleges egyiitthaté-matrixszal biré linedris
egyenletrendszerek altaldnos megoldasianak explicit elballitdsara vonatkozé
kovetkezo tételt :

T R r
3. tétel: Ha A = A, A} az egyitthatématrixz bdazistényezbkre bontott
n,m H;rr, m
‘alakja, akkor az dltaldmositott inverze (¢ PENROSE-féle eztelembmz )

e Az(A;" A Ag\J—lA";.
m, 7oA T\ N k7R Tl
Ha tovdabba teljesil az
AATYb=0
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kompatibilitast feltétel, akkor az
<
Anae=0
n,m
inhomogén linedris egyenletrendszer daltaldnos megolddsdt
x=E-A"PA)Et+ATVb

kifejezés szolgdltatja, ahol T tetszileges elemti paramétervektor.
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OBOBIIEHUE OBPATHON MATPUIIbI
J. EGERVARY

Pe3siome

" OcHoBHAs 11€JIb ABTOpPA B HAcTosmeil padore AaTh TAKOW CIOCOO HAX0XIeHust 0000-

* ILIeHHOI 00paTHOM MaTpPHIbl, OCHOBAHHBINA HA PA3JI0YKEHUM JaHHOW MaTpuIlbl HA 0A3UCHBIE MHO-

sxucrenu ([2] [3]) koropslit Tpedyer b panpoHaabHbie 1eiicTBusl. VI3 pesynbTaTa aBTopa B Kaue-
CTBE CHELMAJIBHOTO clyuast nmojyyaercsi gurypupyiomast B padore [4] PENROSE 0000meH-
Hast oOpatHast marpuna. Padora mcxoqur u3 00pPATHMBIX ¢ OJAHOM CTOPOHBI MATPHULL, JUIS HX
00pATHBIX MATPHIL JIACT 1 I'€OMETPHYECKYI0 WHTEPIIPETAIIo, 3aTEM IOCTeNEHHO IMEPEeXOIUT K
onpenesnennio 0000menHoi obpaTnoif marpunsl 000 MaTpuiibl, C nmomompio 0000IHeHHOIT
00paTHOI MaTPUILI MOKET ObITH JAHO SIBHOE ITPE/ICTABIEHHE YCIIOBMS PAa3peIiuMOCTH HEO/HO-
PO/HOM JIMHEIHON cuCcTeMbl ypaBHEHuil n ee odmero pemenust. Kartomy otHocnTCst Teopema 3
paGoTs : :
Ecir A = A, A} ectb pasnojkennast Ha GA3UCHBIE MHOYMITEH (OPMA MATPHIBI KO3(-
¢unuenTos, To ee oOpartnas (B cMbicie PENROSE) marpuna

ATD = A, (A¥AA,) 'A% .
Ecim, ,{anee, BBUTOJIHSIETCST YCI10BUE DPa3pemmuMocTH
AV —p
T0 ofuiee pemenne HeOBHODO,ﬁHOﬁ JIMHEHHOM CHCTEMBl ypaBHEHHM
Ax=0>b
x=E-—ATDA) £+ ADp |

rae € 000 BEKTOP MapamerTpos,

2

b AL D

]
"
|
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ON A GENERALIZED INVERSE FOR MATRICES
J. EGERVARY

Summary

The main purpose of the author is to give a method in this paper, founded on
the basic factorisation of the given matrix,([2], [3]), for the explicit calculation of the
generalized inverse, which involves only rational operations. The result of the author
contains the generalized inverse, occuring in the paper of R. PENROSE [4], as a spe-
cial case. The author proceeds from matrices, invertable from one side, and gives a
geometrical interpretation of the right or left inverse matrix, then he examines the
generalized inverse of any matrix. By the aid of the generalized inverse, the condi-
tion of compatibility of a system of inhomogencous linear equations, further its general
solution may be given in explicit form. These are expressed in Theorem 3 :

If A = A,A} is a basic factorisation of the given matrix, then its generalized
inverse (in the sense of PENROSE, and denoted by A D) may be expressed explicity

ACD — A, (AT AA,) (D AT .
The system of inhomogeneous linear equations
Axr=0>
is compatible if and only if
AATVYp=b
and in this case the general solution is given by
z=E—- ATVt ATV

where t is a parameter-vector with arbitrary elements.
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