
AZ ÁRRENDEZÉS PROBLÉMÁJÁRÓL 

BRÓDY ANDRÁS1) és RÉNYI A L F R É D 

Bevezetés 

Árrendszerünk különféle okok mia t t (a t echn ika i színvonal megvál-
tozása és eltolódása, hosszantar tó árrögzítés, illetőleg egyes terüle teken 
időnként végreha j to t t parciális rendezés , különféle egyéb árpol i t ikai intéz-
kedések stb.) nem tük röz i helyesen a népgazdaság tényleges rá ford í tása inak 
a r ánya i t . Ez, t öbbek közöt t , r endk ívü l megnehezít i a számbavétel , tervezés, 
gazdaságossági vizsgálat , á l ta lában a gazdasági élet felmérésének és t uda -
tos i rányí tásának k ibontakozásá t is . Különösen akadályozza azonban ez 
a helyzet az egzakt ma temat ika i módszerek gyakor l a t i a lkalmazását , mivel 
ezek az á rak reális v o l t á t k íván ják meg. Többízben felmerült már , hogy 
„helyesebb" , „ j o b b " á r a k a t kellene kialakí tani , és ezen á l ta lában az t ér tet-
ték , hogy az á rak a rányosak legyenek a vál la la t i önköltséggel. 

Kérdés azonban, hogy ha az á r a k egyszer m á r el torzultak, eltávolod-
t a k a tényleges önköltségtől , akkor hogyan á l l í tha tó helyre az árrendszer 
„egyensúlya" . Mert h i á b a térünk ú g y á t ú j a b b á rakra , hogy az ú j á rak 
k iszámí tásának a l ap ja a régi á rak a lko t t a önköl tség : mivel minden ter-
mék á ra szerepet j á t sz ik egy sor más ik termék önköltségében, az így kialakul t 
á rak i smét eltérnek m a j d az önköltségtől . (I t t i smét e l tek in tünk at tól , hogy 
az á r ak megvá l toz ta tása időben le já t szódó jelenség, és ebben az időben eset-
leg vál tozik a technika i színvonal, a g y á r t o t t vá lasz ték is stb. , és csak egy 
a d o t t pi l lanat helyzeté t rögzítve v e t j ü k fel a problémát . ) 

Kérdés az, hogy ez az eltérés (az ú j árak eltérése az önköltségtől) kisebb-e 
vagy nagyobb az ár rendezés előtti el téréstől, azaz, hogy ismételt árrendezé-
sekkel e l ju tunk-e az önköltséget helyesen tükröző árakhoz — v a g y pedig 
még j o b b a n e l távolodunk tőlük. 

A kérdés t á rgya lásáná l több egyszerűsítéssel, illetőleg abszt rakcióval 
kell é lnünk , ezek a z o n b a n a probléma lényegét n e m érintik. 

1? E g y t e rmék önköltségén átlagos önköltségét é r t jük . (Tehá t h a több 
g y á r b a n á l l í t ják elő és különböző önköltséggel, a k k o r az összes önköltség 
és a t e r m é k mennyiségének h á n y a d o s á t ; u g y a n í g y valamilyen időszak 

1) A Magyar Tudományos Akadémia Közgazdaságtudományi Intézetének mun-
katársa. 
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át lagos önköltségét tételezzük fel. Más összefüggésekben érdekes lebet az 
önköltséget valószínűségi vá l tozónak tekinteni , de jelen p rob l éma szem-
p o n t j á b ó l ez n e m szükséges.) 

2°. Fel tételezzük, hogy a t e r m é k szigorúan megadot t , t e h á t közömbös 
minőségű. 

3? E lhanyago l juk a kereslet és k ínála t h a t á s á t az á r ak ra , azaz felté-
te lezzük, hogy kereslet és k íná la t egyensúlyban van . 

4? Az ob jek t ív ér tékelméletből indulunk ki, azaz fel tételezzük, hogy 
va lamely á ru é r téke az új ra termeléséhez szükséges munkáva l egyenlő, t e h á t 
az előállításához felhasznált hol t és eleven m u n k a összegével. 

5? A beruházások , fe lú j í tások, k a r b a n t a r t á s , rezsi s tb . megtérülésé t 
m i n t árszabályozó tényezőt sz in tén f igyelembn vesszük, oly módon , hogy 
feltételezzük, h o g y meg van adva , hogy va lamely be ruházásnak menny i 
idő a l a t t kell megtérülnie . 

Formai lag a kérdés alábbi t á rgya lása a W . L E O N T I E F ( lásd pl. [ 1 ] és 
[2]) á l ta l bevezete t t , az ekonometr ia i i roda lomban »input-output analízis« 
néven ismeretes és á l ta lánosan e l fogadot t t á rgya lá smódda l azonos, és így 
m a t e m a t i k a i szempontból újszerűségre nem t a r t h a t igényt . A r r a töreked-
t ü n k azonban, hogy ezt az i smer t ma tema t ika i t á rgya l á smódo t az ár ren-
dezés bizonyos problémáira a lkalmazzuk. Ezen kivül e l t é rünk a szokásos 
t á rgya lá smód tó l abban , hogy fel tesszük, hogy az ér ték m u n k a ó r á b a n fejez-
h e t ő ki.2) 

A 2. §-ban röviden k i t é r ü n k a tervezés bizonyos problémáira is. 

1. §. A szukcesszív árrendezés 

Legyen Alt A2, • • • , Am t e rmékeknek egy olyan összessége, amely 
teljes rendszert a lkot , abban az ér te lemben, hogy bármely Ak (le — 1 , 2 , . . . ,N) 
t e r m é k előállí tásához szükséges összes más t e r m é k is szerepel az Alt A2, 
. . ., A/g t e rmékek közöt t . Minden t e rméknek def in iá l juk ( többé-kevésbé 
önkényesen) az egységnyi mennyiségét , ami t a rövidség kedvéé r t „ d a r a b " -
n a k nevezünk. (1 „ d a r a b " nyer so la j lehet pé ldául 1 liter, 1 hektobter ; 1 
„ d a r a b " rádiócső lehet például egy 100 csőből álló sorozat, de lehet 13,4 
cső is.) Tegyük fel, hogy ismeretes, hogy egy „ d a r a b " At előállításához lik 
„ d a r a b " Ak-ra v a n szükség. Jelöl je a, az Ai t e rmék „ d a r a b " - j á n a k 
előállításához szükséges (bru t tó) munkaórák számát , vagyis az t , hogy h á n y 
m u n k a ó r a fekszik egy da rab Ai te rmékben, h a az előállí tásához szük-

2) Munkaórán, különleges szakképzettséggel' nem. rendelkező munkás 1 órai 
munkája értendő (normál munkaóra). Magasabb szakképzettséget igénylő munka ese-
tében 1 órai munka annyi normál munkaórának veendő, ahányszorosa az illető mun-
kás órabére a normál munkát végző munkás órabérének. Ez persze feltételezi a bér-
rendszer reális voltát . 
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séges egyéb termékeket (nyersanyag, áram, szén stb.) mind munkaórára 
számí t juk át . Jelölje b, azt, bogy a szóbanforgó А,- termék egy egységére 
mennyi esik a szóbanforgó te rmék gyártásához szükséges beruházásból, 
illetve a gépi felszerelés karbantar tásából , felújításokból, rezsiből s tb . ; Ъ:  
kiszámítását a következőképpén képzel jük el : Minden beruházásnál meg-
állapítható, hogy menny i idő a la t t kell. megtérülnie, ezután a beruházás 
á tszámítandó munkaórákra , és elosztandó a megtérülési idő a la t t t e rv sze-
rbit gyá r t andó termékekre. A felúj í tás , ka rban ta r t á s , rezsi stb. ugyanígy 
osztandó szét. Nyilvánvalóan fennállnak az 

egyenletek.3) H a b e v e z e t j ü k az a = (ax, re2, .. ., aN), m = (m1, m2, . . ., mN) 
b = (bv b2, . ... bN) és L = [7,7c] jelöléseket (félkövér dült betű vektort , 
félkövér álló betű pedig mátrixot jelöl), akkor (1) a következő alakra 
hozható : 

Az (1), il letve (1') egyenletrendszer megoldása ú t j á n megállapí thatók az а,- 
számok. Az a, szám egy „darab" AL t e rmék valódi ér tékének tekinthető , és 
így egy da rab А,- t e rmék reábs ára a,-vei arányosnak volna veendő. 

Az L mátrixról feltehető, hogy irreducibilis, vagyis a sorok és oszlo-
pok átrendezésével nem hozható 

alakra, aliol L4 és L3 kvadra t ikus mátr ixok, és О csupa 0-ból álló mat r ix .  
Ha ugyanis L ilyen a lakra volna hozható , ahol L4 Ж-edrendű, ez az t jelen-
tené, hogy az első M te rmék előállításához a többi te rmékre nincs szükség, 
tehát akkor az árrendezés céljából szorí tkozhatnánk eleinte az első M ter-
mék ármeghatározására, és azután ezek reális árának (értékének) meghatá-
rozása u t á n á t térhetnénk a többi N — M termék ármeghatározására . 

A jelenlegi ára egy darab A, t e rméknek legyen а(А (i = 1 , 2 , . . . , N). 
Ha a'}' =J= cat (i = 1 , 2 , . . ., N), ahol с á l l andó/akkor az árrendszer irreális. 
Reálisabbá tételére kézenfekvő a következő szukcesszív árrendezés :• Először 
is meghatározzuk a с ál landónak azt az értékét, amely a 

(1) 
A 

(4 = У l i k a k + m, + 6,- ( » = 1 , 2 , . . . , N) 
i= I 

а = L a + m + b . 

kifejezést minimummá teszi. Ennek ér téke nyilván : 
N N 

y a ( f - y / , j a ( f (m. + b,) 

(2) N 

z(m< +b')2 

8) Az ai és m, számok természetesen mind pozitívak, az lik és 6; számok pedig 
nemnegatívak. 
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Legyen m' = c0m és b' = c0 b, ahol c0 a (2) a la t t i á l landó ; legyen to-
v á b b á « (0 ) = (o(

1
0)> a20>> • • • > ®n')> ®s ha tá rozzuk meg az « ( 1 ) vektor t az 

a(i) = LaW + m' + b' 

összefüggésből, és á l ta lában az a(n+1) = (a("+1), a(
2

 + 1), • • • ,a%rU) vektor t az 

(3) a(«+i) = L a(n) + m'.+ b' 

rekurzív összefüggés a lapján . A szukcesszív árrendezés a k k o r eredményes, 
lia a'"' konvergál a c0a vektorhoz , ahol a az (1) megoldása, c0 pedig a (2) á l t a l 
definiált á l landó. Ennek szükséges és elégséges feltétele, m in t ismeretes 
(lásd például [3 ] -a t vagy [4]-e t ) , az, hogy az L matr ix összes sa já té r téke i 
abszolút é r t ékben 1-nél k isebbek legyenek. E g y elégséges, de nem szükséges 
feltétel az i teráció konvergenciá jához az, hogy tel jesül jenek a 

(4) J ( i t < l (» = 1, 2 , . . . , N) 
k=1 

egyenlőtlenségek. 
Bár a (4) feltétel nem szükséges, az egyes te rmékek egységének alkal-

mas megválasz tásával mindig el lehet érni, hogy (4) te l jesül jön, ha L s a j á t -
értékei mind abszolút é r t é k b e n 1-nél k isebbek. Ha ugyan i s az Aj t e r m é k 
egységét m ó d o s í t j u k és Xj (ж, > 0 ; i = 1, 2, . . . , N) régi egységet veszünk 
egy ú j egységnek, az (1) egyenletrendszer a következőképpen módosul : 

N 

(1") a.j = ^ k i k a k + Hí + ß, > 
k^l 

ahol а,- = Xj aazaz egy ú j „ d a r a b " A, va lód i értéke, Álk - ljkxjfxk, /<, = 
— xi m-i, azaz egy ú j „ d a r a b " А,- előállí tásához szükséges net tó m u n k a 
és ßj = Xj bj. А Л — [kik ] ma t r ix sa já té r t éke i természetesen ugyanazok, 
mint az L m a t r i x sa já té r téke i . Annak k imuta tásához , hogy ha L s a j á t -
értékei m ind abszolút é r t é k b e n 1-nél k isebbek, akkor az ж,- számokat lehet 
úgy vá lasz tan i , hogy te l jesül jenek a 

2 4 * < 1 (i = 1, 2 , . . . , N) 
fc= í 

egyenlőtlenségek, szükségünk van F R O B E N I U S következő tételére (lásd : 
(5 ) ) : Egy irreducibilis nemnegatív matrix legnagyobb abszolút értékű saját-
értékei között van egy pozitív sajátérték, amelynek megfelelő sajátvektor koordi-
nátái mind pozitívak. A t é t e l t a mi ese tünkben a lka lmazha t juk , mivel az 
L matr ix irreducibilis és nemnegat ív . 

H a ez a pozitív s a j á t é r t ék gj, és a hozzátar tozó sa já tvektor z = 
= (Zj, z2, • • ., zN), akkor t e h á t 

N 
(5) g1zi = yiikzk (i = 1, 2 , . . . , N) , 
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és így, ha X/rnak az xk = zk értéket választjuk, 

(6) É Xik = 61 (* = 1, 2 , . . . , N) . 
fc= i 

Ha teliát L sajátértékei mind abszolút értékben 1-nél kisebbek, az egyes 
termékek egységének alkalmas megválasztásával elérhetjük, hogy a módo-
sított L-matrix : а Л matrix sorösszegei mind 1-nél kisebbek legyenek 
(sőt, még azt is, hogy mind egyeidők legyenek egymással és a r>i saját-
értékkel). 

A (4) elégséges feltétel tehát az egységek alkalmas megválasztása mellett 
szükséges is a szukcesszív árrendezés konvergenciájához. 

Ha a termelési folyamat rentábilis, akkor nyilván az (1) egyenletrend-
szernek van csupa pozitív számból álló megoldása. K i fogjuk mutatni , hogy 
ez esetben qx < 1, vagyis a szukcesszív árrendezés mindig konvergál. E cél-
ból feltehetjük, hogy az. egységeket már úgy választottuk meg, hogy (5) és 
(6) teljesül, vagyis egyenletrendszerünk 

N 

(1"') a , = Xik ak + Hí + ßi 
fc= i 

alakú, ahol 
N 

(6') (» = 1, 2 , . . . , N) . 
k—í 

Legyen az a1: a2, . . ., aN pozitív számok közül a,0 a minimábs ; nem jelenti 
az általánosság megszorítását, ha feltesszük, hogy i0 = 1. Ez esetben (l")-ből 

N N 
ai = У hk °-k + Pißt > al 2 hk + Bi ßi = c-1 Érí + /rí ßi , 

k=1 ft-I 

és így a x (1 ,— qx) ^ цх ßx > 0. Ez azonban csak úgy lehetséges, h a g 1 < 1, 
mivel ax > 0. Ezzel állí tásunkat bebizonyítottuk. A szukcesszív árren-
dezés tehát mindig konvergál. 

Más kérdés persze, hogy milyen gyorsan konvergál. Minél kisebb qx, 
annál gyorsabb lesz a konvergencia. A konvergencia sebességét igen könnyen 
meg lehet becsülni. E célból be kell vezetni vektorok és mátrixok normájá t . 
Egy U = (íh, У & • • - , Vn) vektor normájá t többféleképpen lehet definiálni. 
Legcélszerűbb a következő normát választani : 

||t/!| == max \yk\ . 
1 S l r S N 

Ha a vektornormát így definiáljuk, akkor egy D = [dik] mátrix normájá t 
a következőképpen definiáljuk : 

N 
IID j = max У [<Z/fc| . 

1 <i£N k= 1 

- A Matematikai Kuta tó Intézet Közleményei I./3. 
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Vektorok és m á t r i x o k n o r m á j á n a k ilyen def iníc iója mellet t , ha újból n<0> 

jelöli a kezdőértékekből álló v e k t o r t , «<n) az i teráció w-edik lépésében n y e r t 
v e k t o r t , a az (1') egyenletrendszernek eleget t e v ő vektort , t o v á b b á « ( 0 ) , edn ) , 
i l le tve a a megfelelő vek toroka t abban az esetben, ha az egyes termékek 
egységeit úgy def in iá l tuk, hogy az (1") és (6') relációk te l jesül jenek, akkor 
m i n t könnyen be lá tha tó , íénnál l az 

(7) lja<"> - all ^ | |« ( 0 ) l | + 
m -

1 
ULI* 

egyenlőtlenség (lásd például : [4] , 122. oldal). Feltéve, hogy az egységeket 
ú g y vá lasz to t tuk meg,hogy az (1" ) és (6') összefüggések tel jesül jenek, J|L|j = p1, 
t e h á t (7)-ből az 

(Г) А") « ^ Ao)< + 
1 - Pi 

egyenlőtlenséget nyer jük . 
Visszatérve az aln> és a vektorokra , a z t kapjuk , h o g y 

(8) ||a<"> - «К ^ C q I , 

ahol а С á l landó értéke a köve tkező : 

G = í l l « ( 0 ) H + 1 ! m + b ! l 

ahol 
1 - Pi 

A 

В 

A = m a x zk és В = min zk . 
1 S d á A Í \ <, к <N 

I t t Zj, z2, . . . , zN a (4) egyenletrendszer megoldását jelöli. 
Lát juk t e h á t , hogy az i teráció konvergenciá jának sebességét qx é r t é -

kétől függően t u d j u k megbecsülni ; ha gx kicsiny, a konvergencia igen gyor s . 
Rendkívü l érdekes a termelési f o l y a m a t ha t á s fokának a fent iekből 

adódó megfogalmazása is, mivel r ámuta t a ha tás fok valódi — áraktól f ü g -
getlen — mélyebb értelmezésére, és megdönt i azt a néze te t , hogy minden 
termelési f o l y a m a t rentábi l isnak tek in the tő megfelelő á r a k mellett . Л f en -
t iek a lapján k ö n n y ű el lenpéldát kons t ruá ln i : tegyük fel , nogy x K W ó 
á r a m előállításához két t o n n a szén kell, egy tonna szén k ibányászásához 
pedig x K W ó á r a m . Ez a termelési f o l y a m a t semmilyen ár mellett s em 
rentábilis, m e r t akárhogy ha tá rozzuk meg az egyik t e r m é k árát , a m á s i k 
t e rmék ára mind ig ennek d u p l á j a lesz — és a szukcesszív árrendezések ese-
t é n az ár rendszer divergál. E n n e k a lapján á l l í tha t juk , h o g y l/£>rgyel bizo-
nyos fokig je l lemezhet jük a z á r t rendszer ha tás foká t : m iné l nagyobb 1 jolr 

anná l jobb ha t á s fokú a vizsgál t termelési rendszer. 

2. §. A. tervezés bizonyos problémáiról 

A fen t i ekben tárgyal t ma temat ika i e l j á rás más gazdaság i p rob lémák 
megoldásánál is fe lhasználható, például a tervezés p rob lémájáná l . (Lásd 
pé ldáu l : [6]) . Jelölje q, az A, t e rmékből az országban összesen t e r m e l t 
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mennyiséget egy adot t időpontban (a választot t egységben kifejezve). Ha 
fi jelöli azt, hogy az A, te rmékből mennyi kerül közvetlen felhasználásra 
(„fogyasztásra") , e,- azt, hogy mennyit exportál az ország (az importot i t t 
min t negatív exportot vesszük figyelembe), akkor nyi lván fennállnak a 
következő egyenletek : 

N 
(9) 4i = £ ht Çk + fi + е,- . 

1 

Ugyanis egy egységnyi Ak t e rmék előállításához lki „ d a r a b " А,- termékre 
van szükség, vagyis a termelt A,• -termékekből 

N 

2: ki qk 
к 1 

mennyiség más termékek termelésénél kerül felhasználásra, /, mennyiség 
fogyasztásra, e, pedig exportálásra kerül. Bevezetve а г/ = [qx, q2, • •., c/.v), 
/ц = f j + е., h — (Aj, A,, . . . hN) jelöléseket, (9) a következő alakra hoz-
ha tó : 

(9') q = L*q + h » 

Л (9') egyenletben szereplő L* mat r ix az (l ')-beri szereplő L mat r ix transz-
ponáltja, amelynek sajátértékei természetesen azonosak L sajátértékeivel. 
Ebből következik, hogy a (9') egyenletrendszert is meg lehet iterációval 
oldani. Ha tehát ki akar juk például számítani a népgazdaság fejlesztési 
tervének kidolgozása céljából, hogy mennyivel kell növelni az egyes A, ter-
mékek globális termelését ahhoz, hogy a fogyasztásra, illetve expor t ra kerülő 
termékek mennyisége előírt módon megnövekedjék, vagyis, ha a h vektort 
egy h' vektorral pótol juk, akkor, bevezetve a g<0> = g jelölést, a módosított 
termelési terv meghatározását a következő iterációs eljárással végezhet-
jük el : kiszámít juk egymás u t á n a 

(10) ( /«+i) = L *qw + h' {n = 0 , 1 , 2 , . . . ) 

vektorokat ; lia n —>- со, gin) konvergál a keresett g' vektorhoz. 
Megjegyzendő, hogy a (9') egyenletrendszerből önmagában ((1') figye-

lembevétele nélkül) olyan módon, mint azt (I ' ) esetében t e t t ük , nem 
mindig lehet arra következtetni, hogy L* összes sajátértékei abszolút ér-
tékben 1-nél kisebbek ; ugyanis a fentebb alkalmazott meggondolás csak 
akkor alkalmazható, lia a h vektor elemei pozit ívak. Ha t ehá t v a n a vizs-
gált termékrendszerben olyan A, termék, amelyre h, < 0, vagyis amelyre 
fi + e,- < 0, tehát amelyből t öbbe t importálunk, mint amennyi piacra 
kerül (vagyis az importból fedezzük a teljes belföldi fogyasztást, és ezen-
kívül az import egy része más termékek előállítására lesz felhasználva), 
akkor (9')-ből közvetlenül nem l á tha tó be, hogy L* sajátértékei abszolút 
ér tékben 1-nél kisebbek, és így az sem lá tható be ilyen módon, hogy a 
(10) iteráció konvergál. Mivel azonban az L* ma t r ix (l ')-nek is eleget tesz, 
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tehát az említett feltétel mindig teljesül, és így a (10) iteráció is mindig 
konvergál, még akkor is, lia a h s z á m o k között negatívak is előfordulnak. 

Végül hasonlítsuk össze az ál talunk követett tárgyalásmódot a L E O N -

TIEF-félével (lásd: [1]). Az alapvető eltérés abban áll, hogy mi munkaórák-
ban, illetve termelt árumennyiségben számoltunk, míg L E O N T I E F pénzre 
számolt át minden előforduló mennyiséget. Ennek megfelelően nála (9) he-
lyett a 

(IX) Qt = ^ L I c i Q k + F t + Ei 
1 

egyenletrendszer szerepel, ahol Q, az .A, termékből összesen termelt meny-
nyiség pénzértékét jelöli, ennek megfelelően F/. illetve E, az А,- termékből 
fogyasztásra, illetve expor t ra kerülő mennyiség pénzben kifejezett értékét 
jelölik ; az Lik együt tható azt adja meg, hogy 1 pénzegység értékű Ak ter-
mékre van szükség. Az L,k együt thatók az (l)-ben illetve (9)-ben szereplő 
hk együt thatókkal a következőképpen függnek össze : 

(11) L , k = l f \ 
i 

ahol a , az A, termék egységének ára. pénzegységben kifejezve. Ugyanis 1 
pénzegységnyi А,- termék l/a, egységet tartalmaz, ennek előállításához 11к/а{  
egység kell az Ak termékből, és ennek pénzértéke ,,«,,/«,•. Nyilvánvaló, 
hogy Q = qfLj, F j — / ,« , , Ej — e,«, és Lkl = lkia,jak helyettesítéssel (IX) 
átmegy (9)-be. 

A különbség (9) és (IX) között tehát csak jelölésbeli. Az (1') egyen-
letrendszer LEONTIEFnél az 

N 
(I) а,- = ljkak + m fii -f я,-

fc= 1 

alakban szerepel, aliol a, jelöli az А,- termék egy egységének pénzegység-
ben kifejezett árát. ж, az А,- termék egy egységének előállításához szüksé-
ges (nettó) normál munkaórák számát, o, egy normál munkaóra órabérét 
(a munka »árát«) az illető iparágban és тг, az egy egységnyi A, termékre 
eső profi tot . L E O N T I E F az ( I ) egyenletrendszert természetesen m á s gyakor-
lati célból vizsgálja. Az (I) egyenletrendszer ugyanis lehetővé teszi a kö-
vetkező kérdések meg válaszolását : 

Vizsgáljuk a következő három adatsorozatot (vektort) : 

ct = (ax, a2, . . . , aN) (bérek) , о = (ox, o2 , . . . , oN) (árak) 

л -- (jtj , л2 ,. . . , тру) (profitráták). 

Ha e három adatsor közül kettő adot t , a harmadik (I) alapján meghatá-
rozható, és igy az (I) egyenletrendszer módot ad ezen kapcsolt adatsorok 
összefüggéseinek vizsgálatára és megváltozásuk hatásának előrelátásra. 

(Beérkezett : 1956. VII. 29.) 
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О ПРОБЛЕМЕ'РЕГУЛИРОВАНИЯ ЦЕН 
A. B R Ó D Y и. A. R É N Y I 

Резюме 

Цель работы — применять известный метод „input—output model" от L E O N T I E F 
к некоторыми проблемами регулирования цен. 

Пусть Av Аг, ..., An есть такая совокупность изделий, которая является полной 
системой в том смысле, что все изделия, нужные для изготовления изделия Ак, фигури-
руют среди изделий Alt Аг, ..., An (к = 1 , 2 , . . . , N). Д л я каждого изделия определяется 
единичное количество. Предположим, что для изготовления единичного количества At 
нужно lik единиц изделий Ак (к = 1 ,2 , . . . , N) и mt рабочих часов фактической работы. 
Пусть bi означает возвращение вложения (выраженная в рабочих часов) падающая на 
единицы изделия А/. Пусть а, обозначает всю работу, нужную для производства единич-
ного количества изделия А/, в том смысле, что все другие изделия, нужные для 
изготовления А/, перечисляются на рабочие часы. Введя обозначения а — (а1: а2)..., on), 
ni = (т1, m2l..., m.v), b = (bv 6 2 > . . . , b,v) и L = [lik], очевидно, имеет место система 
уравнений 

( 1 ) L « m + b 

Если другие точки зрения не принимаются во внимание, то, обозначая цену изделия А,-
через ö)0) целесообразно, чтобы было а; 1 - са, (/ = 1, 2 , . . N ) где с > 0 постоянно. Если 
это условие не выполняется, то естественно произвести последовательное регулирование 
цен следующим образом : определяем значение с= с0, при котором выражение 

f N 
ар - hkaP - c(mt + bt) 

к= 1 

принимает свое наименьшее значение и с помощью рекурсивного соотношения 

( 3 ) а("+1) = L av") -f с0 (m + b) (»» = 0, 1, 2 , . . . ) 
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вычисляем векторы e(i), « (a ) , . . . . Спрашивается, стремится ли a(") к c0a, где « вектор, удо-
влетворяющий системе уравнений (1). 

Как хорошо известно (см., например, [3], [4]), для этого необходимо и достаточно, 
чтобы все собственные значения матрицы L были по абсолютной величине меньше чем 1. 
Авторы показывают, что предполагая неприводимость матрицы L, что не является умен-
щением общности, так как означает, что из изделий Аи А2,..., An не может быть выбрана 
полная система изделий с меньшим числом элементов, из предположения, что пи > О 
(»"= 1 , 2 , . . . , N) и все компоненты вектора «.решающего систему уравнений (1), также 
положительны (а/ > 0, i = 1 , 2 . . . , N), что также является естественным предположе-
нием, в силу одной теоремы F R O B E N I U S (СМ., например, [ 5 ] ) , следует, что все соб-
ственные значения матрицы L по абсолютной величине меньше чем 1 и поэтому «(") —> с0 «, 
при п —» оо. Быстрота сходимости зависит от наибольшего по абсолютной величине поло-
жительного корня матрицы L ; его обратная величина характеризует эффективность 
исследуемой системы производства. 

ON T H E R E G U L A T I O N OF P R I C E S 

A. B R Ó D Y a n d A. R É N Y I 

S u m m a r y 

The paper aims at applying the well-known inpu t -ou tpu t model of L E O N T I E F 
to some problems of price regulation. 

Le t Alt A2, . . . , An be a set of goods, forming a closed system in t h e following 
sense : every good, necessary for tlie p roduc t ion of a n y of the goods considered is also 
contained in the same set of goods. We def ine some uni t of each of the goods. Let us 
suppose t h a t for t he produot ion of a u n i t of Ai lik un i t s of Ak are necessary, fu r ther 
in, hours of effective work are needed. L e t bi denote the r e t u r n of i nves tmen t falling 
on a un i t of A i , t he inves tment being also converted in to working hour s . Let a; 
denote the to ta l a m o u n t of work (counted in hours of work of an unski l led worker 
hours of skilled workers being taken i n to account wi th corresponding weights) neces-
sary for the product ion of one uni t of Ai in the sense t h a t every other good necessary 
for t h e product ion of one un i t of Ai (including re turn of investment) is expressed in 
working hours. Pu t t i ng a = (alt a2,...., o/v), m = (тл, m2,. . ., mjv), b = (bx, b2, ..., бдг) 
a n d L = [lik] we have clearly 

) a = L a + m + b . 

If o ther points of view are not t a k e n in to account , t he price of one u n i t of А/ 
should be propor t ional to a,. If the a c t u a l price of one u n i t of Ai is deno ted by a,-0', 
a n d a;0> = со; (i = 1, 2, . . ., N) wi th a constant с does n o t hold, we m a y think to 
coming nearer to the ment ioned ideal s i tuat ion, by effect ing the following successive 
regulat ion of prices. We determine the value c0 of с so as to minimize t h e expression 

N I N \2 

2 a(i0) - У lik 4 0 ) - C(m; + bi) 
/=1 . k=1 

Afte r this we de termine the vectors a(") = (a f° , a [ " \ . . . , b y t h e follow-
ing recursion : 
(3) «('"+1) = L «(") + c0 (m + b) . 

The question arises whether «(") converges to c0a o r not . The necessary and 
sufficient condition thereof is — as well k n o w n — (see e. g. [3] or [4]) t h a t all 'eigen-
values of the ma t r ix L should lie in t h e in ter ior of the u n i t circle. I t is shown in the 
paper , by using a theorem of F R O B E N I U S (see e. g. |5]) t h a t under some qu i te natural 
supposit ions this condit ion is always satisfied. The supposit ions are as follows : 1? 
The ma t r i x L should he irreducible, which means simply, t h a t the set At, A2, . . ., An 
does n o t contain a closcd subset in the sense defined above ; 2° the n u m b e r s ?n; and a; 
(i = 1 , 2 , . . . , N) should all be positive. Thus under n a t u r a l supposit ions «(") —> c0a. 
Of course the speed of convergence depends on the eigenvalue gx, of grea tes t absolute 
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value of the mat r ix L. The n u m b e r 1 Дз,, may be considered in a certain sense as charac-
terizing the effectiveness of t he system of production considered. 

In § 2 the input-output analysis of the same system of production is considered, 
leading to the system of equations 

(4) q = L * q + h . 

Here q = (qlt . . ., g,\ ) where qk denotes the amount produced from the good Ak, 
h = (hlt lu, . . ., h,\) where hk denotes the a m o u n t from tho good Ak consumed by 
individual consumers (the expor t is added, impor t substracted f r o m this amount ) and 
L* is the transposed of the m a t r i x L figuring in § 1. I t follows t h a t all eigenvalues of 
the matr ix L* (these being identical with the eigenvalues of t h e matrix L) a re lying 
in the interior of the uni t circle, which can he deduced f r o m (1), more easily than 
f rom (4). 
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