AZ ARRENDEZES PROBLEMAJAROL
BRODY ANDRASY és RENYI ALFRED

Bevezetés

Arrendszeriink kiilonféle okok miatt (a technikai szinvonal megvél-
tozédsa és eltolodisa, hosszantarté arrogzités, illetGleg egyes teriileteken
idénként végrehajtott parcidlis rendezés, kiilonféle egyéb arpolitikai intéz-
kedések stb.) nem tiikrozi helyesen a népgazdasag tényleges raforditasainak
aranyait. Ez, tobbek kozott, rendkiviil megneheziti a szambavétel, tervezés,
gazdasdgossagi vizsgalat, altaliban a gazdasagi élet felmérésének és tuda-
tos iranyitasanak kibontakozisit is. Kiilonosen akadalyozza azonban ez
a helyzet az egzakt matematikai médszerek gyakorlati alkalmazasat, mivel
ezek az arak realis voltdt kivinjak meg. T6bbizben felmeriilt mar, hogy
,,helyesebb’, | jobb” arakat kellene kialakitani, és ezen altalaban azt értet-
ték, hogy az arak ardnyosak legyenek a véllalati onkoltséggel.

Kérdés azonban, hogy ha az arak egyszer mar eltorzultak, eltavolod-
tak a tényleges Onkoltségtol, akkor hogyan allithaté helyre az drrendszer
egyensulya”. Mert hidba térink dgy at Gjabb arakra, hogy az Gj arak
kiszamitasanak alapja a régi arak alkotta ©nkoltség: mivel minden ter-
mék ara szerepet jatszik egy sor masik termék 6nkoltségében, az igy kialakult
arak ismét eltérnek majd az onkoltségtol. (Itt ismét eltekintiink attdl, hogy
az arak megviltoztatiasa idében lejatsz6dé jelenség, és ebben az idGben eset-
leg valtozik a technikai szinvonal, a gyartott vélaszték is stb., és csak egy
adott pillanat helyzetét rogzitve vetjik fel a problémat.) :

Kérdés az, hogy ez az eltérés (az 4j adrak eltérése az onkoltségtdl) kisebb-e
vagy nagyobb az arrendezés elGtti eltéréstdl, azaz, hogy ismételt arrendezé-
sekkel eljutunk-e az onkoltséget helyesen tiikroz6 arakhoz — vagy pedig
még jobban eltavolodunk toliik.

A kérdés targyalasanal tobb egyszertisitéssel, illetleg absztrakcidval
kell élniink, ezek azonban a probléma lényegét nem érintik.

17 Egy termék onkoltségén dtlagos onkoltségét értjiik. (Tehat ha tobb
gyarban allitjak elé és kiilonboz6 onkoltséggel, akkor az Osszes Onkoltség
és a termék mennyiségének hinyadosat; ugyanigy valamilyen idészak

1 nA vMagyar Tudoméanyos Akadémia Kozgazdasagtudoméanyi Intézetének mun-
atarsa.
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atlagos onkoltségét tételezziilk fel. Mas Osszefiiggésekben érdekes lehet az
onkoltséget valoszinfiségi véaltozénak tekinteni, de jelen probléma szem-
pontjabél ez nem sziikséges.)

27 Feltételezziik, hogy a termék szigoriian megadott, tehdt kozémbos
mindségi.

37 Elhanyagoljuk a kereslet és kindlat hatisit az arakra, azaz felté-
telezziik, hogy kereslet és kindlat egyensilyban van.

47 Az objektiv értékelméletbdl indulunk ki, azaz feltételezziik, hogy
valamely aru értéke az tjratermeléséhez szitkséges munkdval egyenld, tehat

7”7

az eloallitdsahoz felhasznalt holt és eleven munka Osszegével.

57 A beruhdzisok, felujitdsok, karbantartds, rezsi stb. megtériilését
mint arszabalyozé tényezdt szintén figyelembn vessziik, oly mdédon, hogy
feltételezzilk, hogy meg van adva, hogy valamely beruhdzidsnak mennyi
id8 alatt kell megtériilnie.

Formailag a kérdés aldbbi targyaldsa a W. Luontier (lasd pl. [1] és
[2]) altal bevezetett, az ekonometriai irodalomban »input-output analizis«
néven ismeretes és altaldnosan elfogadott targyaldsméddal azonos, és igy
matematikai szempontbél Gjszer(iségre nem tarthat igényt. Arra toreked-
tink azonban, hogy ezt az ismert matematikai tdrgyalasmédot az érren-
dezés bizonyos problémaira alkalmazzuk. Ezen kiviil eltériink a szokdsos
targyalasmédtdl abban, hogy feltessziik, hogy az érték munkadraban fejez-
het6 ki.? :

A 2. §ban roviden kitériink a tervezés bizonyos problémaira is.

1. §. A szukcessziv arrendezés

Legyen A4,, 4,, ..., Anx termékeknek egy olyan Osszessége, amely |
teljes rendszert alkot, abban az értelemben, hogy barmely 4, (£ =1,2,...,N)
termék elGallitdsdhoz sziikséges Osszes mas termék is szerepel az A4,, A,

.., Ay termékek kozott. Minden terméknek definidljuk (tobbé-kevésbé
Oonkényesen) az egységnyi mennyiségét, amit a rovidség kedvéért ,,darab’-
nak neveziink. (1 ,,darab” nyersolaj lehet példaul 1 liter, 1 hektoliter; 1
,,darab” radiécsé lehet példaul egy 100 cs6bdl &llé6 sorozat, de lehet 13,4
cs6 is.) Tegyiik fel, hogy ismeretes, hogy egy ,,darab” A; eléallitdsdhoz I
,,darab” A;ra van szikség. Jelolje a; az A; termék ,darab’-janak
elGallitasahoz sziikséges (brutté) munkadrik szamdat, vagyis azt, hogy hany
munkadra fekszik egy darab A4; termékben, ha az elGallitasahoz sziik-

2) Munkadran kiilonleges szakképzettséggel nem rendelkezé munkés 1 orai
‘munkéja értendd (norméil munkaéra). Magasabb szakképzettséget igénylé munka ese-
tében 1 6rai munka annyi normdl munkaéréanak veendd, ahdnyszorosa az illeté mun-

kés 6rabére a normdl munkét végzé munkés érabérének. Ez persze feltételezi a bér-
rendszer redlis voltat.
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séges egyéb termékeket (nyersanyag, dram, szén stb.) mind munkaérara
szamitjuk &t. Jelolje b; azt, hogy a szébanforgé 4; termék egy egységére
mennyi esik a szébanforgé termék gydrtdsdhoz szitkséges beruhazasbol,

illetve a gépi felszerelés karbantartasabdl, felujitdsokbdl; rezsib6l stb.; b;

kiszamitasat a kovetkezSképpeén képzeljiik el: Minden beruhdzdsndl meg-
allapithaté, hogy mennyi id6 alatt kell. megtériilnie, ezutdn a beruhdzas
atszamitandé munkadrakra, és elosztandé a megtériilési id6 alatt terv sze-
rint gydrtandé termékekre. A felujitds, karbantartds, rezsi stb. ugyanigy
osztando szét. Nyilvanvaléan fennallnak az

(1) a,:\lm(lk—{—m,-‘}-b[ (’&=1, 2,,N)
o |

egyenletek 3 Ha bevezetjiik az @ = (ay, g, e an), m = (my, my, ..., my)

B—(b b by) és L = [l ] jeloléseket (félkovér diilt betli vektort,

félkovér allé beti pedlg matrixot jelol), akkor (1) a kovetkezd alakra
hozhaté :

@ a=Lat+tmi+b.

Az (1), illetve (1”) egyenletrendszer megoldasa dtjan megéllapithaték az a;
szdmok. Az a; szdm egy ,,darab”’ A; termék valddi értékének tekinthetd, és
igy egy darab A4; termék realis 4ra a,-vel ardnyosnak volna veendd.

Az L matrixrél feltehets, hogy irreducibilis, vagyis a sorok és oszlo-
pok atrendezésével nem hozhatd :

L, O

1=[n g,

alakra, ahol L, és L, kvadratikus matrixok, és O csupa 0-b6l 4116 matrix.,

Ha ugyanis L ﬂyen alakra, volna hozhatd, ahol L, M-edrendfi, ez azt jelen-

tené, hogy az els6 M termék eléallithsahoz a tobbl termékre nincs sziikség,

tehat akkor az érrendezés céljabol szoritkozhatndnk eleinte az elsG M ter-

mék drmeghatarozasara, és azutan ezek redlis ardnak (értékének) meghatd-
rozasa utdn attérhetnénk a tébbi N — M termék drmeghatdrozasara.

A jelenlegi dra egy darab A; terméknek legyen a'® (2 =1,2, ..., N).
Haa® £ca; 6=1,2,...,N), ahol ¢ allandé, akkor az arrendszer irrealis.
Rehlisabbé, tételére kézenfokvs a kovetkezd szukeesszi drrendezés : Elbszor
is meghatarozzuk a ¢ allandénak azt az értékét, amely a

N
=
=1 i
kifejezést minimummé teszi. Ennek értéke nyilvéan :

N N
) (a(?‘ = 'l a(ﬂ)] (mi+by)
(2) x 00 = =1 el ﬁll\;:l___“___v A
D (mi + b;)?

1=1

N _ 2
aP — >y af® — ¢ (my+ bi))
f={] 7

3) Az a; és m; szdmok természetesen mind pozitivak, az ik és b; szdémok pedig
nemnegativak.

s
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Legyen m’ = c¢gm és b’ = ¢, b, ahol ¢y & (2) alatti allandé ; legyen to-
vabbd a® = (a{V, af?, ..., af}’), és hatarozzuk meg az a'V vektort az

av) =La©® +m' + b’
Osszefiiggésbél, és altaldban az @™t = (a@*D, aG+D, .. ,a"") vektort az
(3). - ath) =La™ +m’ + b’

rekurziv Osszefiiggés alapjan. A szukcessziv arrendezés akkor eredményes,
ha a™ konvergal a c,a vektorhoz, ahol @-az (1) megoldasa, ¢, pediga (2) altal
definialt alland6. Ennek sziikséges és elégséges feltétele, mint ismeretes
(ldsd példaul [3]-at vagy [4]-et), az, hogy az L matrix Osszes sajitértékei
abszolit értékben 1-nél kisebbek legyenek. Egy elégséges, de nem sziikséges
feltétel az iteracié konvergencidjihoz az, hogy teljesiiljenek a

S
) S S
i

egyenlitlenségek. :

Bar a (4) feltétel nem sziikséges, az egyes termékek egységének alkal-
mas megvalasztisival mindig el lehet érni, hogy (4) teljesiiljon, ha L sajat-
értékei mind abszolit értékben 1-nél kisebbek. Ha ugyanis az 4; termék
egységét médositjuk és z; (; > 0; ¢ = 1,2, ..., N)régi egységet vesziink
egy 1j egységnek, az (1) egyenletrendszer a kovetkezSképpen modosul :

N
(1) a;= NAgog+ pi + Bi ,

k=1
ahol a; = x; a;, azaz egy 14j ,,darab” A; val6di értéke, Ay = Ly xifxy, pi =
— x; m;, azaz egy uj ,darab” A, el6allitisihoz sziikséges netté munka
és Pi=wa;b;. A A = [Ay;] matrix sajatértékei természetesen ugyanazok,
mint az L matrix sajatértékei. Annak kimutatdséhoz, hogy ha L sajit-
értékei mind abszolit értékben 1-nél kisebbek, akkor az x; szamokat lehet
ugy véalasztani, hogy teljesiiljenek a

N
i<l kNG e
k=1

egyenlStlenségek, sziikségiink van FroBENIUS kivetkezs tételére (lasd :
[6]): Egy irreducibilis nemnegativ matriz legnagyobb abszolut értékii sajdt-
értékei kozott van egy pozitiv sajdtérték, amelynek megfelels sajatvektor koordi-
ndtdi mind pozitivak. A tételt a mi esetiinkben alkalmazhatjuk, mivel az
L matrix irreducibilis és nemnegativ.

Ha ez a pozitiv sajatérték o,, és a hozzatartozé sajatvektor z =
= (21,29, .- -, 2n), akkor tehit ;

" :
(5) gizi= bz Gt 2 0,

k=1
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és igy, ha x;-nak az x, = 2, értéket valasztjuk,

N
(6) ' ik = 0, (=1, 2,..., N).

k

Il

Ha tehat L sajatértékei mind abszolit értékben 1-nél kisebbek, az egyes
termékek egységének alkalmas megvalasztisaval elérhetjiik, hogy a modo-
sitott L-matrix: a A matrix sordsszegei mind 1-nél kisebbek legyenek
(s6t, még azt is, hogy mind egyenlSk legyenek egymadssal és a o, sajit-
értékkel).

A (4) elégséges feltétel tehat az egységek alkalmas megvilasztasa mellett
szitkséges is a szukcessziv arrendezés konvergenciajahoz.

Ha a termelési folyamat rentdbilis, akkor nyilvan az (1) egyenletrend-
szernek van csupa pozitiv szambdl all6 megoldasa. Ki fogjuk mutatni, hogy
ez esethben o, < 1, vagyis a szukcessziv arrendezés mindig konvergal. E cél-
bél feltehetjiik, hogy az egységeket mar tgy valasztottuk meg, hogy (5) és
(6) teljesiil, vagyis egyenletrendszeriink

N
(1) o ZRZI ik e + i + P
alakd, ahol
N .
(6) 2}%[{:@1 (Z:l, 2:"'7N)'
Legyen az a,, a,, ..., ay pozitiv szamok koziil a;, a minimélis ; nem jelenti

az altalanossag megsaorltasat ha feltessziik, hogy zo — 1. Ez esethen (177)-bol

N

N
= W\ 4
ay = ’%11/;0-1;4—/11/)’1 2oy Ayt mpby=ai01+mp; ,

és igy a, (1 — o) = uy f; > 0. Ez azonban csak gy lehetséges, hap, < 1, .
mivel o, > 0. Ezzel allitdsunkat bebizonyitottuk. A szukcessziv arren-
dezés tehat mindig konvergal.

Més kérdés persze, hogy milyen gyorsan konvergal. Minél kisebb g,
annal gyorsabb lesz a konvergencia. A konvergencia sebességét igen konnyen
meg lehet becsiilni. E célbdl be kell vezetni vektorok és matrixok normajat.
Egy y = (y1, Y5, ..., yn) vektor normajat tobbféleképpen lehet definidlni.
Legcélszertibb a kovetkez6 normat véalasztani :

Uy“— max |y .
k=N

Ha a vektornormat igy definialjuk, akkor egy D = [d;; ] matrix normajat
a kovetkezGképpen definialjuk :

N
D] = max >'|du] .
1Zi<N k=1

2 A Matematikai Kutato Intézet Kozleményei 1./3.
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Vektorok és matrixok norméjanak ilyen definiciéja mellett, ha Gjbél a®
jeloli a kezd8értékekbdl dll6 vektort, a™ az iterdcié n-edik lepésében nyert
vektort, @ az (1) egyenletrendszernek eleget tevl vektort, tovabba e, (™,
illetve e a megfelelé vektorokat abban az esetben, ha az egyes termékek
egységeit gy definialtuk, hogy az (1”) és (6”) relacidk teljesiiljenek, akkor
mint kénnyen belathaté, fennall az

by
s ||L'ﬂ)”"“'

egyenlGtlenség (lasd példaul : [4], 122. oldal). Feltéve, hogy az egységeket
ugy valasztottuk meg, hogy az (177) és (6”) 6sszefiiggések teljesiiljenek, ||L|| = gy,
tehat (7)-bol az

(P le® — e < (Ha(o)“ 4 e +f|l]

(7) la®™ — a]| < (namu +

egyenldtlenséget nyerjik.
Visszatérve az a™ és a vektorokra, azt kap]uk hogy

(8) : |a™ — a|| < Og7 ,

ahol a O 4allandé értéke a kovetkezd :

O (0)‘I+\lm+ bl\ ’
1— o0 B
ahol
Ar=ranax -z ce8 e B == amy e
1<k<N 1<k<N
Itt 2, 25, ..., 28 & (4) egyenletrendszer megoldasat jeloli.

Latjuk tehat, hogy az iteracié konvergencidajanak sebességét o, érté-
kétol fiiggben tudjuk megbecsiilni ; ha p; kicsiny, a konvergencia igen gyors.

Rendkiviil érdekes a termelési folyamat hatésfokanak a fentiekbdl
adédé megfogalmazdsa is, mivel ramutat a hatésfok valédi — araktol fig-
getlen — mélyebb értelmezésére, és megdonti azt a nézetet, hogy minden
termelési folyamat rentdbilisnak tekinthet6 megfelel drak mellett. A fen-
tiek alapjan konnyt ellenpéldat konstrualni: tegyiik fel, nogy » KWé
aram eldallitasahoz két tonna szén kell, egy tonna szén kibanyaszasihoz
pedig *+ KW6 aram . Ez a termelési folyamat semmilyen ar mellett sem
rentabilis, mert akarhogy hatarozzuk meg az egyik termék arat, a masik
termék ara mindig ennek dupldja lesz — és a szukcessziv arrendezések ese-
tén az adrrendszer divergal. Ennek alapjan allithatjuk, hogy 1/o,-gyel bizo-
nyos fokig jellemezhetjitkk a zart rendszer hatasfokat : minél nagyobb 1/o,,
annal jobb hatasfoki a vizsgalt termelési rendszer. '

2. §. A tervezés bizonyos problémairol

A fentiekben targyalt matematikai eljards mdas gazdasigi problémik
megoldasanal is felhasznalhato, példaul a tervezés problémajanal. (Lasd
példaul : [6]). Jelolje ¢; az A; termékbdl az orszigban Osszesen termelt
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mennyiséget egy adott idépontban (a valasztott egységben kifejezve). Ha
fi jeloli azt, hogy az A; termékbdl mennyi keriil kozvetlen felhasznalasra
(,,fogyasztasra’), e; azt, hogy mennyit exportal az orszag (az importot itt
mint negativ exportot vessziik figyelembe), akkor nyilvan fennallnak a
. kovetkezs egyenletek :

N
(9) QizzlkiQk+fi+6i :
> k=1 3

Ugyanis egy egységnyi A, termék elGallitasdhoz I, ,darab” A; termékre
van szilkség, vagyis a termelt A;-termékekbdl

N
‘: Ui g
k=1

mennyiség mas termékek termelésénél keriil felhaszndlasra, f; mennyiség
fogyasztasra, ¢; pedig exportalasra keriil. Bevezetve a ¢ = (¢, ¢s, - ., qn),
hi = f; + e;, h = (hy, hy, ... hy) jeloléseket, (9) a kovetkezs alakra hoz-
haté : : :

(97 q=L*q+ h e

\ (9°) egyenletben szerepld L* matrix-az (1)-beni szerepld L matrix transz-
pondltja, amelynek sajatértékei természetesen azonosak L sajitértékeivel.
Ebbdl kovetkezik, hogy a (97) egyenletrendszert is meg lehet iteracidval
oldani. Ha tehdt ki akarjuk példaul szdmitani a ndpgazdasag fejlesztési
tervének kidolgozdsa céljabdl, hogy mennyivel kell nivelni az egyes 4; ter-
mékek globalis termelését ahhoz, hogy a fogyasztésra, illetve exportra kerulo
termékek mennyisége eldirt médon megnovekedjék, vagyis, ha a h vektort
egy h’ vektorral pétoljuk, akkor, bevezetve a ¢© = ¢ jel6lést, a médositott
termelési terv meghatarozasat a kovetkezl iteracids eljarassal végezhet-
jik el : kiszamitjuk egymés utan a

(10) q ) =L* g™ + W 0. 108000

vektorokat ; ha n — co, ¢/ konvergal a keresett ¢ vektorhoz.
Megjegyzends, hogy a (9’) egyenletrendszerbdl énmagéban ((17) figye-
lembevétele nélkiil) olyan mdédon, mint azt (17) esetében tettiik, nem
mindig lehet arra kovetkeztetni, hogy L* Osszes sajatértékei abszolut ér-
tékben 1-nél kisebbek ; ugyanis a fentebb alkalmazott meggondolds csak
akkor alkalmazhat6, ha a h vektor elemei pozitivak. Ha tehat van a vizs-
galt termékrendszerben olyan A; termék, amelyre s; < 0, vagyis amelyre
fi + ei < 0, tehat amelyb6l tobbet importalunk, mint amennyi piacra
keriil (vagyis az importbél fedezziik a teljes belfoldi fogyasztast, és ezen-
kiviil az import egy része mas termékek elGallitasira lesz felhasznéalva),
akkor (97)-bél kozvetleniil nem lathaté be, hogy L* sajatértékei abszolut
értékben 1-nél kisebbek, és igy az sem lathaté be ilyen mdédon, hogy a
(10) iteraci6 konvergal. Mivel azonban az L* matrix (1”)-nek is eleget tesz,

2%
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tehat az emlitett feltétel mindig teljesiil, és igy a (10) iterdci6 is mindig
konvergil, még akkor is, ha a A; szimok kozott negativak is el6fordulnak.

Végiil hasonlitsuk Gssze az dltalunk kovetett targyaldsmédot a LEON-
TiEF-félével (lasd: [1]). Az alapvetd eltérés abban all, hogy mi munkadrak-
ban, illetve termelt Arumennyiséghen szamoltunk, mig LEONTIEF pénzre
szdmolt 4t minden el6fordulé mennyiséget. Ennek megfelelden nala (9) he-
lyett a

(IX) : Q= Lka + B+ B,

] /z

egyenletrendszer szerepel, ahol @; az A; termékbdl Gsszesen termelt meny-
nyiség pénzértékét jeloli, ennek megfelelden F;, illetve H; az A; termékbol
fogyasztasra, illetve exportra keriild mennyiség pénzben kifejezett értékét
jelolik ; az L; egyiitthaté azt adja meg, hogy 1 pénzegység értékii A, ter-
mékre van szitkkség. Az L, egyiitthaték az (1)-ben illetve (9)-ben szerepld
I, egytitthatokkal a kovetkezoképpen fiiggnek Ossze :

(11) Lm— T liqu )

O

ahol o; az A; termék egységének ara. pénzegységhben kifejezve. Ugyanis 1
pénzegységnyi A; termék 1/a; egységet tartalmaz, ennek eldallitasahoz Iy /o,
egység kell az A4, termékbdl, és ennek penzelteke Loy /o . Ny]lvanvalo,
hogy @ =gq0;, F;=fo,, E;=e0; és Lj; = lo;/oy helvett%ltessel (IX)
atmegy (9)-be.

A kiilonbség (9) és (IX) kozott tehat csak jelolésbeli. Az (17) egyen-
letrendszer LEONTIEFNél az

N

I , a; = N lixoy + mo; + 7;

st

ks

alakban szelepol ahol a; jeloli az A; termék egy egységének pénzegység-
ben kifejezett arat, m; az A; termék egy eg ysegenek eloallitasahoz sziiksé-
ges (netté) normal nmn]momk szamat, o; egy normal munkadra dérabérét
(a munka »arat«) az illeté iparagban és m; az egy egységnyi A; termékre
es6 profitot. LEONTIEF az (I) egyenletrendszert természetesen mas gyakor-
lati célbdl vizsgalja. Az (I) egyenletrendszer ugyanis lehet6vé teszi a ko-
vetkez$ kérdések megvalaszolasat :

Vizsgaljuk a kovetkez6 harom adatsorozatot (vektort):

o = (a3, O, « .., 0y) (bérek), 0= (0;, 0y, ... ;-0yn) (drak)
= (T, T\« - o qty) (profitratak).
Ha e harom adatsor koziil kett6 adott, a harmadik (I) alapjan meghata-

rozhato, és igy az (I) egyenletrendszer médot ad ezen kapesolt adatsorok
osszefiiggéseinek vizsgalatara és megvaltozasuk hatasianak elGrelatasra.

(Beérkezett : 1956, VII. 29.)
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(0] HPOBHEME'PEFYHMPOBAHMFI IHEH
A. BRODY u. A. RENYI

Pe3siome

Lleab padoTbl — TIPUMEHSITh U3BECTHBIH METOA ,,input—output model” or LEONTIEF
K HEKOTOPbIMU NPOOJIeMaMu PEryJupoBaHMst LEH.

Iycts A;, A,, ..., AN €CcTb TaKasi COBOKYIIHOCTb M3/IEJIMH, KOTOPast sIBNSIETCS NOAHOLU
CUCMeMOLl B TOM CMBICJI€, YTO BCE M3/1EJIM ST, HY)KHbIE JUIA U3TOTOBJICHNS u3aenust Ak, Gurypu-
pyloT cpeu usnenuit A,, A,, ..., AN (k =1, 2,..., N). Jlasi KQXJ10ro usjienust onpeensiercst
eMHuYHOe KoauyecTBO. [Ipeinonoyum, 4To Aas u3roTOBJIEHHS €MHMUYHOIO KojuuecTBa Aj
HY KHO Lix eannun usgenuit Ag (k= 1, 2, ..., N) n m; padouux 4acoB (aKTuueckoii paborsl.
Ilycre b; o3HauaeT BO3BpallleHUE BI0YKEHMs (BbIpa)KeHHAsl B pa00yMx 4yacoB) Majaioiasi Ha
equHULB! n3nenust A;. Iycrb a; 0603HayaeT Bco padoTy, HY KHYIO JUIS IPOUSBOJACTBA €IMHNY-
HOT'O KOIMYecTBA m3nenust A;, B TOM CMBICIe, YTO BC€ /IPyTrue€ u3JEIusl, HY)KHbIE [UIs

U3roToBaeHUST Aj, epequcisiTes Ha paboune uackl. Breist o003Hauenust @ = (ay, d,. . ., an),
m = (my, My,..., my), b= (b,b,,...,by) u L=[lig], 0ueBuaHO, MMEET MECTO CHCTEMa
ypaBHEHHUi

(1) a=La+m+0b.

Ecim Apyrue To4xy 3peHust He MPUHUMANOTCS BO BHUM@HKE, TO, 0003HAyasi 1ieHy usjenns Aj
- ~ ~ 0 3

yepes al® nenecoodpasHo, 4Todbl ObLI0 a” = ca; (i=1,2,...,N) rae ¢ >0 nocrossno. Ecian

9TO YCJIOBME HE BBINOJHSETCS, TO €CTECTBEHHO MPOU3BECTH I10C/IE/I0BATEIHOE PEryHpOBaHKE

1EH CJEAYIOUM 00pa30M : ONpEIensieM 3HAUCHIE €= ¢y, TIPH KOTOPOM BBIPAYKEHHE

N N ( 2
> a® — N uwar) — c(mi+ bi)
i=1 k=1

TMPUHUMAET CBO€ HAMMEHbIIEE 3HAYCHUE M C TNOMOIIBIK PEKYPCHBHOIO COOTHOLIEHHS

(3) a(®+1) = L a\") + ¢, (m + b) (=0 A e Dy
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BbIYKCsIeM BekTopbl a(l), a(?), . . .. CinpammBaercs, crpemurcst iu al) Kk coa, i€ @ BEKTOP, yA0-
BIETBOpSHOIMil cucreme ypasHenuit (1).

Kak xopoio ussectae (cm., nanpumep, [3], [4]), 1151 3T0rc HEOOX0AUMO U JAOCTATOUHO,
yTOOBI BCE COOCTBEHHBIE 3HAYeHUsT MaTpullbl L Obiam 110 abcosiloTHON BeIMyuHe MeHbIie uem 1.
ABTOpBI OKA3BIBAIOT, YTO MPEANoaaras HenpusoouMocms MaTpullbl L, 4To HE SIBJISIETCSI yYMEH-
LIEHHEM O0IHOCTH, TAK KAaK 03HAYaeT, 4To U3 musfenmii A;, A,,..., Ay HE MO)KeT ObITh BeIOpaHa
NOJHAsT CHCTEMA M3Jeui C MEHbIIWM YMCJIOM 3JE€MEHTOB, M3 IPEINOa0YKeHust, 4Tto m; > 0
(i=1,2,..., N) u Bce KOMIIOHEHTbl BEKTOpa @, PEHIAIONIEr0 cucTeMy ypaBHeHuii (1), Takke
nojoykurenbubl (@; > 0, i = 1,2..., N), 4T0 TaKk)Ke SIBISETCS €CTECTBEHHBIM ITPE/II0JI0Ke-
HUEM, B CHJIy OHOH Teopembl FROBENIUS (cm., Hanpumep, [5]), cieayer, uro Bce co0-
CTBEHHDbIE 3HAUeHNs1 MaTpuIlbl L o abcomoTHoll BenunHe MeHbiie 9em 1 u nosromy al) — ¢y a,
1pu 1 — oo, BeICTpOTAa CXOAMMOCTH 3aBUCUT OT HeMOOJBIIEI'0 110 a0COTIOTHON BeJIMYMHE T10J10-
JKUTEJBHOr0 KOpHsi matpuipl L ; ero obparHas BennuuHa XapaxTepusyer 3(hGEeKTHBHOCTH
UCCICYEMOM CHCTEMBI TIPOU3BO/ACTBA. :

ON THE REGULATION OF PRICES
A. BRODY and A. RENYI

Summary

The paper aims at applying the well-known input-output model of LEoNTIEF
to some problems of price regulation.

Let 4,, 4, ..., AN be a set of goods, forming a clesed system in the following
sense : every good, necessary for the production of any of the goods considered is also
" contained in the same set of goods. We define some unit of each of the goods. Let us
suppose that for the production of a unit of A4; lx units of Ak are necessary, further
m; hours of effective work are needed. Let b; denote the return of investment falling
on a unit of 4;, the investment being also converted into working hours. Let a;
denote the total amount of work (counted in hours of work of an wunskilled worker
hours of skilled workers being taken into account with corresponding weights) neces-
sary for the production of one unit of A4; in the sense that every other good necessary
for the production of one unit of 4; (including return of investment) is expressed in

working hours. Putting @ = (a,, @,...., an), m = (m,;, my,..., my), b = (by, b, ..., by)
and L = [lix] we have clearly
) a=La+m-+b0b .

If other points of view are not taken into account, the price of one unit of 4;
should be proportional to a;. If the actual price of one unit of 4; is denoted by ai”,

and a® = ca; (¢ =1, 2, ..., N) with a constant ¢ does not hold, we may think to
coming mearer to the mentioned ideal situation, by effecting the following successive

regulation of prices. We determine the value ¢, of ¢ so as to minimize the expression

N 2

N

2' a(,-") - 2‘ Lik a,(CO) — ¢(mi + b)

i=1\ k=1.
After this we determine the vectors a(?) = (aﬁ"), 0(2"), Y aXv')), by the follow-

ing recursion :

(3) a(®+1) = La™ - ¢, (m + b) .

The question arises whether a(") converges to cy@ or not. The necessary and
sufficient condition thereof is — as well known — (see e. g. [3] or [4]) that all eigen-
values of the matrix L should lie in the interior of the unit circle. It is shown in the
paper, by using a theorem of FROBENIUS (see e. g. [5]) that under some quite natural
suppositions this condition is always satisfied. The suppositions are as follows: 19
The matrix L should be #rreducible, which means simply, that the set 4,, 4,, ..., Ay
does not contain a closed subset in the sense defined above ; 2° the numbers m; and a;
(¢?=1, 2, ..., N) should all be positive. Thus under natural suppositions a(® — c,a.
Of course the speed of convergence depends on the eigenvalue g,, of greatest absolute
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value of the matrix L. The number 1/p,, may be considered in a certain sense as charac-
terizing the effectiveness of the system of production considered.
In § 2 the input-output analysis of the same system of production is considered,
" leading to the system of equations

) q=L*q+h.

Here ¢ = (¢1, ¢2 - - -, gn) Where gi denotes the amount produced from the good A,
h = (hy, hy, ..., hny) where ki denotes the amount from the good A4k consumed by
individual consumers (the export is added, import substracted from this amount) and
L* is the transposed of the matrix L figuring in § 1. It follows that all eigenvalues of
the matrix L* (these being identical with the eigenvalues of the matrix L) are lying
in the interior of the unit circle, which can be deduced from (1), more easily than
from (4).
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