LINEARIS METILSZILIKON-OLAJOK ATRENDEZODESENEK
MATEMATIKAI TARGYALASA, II.

PREKOPA ANDRAS é REVESZ PAL

Az [1] dolgozatban szerepel a kovetkezs differencialegyenletrendszer :

Nl _ % rm . (NN
- & { (N +R)Ny)}
i AN (t) fg . \
LV a il ;
— 2l — " JR2_ Y NN, ()N () — (N + kR -+ R)N,
2 z | n:Or;Ol () N.(t) — (N + kR 4 R) /(t)j
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Itt N,(t) jelenti a ¢ idSpontban jelenlevd k difunkcids-egységet tartalmazd
molekuldk szamat, N az osszes difunkeidés-, 2R az Osszes monofunkeids-
egységek szdmat, a pedig a reakcié sebességére jellemzé allandé. N és R
az id6ben valtozatlanok maradnak. A [1] dolgozat tartalmazza az (1) egyen-
letrendszer megolddsat az R = N és N,(0) = R, N,(0) = 0, k > 1 feltételek
mellett. Jelen dolgozatban az (1) egyenletrendszer altalinos megolddsaval
foglalkozunk.

1. §. Az (1) differencidlegyenletrendszer megoldasa

Vezessiik be az Ni(f) mennyiségek g(u,t) generatorfiiggvényét :

(2) g, t) = N wN (D) .

k=0

Ha (1) mindkét oldaldt megszorozzuk u*-val és Osszegeziink k-ra vonat-
kozdlag, akkor a kovetkezé parcialis differencidlegyenletre jutunk :
og(u,t) o (wg*(u,t) — R? og(u, b))
3 22— 27— _(N+RBR)g(u,t) —uR —=1 .
(3) e (N + B) g(u, ) e

Egyszertisités végett bevezetjik a v = e transzforméciét és a

1
h=h(u,’u)=]—zg

1l 1
u, log ;}J
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350 PREKOPA ANDRAS—REVESZ PAL
fiiggvényt. (3) alapjan h-ra a kovetkezd egyenletet kapjuk :

oh oh 1 —uh® N4+ R
(4) B o i i o R L
ou v 152w R

A tovabbiakban elGszor a (4) kvazilinearis differencidlegyenletet oldjuk meg.
Bevezetjik az (N + R)/R =1+ 1 jelolést. Ez azért célszerli, mert ha a
t = 0 idGpontban csupa M,D;-tipusit molekuldk vannak, akkor N = I'R,
és igy | =1U’. Ebben az esetben tehdt | szemléletes jelentéssel rendelkezik.

A (4) egyenlet alapjan a karakterisztikakra a kovetkezo egyenleteket
kapjuk :

(5) du dv dh
5 e S e e s e oo
-4 5 },ﬁ;?ih,, — @+ 1)k
1 —u
ebbdl :
(6) dh 2kl Auh' o Z,ﬁf 3 ¥
du A ] U
: : dv v
7 S
™ du i

Egy, a Rrcarri-féle (6) differencidlegyenletet kielégité partikularis meg-
oldast az [1] dolgozatban kiévetett Gton itt is talalhatunk. Ilyen médon az

fiiggvényre jutunk, amelyet behelyettesitve a (6) egyenletbe, meggyGzod-
hetiink arrél, hogy azt valéban kielégiti. A (6) egyenlet altalanos meg-
oldésa a : s

1 1
(8) e e

2z I+1=1u
alakba irhat6, ahol 2z a kovetkez$ elsérendii differencidlegyenlet altalanos
megoldasa?) :

P 2 3 1
B caTtE T
u 1 —u l4+1—1u 1 —u

(9)-et megoldva azt kapjuk, hogy
e TN+ 1l — (1 +1—luju

ot —_— S ——

(1 — w2l + 1)

N D Tahed példaul : E. KaMke : Differentialgleichungen reeller Funktionen. Aka-
demische Verlagsgesellschaft, Leipzig, 1952. (2. kiadés), 42. oldal.
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ahol ¢, allandé. Eszerint a (6) egyenlet-é,ltalé,nos megolddsa :

e S (1 — w2l +1)
A v ceu R T Y —lu)u

(10)

A (7) egyenlet megoldisa pedig

(11) Uo =y ,
ahol ¢, allandé. A (4) egyenlet megoldasai a
(12) ¢ = f(ce)

alakba irhaték, ahol f a kezdoéfeltételek alapjan meghatarozandé fiiggvény.

17 A h(u, 1) = u' kezdofeltétel esete

Ez a feltétel annyit jelent, hogy N(0) = R, N,(0) = 0, ha k =~ I, mas-
széval a t = 0 id6pontban csupa M,D,-tipusi molekuldk vannak.

Ha a (10) és (11) egyenletekben a kezddfeltételnek megfelelen v helyébe
1-et, b helyébe u'-et helyettesitiink, és a ¢,-re és cy-re ezaltal nyert kifejezé-
seket (12)-be beirjuk, akkor az f figgvényre a kovetkezoket kapjuk :

i ayE
(184) L fy =t B I U S Bt
WA+ 1= ) ! = (4 1) u' 41 |

u"+2u’2—‘— +(l—1)1¢+l

w4+ - D2 2w 1]

A (13.b) alak a (13.a) kifejezésbdl (I + 1 — lu)-val valé egyszeriisités utjan
adédik. A(u, v) kifejezését a (13.b) alak felhaszndlasaval irjuk fel, de meg-
jegyezziik, hogy a (13.a) alak felhasznalasaval h(u,v)-re nyerhet6 kifejezés
a (20) altalanos megoldasbdl leolvashat6. (10), (11), (12) és (13.a) alapjan

vagy
(18D) < Hu)= -

l:\_l {1—i4+(+ 1) — @+ 1)WY} (dv)i + Ul + 1) v?'!
(14)  hlu,v) = =2 5 2 . : f
\'{w’“—i—(l—i— Dl -2y —ll+1—19)} o w41+ 1)

is l

Most megadjuk az N,(t) figgvények kifejezéseit. Ehhez a (14) képlet
altal adott A(u, v) figgvényt kell u szerint sorbafejteniink. Altaliban

Gy +au+. ..+ a,u
by Lbin L. L bab ,

= agd, + (Aoal + Aya0) u + (Aga; + Aya, + Agag) w? + . ..
Ay + A+ ..+ Agg)u' +

+ (A + Asty—1+ - . .+ Airay) ut ! +

+ (st + Asai—1+ . . . + Apyaay) u'? +

p(u) =

/|

23
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ok 3 b SRl i b (B

ky+ 2K+ lk=T

Alkalmazva ezt a p(u) = Rh(u,v) = g(u,v) esetre, és figyelembe véve, hogy
u* egyiitthatéja éppen Ny (v), azt kapjuk, hogy

N a; A ; ha ik =<
1 1=0
(15) EN/((U) 5 :
Nar e Chayeki s
=)
Itt
(16) fai= {l—i4+ (41w — @4+ 1)W1} o, W ORG TRD SR |
| @ =1+ 1) 0¥
és
vr : ]_ ‘kl‘L ‘..+kl
A)‘ = — [ —_—— ><
U+1) 2 I[ 1+ 1))
a7 Eot-2kat .., U=
ki -+ k k)
X(_—kvrzj_**j*L”H(W’ P @+ —9)v — I+ 1 - d))st »
tovabba
Di— e

Abban az esetben, amikor | = 2, A, kifejezése lényegesen egyszeriiso-
dik. Ekkor

(18) Ar:é; [Tfn}

20 A h(u,l)=dy+ dyu + ...+ du® kezdofeltétel esete

Ez a feltétel annyit jelent, hogy N(0)=d,R, N,(0)=d,R
N(0) =dR, és N (0) =0, ha k>s, ahol dy+d;,+...4+ds=
(=105 2, .. % &), Bickor

n
= (13) (v3 + 3v — 4)2"*’(21;4 — 2p)r—n

=(d,+2dy+...+sd) R
tehat

l=d;+2d,+...+sds .
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Ha a (10) és (11) egyenletekben a kezdofeltételeknek megfelel()'en v helyébe
1-et, h helyébe (dy + dyu + ... 4 du’)-et helyettesitink, és a c,-re és cyre
ezaltal nyert klfe]ezeseket (12) be beirjuk, akkor az f figgvényre a kovet-
kez6 adddik :

s e § it LRI
AU i TGS L ETI e B D W P
Eszerint

o (+1) (1_u)2*} i fae
(20) hlu,v) = l1+ P+ 1 — lu) f(uw) — l—{—l—lu.

A generatorfiiggvény komplikalt volta miatt a sorfejtést nem végezziik el,
de (20) alapjan minden konkrét, a gyakorlatban eléfordulé N(¢) meghata-
rozhaté. A gyakorlatban ugyanis csak a k& < 12 esetnek van fontossidga.

2. §. Az N,(t) fiiggvények vizsgalata. Osszehasonlitds a kisérleti
eredményekkel

Gyakorlati szempontbél fontos kérdés, hogy mely N, (f) fiiggvények
rendelkeznek szélsGértékkel, és milyen ¢ értékre veszik fel maximumukat.
Az utébbi kérdésre a valasz konkrét esetekben magasabbfokt egyenletek
gyokeinek kozelité' meghatarozasaval megadhato.

Az elsé kérdéssel kapesolatban megmutatjuk, hogy az

N0} =R, N0)= 0, ha: =T
kezddfeltétel esetén az Ni(f) figgvényeknek van maximumuk, ha k =1, 2,

Syt (90 Ly O G 2l Allitdsunkat a kovetkezokeppen bizonyitjuk.
A (14) képletet deuvalva meggyozodhetiink arrdl, hogy

52 el -
alide ey (li%sz_
il B e
(22) :, ah(:vv)]VIZ S0 ST T ER e i SO Y, LRGN

A (21) és (22) sorok egyiitthatéi éppen az
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fiiggvények értékei a v = 0, illetve v = 1 helyen. A (21) és (22) sorok meg-
felels egyiitthatéit megvizsgilva egyszertien belathaté, hogy

1 a8y

: ST0 - hadl el 9t T x 9
SRR VoM :

A

l

St U R S B S (e e S 0 RIS R A
[ cdy o ke :

Létezik tehdt olyan v’ (0 < v" < 1) érték, hogy

L dNue) =0, FESR ST P B T, MR NI T
Lvl dv Jy-»

Innen kovetkezik, hogy az N(v) fiiggvényeknek a k=1, 2, ..., [ -1,
I+ 1, ..., 2l esetben szélsGértékitk van. Mivel ezek a fiiggvények a v =1
helyen 0, minden méas helyen pedig pozitiv értéket vesznek fel, tovabba a
(0,1) intervallum belsejében van szélsGértékiik, kell, hogy maximumuk is
legyen. Ezzel allitAsunkat igazoltuk. :

A kisérleti ellenérzést TOROK FERENC, az Eotvos Lordind Tudomany-
egyetem Altalanos és Szervetlen Kémiai Intézetének tanarsegédje végezte el.
A kiindulasi adatok a kovetkezok voltak :

Ny(0)=0561 =a , N, (0)=0162=b, &=0,062,

vagyis St =0 id6pontban csak M,D, és M,D, molekulik vannak. Az ezen
esetnek megfelelé képletek a kovetkezdk :

 [f e*"A'

o T e A

o(t) 7

M ] — g0Atjz

\ o pe kP s S 2T a(A+1)t

i) = - l(l £ ] }

4 _. AM . —
No(t) = —Aj(—fi';i) {(A — 14+ (4 —1)2(24 — 3) e M —

SR T (A = e PV LN 16N

+ 2A26—‘(2A+1)at ==L Cf3uAt + Ce—u(A-v-Z,‘t } 3

ahol M —a4b, A_§“_J‘”ti’2 i

(J:{%(A _ 124 (A1 (A—1)224-3)+

+(A—1)(A—3)—2A3+1\.
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¢ = 4 percre a kisérleti adatok a kovetkezik :

Ny(4) = 0,12
N,(4) = 0,10

A szamitott adatok :

N,(4) = 0,12
N,(4) = 0,12
Ny(4) =024 .

Tovabbi kisérletek folyamatban vannak. Ezek eredményeit LENGYEL B. és
Torok F. a Magyar Kémikusok Lapjaban fogjak kozolni. :

(Beérkezett : 1956. VII. 31.)
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MATEMATHMYECKOE HWCCJIELOBAHUE
MEPErPYIIIMPOBKM JIMHEMHBIX METHUJICMJIMKOHOBbBIX MACEJ, IT.°

A. PREKOPA u P. REVESZ

Pesiome

B patore |1] pemaercs cucrema audidepeHinaabHbIX ypaBHeHuit (1) npu HadyaabHBIX
yeaoBusix R= N, N,(0) =N, Ng0) =0 B cayuyae k>1. B Hacrosmei paGore Mmbl
JAHUMAEMCST HAXOXK/IEHUEM o0ulero pemeHns cucrembl ypapHenuit (1). Jlas atoro BBOAMTCS
npoussojisiinas GyHkuust (2) u ee npeobpasopanHasi QyHKIMA

1 13 1
h(u, v) = R g(u, T log ‘1']') ,

rjie 2R o3nadaer umcno MoHoGyHKUMOHHLIX eannni. M3 (1) cneayer, uro ans h(u,») BBINOI-
HsieTcst ypasHenue (4). B cayuyae HavanbHOro ycaoBust h(w, 1) =w! (1.e.xorna Ni(0) = R,
Nig(©0) =0 upu k # 1) pewmenue naercs gopmysoit (14). Pasnaras d¢yuxumo  fi(w, v)
B psa Teiinopa, st Ni(t) nonyuarorcst gopmyabl (15), (16) u (17). Ecom [ =2, (17) npu-
Humaer Oosnee npocryio gopmy (18). B cayuae Havanbroro ycaoBust h(u, 1) =dy+ dyu +. ..
4 daus (1. e. koraa Ny(0) = R, N,(0)=dR, ..., N.(0)=dsR) nns h(u,v) nomyyaercs
dopmyna (20), purypupyiomasn tam GyHxiusa f(u) naercsi popmynoit (19). Tax dyuxunst Nk(t)
MOYKET ObITh BHIYMCIIEHA B Ka)K/IOM TTPAKTHYECKN B&YKHOM Clyyae, :

B § 2. noxaswiBaercst, uro ¢pyHkumn Nig(t) (k=1,2,...,1—1,1+1,...,2]) npuuu-
MaloT. cBO€ HamDOJbIIE 3HAYECHUE B HEKOTOPOH TOuKe fk (0 <tk < oo ), ecu Ny(0) = R,
Ni(0) =0, ecnu k # 1.

| i O P S RN
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MATEMATICAL TREATMENT OF THE REARRANGEMENT OF LINEAR
METHYLSILICONE OILS, II.

A. PREKOPA and P. REVESZ

Summary

In [1] the system of differential equations (1) is derived and solved under the
conditions B = N, N,(0) = N, Ng(0) =0, if £ > 1. In the present paper the general
solution of (1) is considered. The generating function (2) and its transformed

h(u,v) = lli g(u, % log ;)

where 2R is the number of monofunctional-units are introduced. It follows from (1)
that h(u, v) satisfies the equation (4). For the initial condition i(u, 1) = ! (i. e. Ni(0) =
= R, Ni(0) = 0 if k # I) the solution is given by (14). With the Taylor-expansion
of h(u, v) for the function Ni(f) we obtain formulae (15), (16), (17). If I = 2, then (17)
reduces to (18). TFor the initial condition A(u, 1) =dy+ dyw + ... +dw® (i. e.
Ny(0) = d,R, N,(0) =d,R,..., Ns(0) =d:;R) we nbtain as solution formula (20),
where f(u) is given by (19). Hence the functions Ni(f) can be obtained for any prac-
tically interesting case. ]11 § 2 it is proved that if Ni(0) = R, Nk(0) =0, if k # I,
then the functions NE@yoll =025 0 bl = A5 2 have maxima at ¢ = tk
where 0 < t < co.
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