
TÖMÖR FÉMGÖMBBEN FELLÉPŐ ÖRVÉNYÁRAMVESZTESÉG 
MEGHATÁ ROZÁSÁ RÓL 

KARDOS GILBERT 

Összefoglalás 

A szerző ezen dolgozatban kiszámítja egy — az időben szinuszosan 
változó homogén mágneses térbe helyezett — tömör fémgömb hatására 
kialakuló elektromágneses teret, továbbá a gömbben fellépő Joule-vesz-
teséget. 

Ezt A feladatot kétdimenzióban F R E U D G É Z A [ 1 ] megoldot ta ; ezen 
dolgozatban az [1 ]-ben foglaltak háromdimenziós analogonjával foglal-
kozunk. 

Az irodalomban ( [1] , [2], [3]) a problémát eddig csak közelítéssel 
oldották meg ; tudniillik elhanyagolták az örvényáramok terének vissza-
hatásá t az eredeti homogén mágneses térre. Ez nyilván csak az alacsony 
frekvenciás határesetben megengedett. Mi a feladat egzakt megoldását 
ad juk , vagyis a Maxwell-egyenletekből kiindulva meghatározzuk a gömbön 
kívül és belül a teret , ma jd ennek felhasználásával kiszámítjuk a gömbben 
fellépő örvényáramveszteséget. 

Ezen kérdésnek az elektrotechnika azon problémáiban van jelentősége, 
ahol kis gömbszerű tes tek erős indukciónak vannak kitéve, például porvas-
magoknál. I 

Vegyünk fel a koordinátarendszer origójában egy a sugarú gömböt 
az alábbi 1. ábra szerint : 

1. §. A probléma matematikai megfogalmazása 

1. ábra 

405 
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Legyen a külső mágneses tér z irányú, változzék az időben szinuszosan, 
azaz legyen II = H0 exp [jmt]. ( I t t j == y — 1.) A mágneses tér á l ta l a gömb-
ben indukált örvényáramok szekunder tere az eredeti homogén mágneses 
teret eltorzítja. Az eltolási áramot a vezetési áramhoz képest elhanyagoljuk. 

Az elektromos térerősség a gömbön belül kielégíti a 

AEX = yjix
 őEl-

differenciálegyenletet, ahol y a gömb anyagának fajlagos vezetőképessége, 
px a permeabilitása. A gömbön kívül kielégül a AjE 2 = 0 Laplace-egyenlet. 
A mágneses térerősségre hasonló egyenletek érvényesek. 

Fentieken kívül a megoldásoknak ki kell még elégíteniük a gömb fel-
színén fellépő következő csatlakozási feltételeket : 

1? (Ex)t = (E2), 

2°. (II,) = (H2)t 

3- fiо(Нх)п = Ы Н 2 ) п , 

ahol /т0 a külső szigetelő közeg permeabilitása. 
Ezen egyenletek azt fejezik ki, hogy az elektromos és mágneses tér-

erősség tangenciális komponensei, továbbá a mágneses indukció normális 
komponense a gömb felületén folytonosan haladnak át . Egy tovább i feltétel : 
а II mágneses térnek a gömbtől nagy. távolságban (matematikailag a vég-
telenben) az eredeti külső homogén térrel kell megegyeznie, vagyis lim II = 
= / Í O , , " 

Természetesen nem szükséges az E-re es H-ra vonatkozó differenciál-
egyenleteket külön megoldanunk, mert például, ha E-t meghatároztuk, 
akkor II a Maxwell-egyenletekből kiszámítható, és fordítva. 

A csatlakozási feltételek sem függetlenek egymástól. Az egyik tér-
jellemzőre vonatkozó csatlakozási feltételek teljesülésével a másikra vonat-
kozó csatlakozási feltételek is kielégülnek. 

Megjegyezzük még, hogy az egész dolgozat folyamán a Giorgi-féle 
mértékrendszerben dolgoztunk. A feladat természetének megfelelően gömb-
koordinátákat alkalmazunk. A fe ladat szimmetriájából következik, hogy az 
elektromágneses tér a <p koordinátáktól független, azaz 9/9cp = 0. 

Ezek után rá té rünk a probléma megoldására. 
í r j uk fel a Maxwell-egyenleteket gömbkoordinátákban, és vegyük 

figyelembe, hogy mindenütt 9/9cp = 0. A térjellemzőket F(r) exp (jmt) alak-
ban keressük. 
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— ( r s i n W / J - 9 

9r yjq> 

vt Er - - = - = - т Л , 
dû д Г j dt 

sin H \9r Jty j 
bB" = - jwftH, 

r s m f f 19 r step i 9í 

Látható , hogy a hat Álaxwell-egyenlet két csoportra osztható. Az első cso-
portban — a II., IV. és VI. egyenletekben — csak Erp, Hr és f f , , szerepel, 
a másodikban — az 1., III . és V. egyenletekben —- csak az E&, Er és H ,p 
mennyiségek szerepelnek. 

Megmutatjuk, hogy a második csoport egyenletei számunkra érdek-
telenek. 

Feltesszük, hogy a gömbön belül ir — 0 — azaz az örvényáramoknak 
nincs radiális komponense. Ezt a probléma geometriai feltételei indokolják. 
Az ir = 0 összefüggésből ir = yEr m i a t t egyszersmind Er = 0. Ezt az I . 
egyenletbe helyettesítve 

Ö- (r sin Ш ) = 0 
d& 

adódik, azaz 

H G 

r sin I/ 

A feladat geometriai feltételeiből és a gerjesztő mágneses térre vonatkozó 
feltételek következtében adódik, hogy a gömbtől nagy távolságban Hrp = 0. 

A 
TT С H v - • » r Slll i-t 

egyenlet érvényes a gömbön kívül is, mert itt у = 0, tehát ir = O. De a 
„//-megoldásnak" korlátosnak kell lennie a gömbön belül. Ez csak úgy 
lehet, ha С = 0. A gömb felületén r = a esetben II,p folytonosan megy át, 
tehát mindenütt H = 0. 

Ebből és III.-ból, továbbá a / / r - n e k a 93-től való függetlenségéből adó-
dik, hogy i9 = 0, t ehá t Ed = 0, végül is : Hç = Er = Ee = 0. 

2. §. A tér meghatározása a gömbön kívül 

Legyen /i, a térerősség a gömbön kívül, és E2 a gömbön belül. 
Oldjuk meg а AEX — 0 egyenletet. Tudjuk, hogy 

rot, rot Ex = grad div Ex - AEX . 
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Mivel a szigetelő közegben szabad töltések nincsenek, div Ex = 0. Ezért 
megoldjuk a következő egyenletet : 

AjEx = - rot rot E i = 0 . 
De mivel 

Er = E» = 0 és Ev=f= 0 , 

továbbá djdtp = 0, rot rot Ev csak <p irányú lehet, tehát csak a 

(rot rot Ei)v = 0 
egyenlettel foglalkozunk. 

Térbeli koordinátákat használva : 

(rot ro t EX = } ( r o t r Er) - ~ ( r r o t , Ei) J = 0 , 

azaz 
(1) - - ^ à n v X - L . V - i r B 0 = 0 . 

r2 d&\sm& dë ' j r Эr2 * 

í g y a következő parciális differenciálegyenletet kapjuk : 

a * ) 4 - 1 о . 
u > d&{sin.ïï д& * 7 S r2 

A megoldást a következő alakban keressük : 

E4[r,ë)=R(r)-0(ë) . 

Ez t (l)-be helyettesítve : 
8 í 1 9 nin • qxl , 8 2 ( г В в ) — 1 i £ 0 s m f f H + r — - = 
9#(sini? 91? J 9r2 

» 8 í 1 8 m • <n I 0 8 2 ( r ^ ) J = R— (0 sm ü ) r 1 —- = 0 . 

дё\ят& dê d r2 j 

l / i?0-val szorozva : 

1 d I 1 d . A r d2(r R) 
1 (0smi?) \ -\ = 

в dû \sin d dë J R dr2 

1 d2 в cotg ë d0 _ I  

0 1ÛP 0 dë ~ sin2 0 R 

d2R , adR 
r j- 2 — 

dr2 dr 
= 0 , 

v a g y i s 

1 d2 0 c o t g t f d 0 1 _ r 2 d2R 2 r dR 

0 di?2 0 dë ~ sin2 ú ~ R dr2 R dr 
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amiből 

r2 d2R 2r dR 7 , 
b - = к = konst . 

R dr2 R dr 

Ezt átrendezve, egy Euler-egyenlethez jutunk : 

(2) r2 + 2r-~ - kR = 0 . 
dr2 dr 

A másik egyenlet : 

1 dW , со tg 9 de 1 + h o 

в dû2 в dû sin2 Û 1 _ 

ebből az x = cos в = и helyettesítéseket bevezetve, az 

и = 0 
d2u „du 

(3) (1 - x2) 2 x b 
dx2 dx 

к 1 

1 - x2 

egyenlet adódik ; ez pedig a Legendre-féle differenciálegyenlet. 
Az Euler-egyenlet megoldása : 

R(r) = Arn + Br-0+п) 

ahol A és В tetszőleges konstansok, és к = n(n + 1 ) . Ez utóbbi helyettesí-
tésre (3) normálalakra transzformálása céljából van szükség. Csak az n = 1-
hez tar tozó megoldás felelhet meg, mert ellenkező esetben, ha r—> со, R 
túl gyorsan tartana oo-hez. 

Oldjuk meg most a (3) egyenletet. (3) nem más, mint a következő 
egyenletnek egy speciális alakja r = 1 esetben : 

( 4) (1 - x 2 ) ^ > _ 2 x X X + L(n + 1) _ X W ) = о . 
ах2 dx \ 1 — x2J 

Ennek megoldása : 

PÍ(X) = ( i - x 4 d - p ; { x ) 

dx' 

ahol Pr
n(x) az úgynevezett Ijapcsolt Eegendre-függvény. (3) megoldása tehát : 

П(х) = У Г Г ' " ' f ) 
dx 

vagy az x = cos & helyettesítéssel : 

Pi(cos Û) = sm»dP»{CO* d)- = - dP"(COS^l . 
dcos & dû 

7 A Matematikai Kutató Intézet Közleményei I./3. 
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A megoldás к = 2, azaz n = 1 esetén t ehá t a következő : 

u(x) = CP\(x) = cp i (oos 0) 

0(0) = 0Pj(COS 0) = 0 sin 0 . 
es 

Ezzel (1) megoldása : 

Elf = R0 = (Ar + Br-2) С sin 0 . 

Az АС = Cu ВС = C2 jelöléssel : 

(5) P 1 , = ( 0 1 » + 0 2 »- 2 )P}(COS0) . 

Ha tá rozzuk meg az első Max well-egyenletből a mágneses té rerősség 
komponensei t : 

. „ 0 Br 1 0 
rokEj = - — = - j(op0Hr = — — 

31 r sm 0 30 
( P l p s i n 0 ) = 

1 3 E lv E lr 
r 30 r ( c o t g 0 ) - 1 

rot,, E x = - j со/л0 Н ь = ± f ( r ^ ) = f ü ü + ^ 
31 r 3 r 

E, m , ЭР , 

r br 

E i v értékét ezekbe helyet tes í tve 

/ cu/íy Hr = 2 cos 0 + 2 02(cos}0) » - 3  

j at/X0 H№ = — 2 0J sin 0 + 0 2 (s in 0) r - 3 

adódik. Végül 

(6) 

H r  

Н л 

2 2 (7 2 

j (ORo I W/Jö rZ 

C9 

cos 0 

2 C j 

/ CD,M0 / CD/Iq Г3 
SÍI! 0 . 

2. döra 

Mivel a gömbtől n a g y távolságban H^ = 0, a mágneses térerősség-
nek csak » és 0 i rányú komponensei vannak , éspedig 

Hr — H0 cos 0 

H d = — H 0 sin 0 
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így t e h á t (6) felhasználásával 

l im Hr 

( 7 ) 

azaz 

Á^fL c o s § — / / o c o s , 
j cop 0 

2 С 
l im H в = L sin # = — Я 0 sin # , 

j wp0 

\н0\ = ущ + щ = н0 . 

Az eredeti mágneses t e re t kaptuk t e h á t . 
(7)-ből rögtön adódik, hogy СL = jj(oy0H0, amit (5)-be és (6)-ba visz-

szahelyettesítve : 

(7*) j(úfZFH0r+Gi\P{(Cos&) . 
2 p2 * 

Végeredményben a gömbön kívül a TI térerősség komponensei : 

2 C„ 

(1**) 
Hlâ(r, 0) = - H 0 + -

дыр0 raj 
G, 

C O S 0 , 

sin 0 
7®,"о r S 

ahol 6'2 tetszőleges komplex állandó. 

3. §. A tér meghatározása a gömbön belül 

Indul junk ki a Maxwell-egyenletekből : 

I* rot I I i г — y E , div В = 0 ; 

9 ß 

I*-ból : 

II*-ból : 

1Г? rot E = —, B = y 1 H , div E — 0 . 
dt 

rot 11 = yE\ 

, ^ 9 rot ß 9JE 
rot ro t E == = - MW —• 

9 Í 9 Í 

Minthogy E = Ее1'"1, a következő egyenletet kell megoldanunk 

( r o t r o t = — JWPI У Е2У . 

7* 
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Hasonló módon, mint (l)-nél, a 

(8) (rot rot ЯД,, _ I 1 Í _ L А 1 Э2 

r2 d& (sin ê dê 

: jœ^yE.^ 

(P2„ sintf) = 
J R 9R2 

parciális differenciálegyenlet adódik. A megoldást itt is ilven alakban keres-
s ü k : E4(r, &) =R(r) •&(&). így 

( 9 ) 
1 a ( 1 A { R e Sin A)] + -1- ш = . 
r2 dA (sin A dO 

(9)-et r27?0-val szorozva, és rendezve: 

d r 2 

L á I l d i n . ,.) r d2{rR) . 
I ( 6 sin AH = + löxu.y r2 = — к 

в dû (sin A dê I R dr2 

Az 
1 d l d (в sin A) + к = О 
в dê sin 0 dê 

egyenletet (3) a la t t már vizsgáltuk, a belőle nyert 

( 1 - х 2 ) 2 x 1-
dx2 dx 

1 

1 - ж2 
и = 0 

Legendre-féle differenciálegyenlet megoldása : 

u(x) = 0(ê) = BP\(cosê) , 

felhasználva, hogy к — n(n -f- 1) = 2. 
A másik egyenletet P-rel szorozva és rendezve, a 

,d2R 
dr2 

d TI 
+ 2r ' +R(- к - jMRl у r2) = 0 

dr 
(10) 

d2R 2 dR 
dr2 r dr 

- - + jwyx у R = 0 

Bessel-féle differenciálegyenlet adódik, amelyből az R = v'r ú j függő, illetve 
r — x ú j független változó bevezetésével 

(И) d2 V 
dx2 

+ — jojyx у — - \v = 0 
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adódik. Legyen a 2 = — j(oyxy és к — m2 — ' ; (12) egyszerűbb alakban : 
4 

<Pv ( „ m2 - 1/4 
M a 2

 — 

dx2 у я2 
ú = 0 . 

Általános megoldása : 

v = C[ )[x Jm(a x) + C2 íjx J-m(a x) , 

ahol Jm(ax) az m-edrendű (komplex argumentumú) Bessel-fiiggvény. 
Tehát a (10) egyenlet megoldása : 

R(r) = -1 {G[J3U(ar) + C;J.,(l(ar)) . 
|/r 

r = 0-nál azonban korlátosnak kell lennie a megoldásnak ; ez csak akkor 
teljesülhet, ha C\ = 0. így : 

R(r) = Jt/,(r f - jmylY) = JÁ J,l2 
yr \r 

g\ , [тея 

ahol (3 = V2/y1(oy a behatolási mélység. így a gömbön belül fellépő elekt-
romos térerősség : 

(12) Ci j ( ] f - 2 j 
w 

ahol Cx = C[B. 
A Maxwell-egyenletek alapján most már könnyen határozhat juk meg 

a gömb belsejében fellépő mágneses térerősség komponenseit (5*) min-
tájára : 

rotr E2 = - -U'cotg & - — S7U = _ jcoy, H2r , 
r r dir 

ro t 9 E2 = + 9jÉ+ = - jcoy, H20 
r 9 r 

Ebből 

(13) 

Г-2? • h 2 < 7 i / 
)Ы/1Х H2r = —==- «/з 2 

j/r 0 
. Cx . |V 2) 

— )My1 H2№ — ——- Ja 2 
2 r '2 

COS I? 
-ne 

. G j s i n i ü J 
r | s m í f - j — . — — J 3 

j /r d r 

У-2 j 

Végül, felhasználva a következő Bessel-függvények közti 

Jq(y) — — 4 J4(y) + Jq-i(y) 
dy у 



4 1 4 IvARDOS GILBERT 

összefüggést, és bevezetve a ß — f— 2//<5 jelölést : 

továbbá 

y JHßr) = - ~J>u(ßr) + ßj>,t(ßr) ; 
ar 2 r 

- jcop.H^ = - 1 J4l(ßr) s in 0 + ° l ß Jih(ßr) s i n 0 . 
Г '2 |/» 

Ezeket helyettesítve (13)-ba : 

2 0 j Í 1 T T 2 7 
B 2 r = ;--•/«/ , 

icon, r '2 
(14) 

<5 
Pj(cos0) , 

H 2» = 
Сг 

r 
J*. 

4. §. Az állandók meghatározása 

Az elektromos és mágneses térerősséget — állandó szorzóktól eltekintve — 
meghatároztuk. Л konstansok kiszámíthatók a csatlakozási feltételekből. 

Mivel a H9 folytonosan megy át a gömb felszínén, azaz Ны
!
 r=a = H2i} j r=a , 

továbbá, mivel а В indukció-vektor normális komponense szintén folytono-
san megy á t a gömb felszínén, vagyis p0Hlr\r=a = p1II2rr=a, a következő 
egyenletrendszert kapjuk : 

TI . n , С « sin 0 0 , sin , T . л , . T , . , , 
- H0 s i n 0 + = . - L — { J 3 , 2 ( ß a ) - ß a Jxu(ß а)} , 

)cop0 а3 /сом, а 'а 

jcop0 a3 ja>Rx d '2 

Bevezetve a Jzi2(ßa) = 4 és Jxi2(ßa) = В jelölést, továbbá a két egyen-
letet összeadva és rendezve, a 

3 p0 H0 
2 0j 

jco а1 г px 
{MRi - Ro) + aRoßB} 

egyenlet adódik. Innen 

01 = 
3 pQ px II0 jco a?12 

2{A~(px-p0) + aßp0B} 

Hasonló módon 

Gn = 3 Pq px H0 jco a 3
 A _ p0 H0 jco a3  

2 { A ( p 1 - p 0 ) + a ß p 0 B ) 2 
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Kontroliképpen nézzük meg, teljesül-e az a feltétel, hogy az elektromos tér-
erősség szintén folytonosan megy át a gömb felületén, azaz (Elq)r = a — (E2v)r=a = 
= 0, tehát 

ACX Сa jwfi0 a / /„ 
0 . 

f a a2 2 

és C2 fent i értékeit behelyettesítve valóban azt kapjuk, hogy 

3 fia jix H0 jw а3'г A 3 /»y /íj Я 0 jen a3 rí 
Уя 2 { r í M - p 0 ) 2 a 2 { r í M - M 

+ 

уi0Hujcoa3 _ /i0H0jwa _ Q 

2a2 2 

A C4 konstanst visszahelyettesítve (12)-be és (14)-be, végeredményképp a 
gömbön belül az alábbi térerősségek adódnak : 

3 fi0 /ij ja> H0 a!2 

2 к Ш а] _ i á + г Ш ^ E S J 
г 

3 3,2 

í r F 2 ? . 
ч 

2 : 1 4 r ~ a l (Fl - Fo) + '" '""д — « Œ F o V - 2 / Г Í E ^ Í 
<5 

X 

v i r ( E S J IV-2J P*(C0S#) . 

5. §. Az örvényáramveszteség meghatározása 

A Joule-veszteséget a Poynting—Umov vektor segítségével ha tá-
rozzuk meg : 

TF = 4-óSejJ (ExH)df\ 
2 F 

ahol az integrálást a gömb felszínére kell kiterjeszteni (tetszőleges z komplex 
száin esetén z a z konjugáltja). Tekintve, hogy P = E X H, az energiaáram-
lás vektora, a gömb felszínére merőleges, a mágneses térerősségnek csak 
$- i rányú komponensét kell figyelembe venni. így tehát 

W = -±rz>j 2 «Ь. I J e ^ M J 
F 

2 
^e[(E2rH2&)r a ] d f . 
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Bevezetve az A j sin A = (E2gj)r a és az A2 sin A = (H2 №) r = a jelölést, adódik, 
hogy 

я 2т 

W=- 1 ( í rßt{A1Ä2) a2sin3AAAefy> 

illetve 

о о 

= а2л<Ш{АхА2} J sin8AAA , 
ó 

W= --ла2П2е{А1А2} . 
3 

így maga az örvényáramveszteség : 

1 a '' - 2> ] ! à 1 1 à J4.\ ! » J i 
Számítsuk ki most 

- (Jb{jJ*,tW [J>,t(ßa) - ßaJlU(ßa)]} 

értékét. Bevezetve a b = ajb jelölést és figyelembe véve, hogy У — j — 
— (1 — j)/Y2, а fenti kifejezésre 

(17) - r&{jJ„2(b(l - Я) [J,,t(b( 1 - j)) - 6(1 - jJ4jb(\ - j))]} 

adódik. A (2n -f l)/2 alakú indexszel bíró Bessel-függvényeket egyébként 
elemi függvények segítségével is ki lehet fejezni (lásd : [4], 100. oldal) : 

•Л/2(ж) 
лх 

sin Ж , +1/а(ж) 2 sin ж — ж cos ж 
лх x 

amit (17)-be helyettesítünk : 

2 sin x — x cos ж 
(17*) - <T2e 

Legyen 

(18) 

f - лх лх' 
(sin Ж — x cos ж — ж2 sin ж) 1 

J -

sin b — s , sh 6 = cl . 

cos b — с , ch 6 = /3 . 

Figyelembe vesszük még, hogy 

sin 6(1— j) = sin 6 ch 6 — j cos b shb = sß — jca 

cos 6(1— j) — cos 6 ch 6 -f- j sin 6 sh 6 = cß -f jsa . 
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így 

_ (sill X — X COS X — X2 s in x) 
лх3 ' 

(19) = 

Viszont 

(19*) 

í 2 sß - ica - b(l - ± ÍSCL) - b2( 1 - j)2 (sß - jca)  
лЬ3 (1 - jf't 

(sß + 2 b2 ca - bsa - bcß) + j(2 b2sß - ca + bcß bsa) 3/ 

(1 + j ) \ = j/8 I cos Ç + j sin — • I = f 8 (и + , 

vagyis (19) baloldala a következővel egyenlő : 

(20) 

Legyen 

2 У8 (sß + 2 62 ca - bcß - bsa) + j(2 b2 sß - ca + - 6sa) 
я 63 2 f 2 

sß + 2 62 ca - bcß - bsa = С 

2 b2sß - ca + bcß — bsa = D . 

(u + jv) . 

\ számításokat elvégezve azt kapjuk, hogy 

г71 
2 л Ь 3 (21) J3,2(x) - xJ3,2(x) = 

Számítsuk ki most a jJ3 2(x) kifejezést : 

(22) jJ3,2(x) = j 

3 (C - (u - jv) 

sin ж — ж cos ж 

= j(u + jv) 

Y2 

2 л b2 (1 - j f l 

2 л Ь 3 
{(sß — bcß — bsa) -f j(bcß — ca — bsa)} . 

Legyen 
sß — bcß - bsa = E 
bcß — ca — bsa = F. 

Ekkor (22) a következő alakot veszi fel : 

i 
2 л b3 

(u + jv) (E + jF) . 
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E kifejezést (17)-be helyettesítve, (21) figyelembevételével 

(23) 
« e J? I ß-Au + jv)(E + jF) 

2 л о 3 
J-2 (и-jv) (G - jD)\ = 
2 л о 3 

= - K t Ú - (E+ jF)(D + jC)\ = \r=(ED-FC) 
I2 71 63 J л Ь 3 У2 

adódik. Végül tekintettel а (18) és (22*) összefüggésekre, (23)-ra a követ-
kezőt kap juk : 

(24) 
Ьл][2 

Hátra van még a 

(25) í J 3 L ( х ч 1 ' 2 ó 

{6(sh 26 + sin 2b) — ch 26 + cos 2b) . 

kifejezés kiszámítása. Ugyanazokat a jelöléseket használva, mint (18)-ban 
és (19*)-ban, egyszerű számítások u tán (25) így alakul : 

(26) 
Ъ3л У 2 { X - Po)2[{s2ß2 + c2a2) + 2 62(s2a +c2 /S2) - 2b(aß + sc)] + 

+ 4 у2 64(c2 a 2 + s2 ß2) - 4 fi0 ( f i j - yü)b2(sß + ca)} 

A (24) és (26) kifejezéseket (16)-ba helyettesítve : 

(27) 
( а31 2a 2b) a21 , 2a 2a \ V 

T + " n T ) " Í«| 7 - c o * 7 1 | 
° L > . .2_j| I - » F U Ü? _ ^ 2° 14. - *>)a' í ,i. 4. sin é eh - , 

i »I 

adódik (lásd a eikk végén a 3. ábrát) . 
HJ = ju0 esetén, vagyis például, ha vas helyett alumíniumból van a 

gömb, a (27) képlet leegyszerűsödik : 

(28) W = 
3 со a ô л H2 Ja , 2 a , . 2 a 

sh b sin — 
<5 <5 

• i . 2 a 2a\ 
— à ch cos- 1 

ô i 
, 2 a 2 a] 

eh cos — 
<3 ô 

6» §. A kis- és nagyfrekvenciás határeset 

A kisfrekvenciás határesetben a jó <s 1. A veszteség képletében szereplő 
függvények végtelen sorainak magasabb hatványú tag ja i elhanyagolhatók, 
ily módon a veszteségre vonatkozó képleteket a következőképp nyer jük : 
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W = — [i0a>ab2nH2 : 
2 -

, 2 a , . 2 a 
sh H sm — 

ô ô 
. 2 a 2 a 

ch cos — 
Ô ô 

Tehát 

3 • 4 • 2 4 juco a 5 <52 n Щ 

2 - 6 ! ő4^ 

If = _ a5yco2nplHl . 
15 

Ezen képlet egyezik az irodalomban található képlettel . (Lásd: [2], 173. 
oldal; [3], 35. oldal.) 

Nagyfrekvenciás határesetben (ajà > 1) a probléma a gömb külsejére 
vonatkozó Neumann-probléma megoldására redukálódik. Ez a feladat 
— melyet már megoldottak (lásd : [5], 330. oldal) — fellép a matematikai 
fizika más problémáinál is. 

Röviden ismertet jük a megoldást a mi elektromos problémánk esetén. 
Elektromos tér csak a gömbön kívül лап. A gömbön felületi áram 

lép fel, melynek abszolút értéke megegyezik a gömb felületén fellépő mág-
neses térerősség tangenciális komponensével. A gömbön belül a tér zérus. 
A feladat t ehá t a gömb külsejére vonatkozó Neumann-probléma : 

[ r o t Я = 0 , innen Я = grad Ф és Л Ф = 0 . 

Ezen egyenlet a következő határfeltételek mellett oldandó meg : 

1? 
ЭФ 

9 R r=a 

2? lim Я = 

= 0 

H 0 

A következő potenciálfüggvény az összes feltételeket kielégíti A és R jmeg-
felelő választása esetén : 

(29) Ф = (Ar + Br~2) cosi 

Amint már láttuk, (29) kielégíti a gömbkoordinátákban felírt Laplace-
egyenletet : 

A határfeltételek szer int : 

Innen 

[Hr]r=a = Г—1 = ( A - 2 Ba~s) cos 0 . 

L ^r \ r = a 

R _ i « 3 

1 ЭФ 1 
H0 = - i - — = _ _L (Ar + Br~2) s in 0 

Г Э 0 r 

l i m Hr = A cos 0 = H0 cos i 
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t ehá t 

Végül : 

A felületi á r a m : 

lim H н 

A = IL 

A sin d = — Il0 sin & . 

Íf\ = [ 11, ]r a = ' H0 sin & 

Végül a veszteség : 

a 2 г Г 3 
i / 2 sin dd& dtp = —л a2 u0 w à . 

2 yô J J 1 2 
о о 

A (30) képletet az eredeti (28) veszteségből is megkaphatjuk, ha érvényesít-
jük az а/ô s> 1 feltételt. Ekkor a képletben szereplő hiperbolikus függvé-
nyek exponenciális függvényekkel helyettesíthetők, ezek mellett a trigono-
metrikus függvények elhanyagolhatók. Ily módon a 

W = 
í 2f 

3fi0coaôH2{ae° —ôe J 3 /лша(а — 0)лН2 3 pw а2 л H2  

2 e 2 2 
eredményre ju tunk. 

Ezzel a külső homogén mágneses térbe helyezett t ömör fémgömbben 
fellépő örvényáramveszteség problémáját teljesen megoldottuk. 

Végül köszönetet mondok P Á L SÁNDOimak és F É N Y E S TAMÁSnak a 
cikk kidolgozásában nyú j to t t értékes támogatásukért . 

(Beérkezet t : 1956. VII. 31.) 
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ОБ О П Р Е Д Е Л Е Н И И ПОТЕРИ ТОКОВ FOUCAULT 
В ПЛОТНОМ МЕТАЛЛИЧЕСКОМ ШАРЕ 

G. K A R D O S 

Резюме 
В настоящей работе автор решает следующую проблему : 
Однородный металлический шар с постоянной пермеабилитивностью расположен 

в синусоидально изменяющемся во времени, однородном магнитном пространстве ; ка-
кова будет потеря Joule, т.е. потеря токов Foucault индуцированного внешним магнитным 
полем тока в этом шаре? 

Принимая во внимание тот факт, что индуцированные в шаре токи оказывают 
влияние на первоначальное магнитное поле и изменяют его, автор, исходя из уравнений 
Maxwell, вычисляет электромагнитное поле в шаре и вне его. Автор, не вычисляя силу 
индуцированного в шаре тока, с помощью свойств вектора Poynting Умова, используя 
тангенциальные компоненты электрического и магнитного поля на поверхности шара, 
определяет потерю индуцированных токов Foucault . 

В заключение, автор отдельно исследует граничный случай тока малой и высокой 
частоты. 

D E LA P E R T E D E C O U R A N T D ' I N D U C T I O N DANS U N E S P H È R E 
CONDUCTRICE 

G. K A R D O S 

R é s u m é 

Dans ce travail , l ' a u t e u r calcule l'effet Jou l e produit p a r les courants d ' induc-
t ion dans une sphère de méta l homogène et de perméabil i té cons tan te placée d a n s un 
champ magné t ique homogène et fonction sinusoïdale du temps. 

Ce problème, déjà résolu dans le cas de deux dimensions par G . F R E U D [ 1 ] , 
est trai té ici sous trois dimensions. Jusqu'ici, ce problème n ' a é té résolu qu 'approxi -
mativemont, cf. | 1 ], [2], [3]. E n effet , il n était pa s tenu compte d u fai t que les cou ran t s 
indui ts dans le conducteur i n f l u e n t de leur côté s u r le champ magnét ique primitif e t 
le déforment. 

L ' au teur donne ici la so lu t ion exacte d u problème. A pa r t i r des équations diffé-
rentielles de Maxwell, il calcule respectivement les champs électr ique et magné t ique 
à l 'extérieur et à l ' intérieur d e la sphère conductr ice, puis se basan t sur ces résu l ta t s , 
il détermine l ' e f fe t Joule dans ce t t e sphère. Enf in , il examine les cas limites de basse 
e t de haute f réquence. 

Cette quest ion prend de l ' importance a u point do vue électrotechnique a u cas 
où de petits corps conducteurs sphériques sont soumis à de fo r tes inductions. 
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