
LINEÁRIS INTEGRÁLEGYENLETEK SAJÁTÉRTÉK NÉLKÜLI 
M A G J A I R Ó L 

F E N Y Ő ISTVÁN 

A lineáris integrálegyenletek elméletében régó ta ismeretes az a t é te l , 
hogy a n n a k szükséges és elégséges fel tétele, hogy a J5 [ — oo < a g; x, y < b < oo] 
négyzetben értelmezett K ( x , y) m a g n a k ne legyen sa já t é r t éke , az, h o g y 

ь 
An = j Kn(x, x) dx = 0 , . n — 3, 4, . . . 

a 

legyen, ahol K n(x, у) а К m a g n-edik i t e rá l ja . J . C A T J C K Y [1] azt is bebizo-
nyí to t ta , hogy az előbbi feltétel n = 2-től érvényes. Ezek a b izonyí tások , 
bár nem nehezek, mégis elég mély t é t e l eke t haszná lnak fel a t r anszcendens 
egészfüggvények nem-számairól . 

A következőkben e tételnek igen egyszerű, m é l y e b b segédeszközöket 
nem igénylő bizonyí tását a d j u k . 

1? E l f a j u l t magok ese tén a té te l szinte t r iviáhs : ezek Z>(A) F r e d h o l m -
féle de te rminánsa A racionál is egész függvénye . H a t e h á t a mag s a j á t é r t é k 
nélküli, a k k o r a Z)(A) = 0 egyenletnek nincs megoldása . Mivel D(0) = 1, 
ezért ez csakis úgy lehetséges, ha D{/.) = 1. Másrészt viszont 

ь 
= 0 = j R(x, x, A) dx = Ax + A2l + A3A2 + ... , 

v a 

ami csakis ú g y lehet, h a Ax = A2 = A3 = ... = 0. Azt kap tuk t e h á t , 
hogy e l fa ju l t magoknál az előbbi fel tétel n = 1-től é rvényes . 

2? Fredholm- t ípusú 1 ! magok ese tén a tétel b izony í tása a köve tkező-
képpen t ö r t é n h e t . Minden Fredholm- t ípusú K(x, y) m a g négyzetesen a p p r o x i -

b Ezen — mint á l t a l á b a n — olyan m a g o t ér tünk, m e l y r e 

b b 
f I ;2 Г I 2 

l im ! K(x', у) - К(х, у) I dy = l im j К(х, у') - Щх, у) dx = 0 
х'->х J I i v'->v 4 I 
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m á i h a t ó M(x, y) elfajul t magga l úgy, hogy 
ь 

J \K(x,y) - M(x,y)\2dy<e (a < x < b) 
a 

legyen, te tszőlegesen kicsiny e > 0 esetén. А К mag rezolvense legyen 
x{x, у; A), az ő t approximáló M magé pedig ju(x, у; Я). L e g y e n továbbá 

Iq>(x, y ; Я)I = I (у - M) - (и - K)\ < ô(e) а ^ х , у £ b 

bármely Я é r t ék re , melyekre x és и léteznek. Azt ál l í t juk, h o g y ô(e) 0, 
h a e —y 0. A rezolvens mag függvényegyenle te alapján u g y a n i s 

ь 
x(x, у ; Я) - K(x, у) - Я f К(х, t) {x(t, у, Л)- M(t, у)} dt = 

а 
b 

• = Я Г К(х, t) K(t, у) dt = Я К2(х, у) , 
а 

és hasonlóan 
b 

у(х, у,Л) — М(х, у) - Л [ M(x,t) {у((,у,Л) - M(t,y)}dt = ЛМ2(х,у) . 
а 

Vonjuk ki ez t a két egyenletet egymásból : 

ь 
<p(x, y;X) - Л I" K(x, t) q.(t, y ; Л) dt = 

a 
b 

= - Л(К2- М2) + Л \{K{x,t) - M(x,t)}{y(t,y,X) - M(t,y,X)}dt . 
a 

A Bunyakovszki j—Schwarz-féle egyenlőtlenség alapján 
ь 

I K 2 - M2
 Л g Г I K(x,t) - M(x. t) I I K(t,y) - M(t,y) dt й 

a 
b 

g с, [ K(x, t) - M(x, t)\2dt < Cy£ , 

a 
és 

b 

)' [K(x, t) - M(x, I)} {y(t, y,X)-M(t,yj}dt\ < 

a 

b 

< c2 I \K(x,t) - M(x,t)\4t g c2e . 

a 
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Vagyis 
ь 

<p(x, y , k ) - /. I K(x, t) <p(t, y\X)dt\ < А(сг + c2)e . I a 

De a fel tevés szerint Я a A'-nak regulár is értéke, ezé r t közismert t é te l a lap ján 
\<p(x, у ; Я)| < (5. 

Ezek e lőrebocsátása után approx imál juk а К magot s a j á t é r t ék nélküli 
e l fa ju l t M maggal. Az előbb bebizonyí to t t ál l í tás szerint a 

ь ь 
J [y(x, x ; Я) — M (x, x)} dx — ^ {x(x, x ; Я) — K(x, x)} dx 

a a 

t ranszcendens egész függvény az 1? a l a t t igazolt á l l í tás f igyelembevételével a 

z(A) = А2Я+ A3P+ . . . 

függvénnyel azonos. Á m d e |z(A)| < e akármilyen a d o t t e > 0 mel le t t , ami 
persze csakis úgy l ehe t , ha A2 = As = A4 = . . . = 0 . Q. e. d. 

3? Н а а К m a g folytonos és sa já té r ték nélkül i , akkor A x is 0. Foly-
tonos m a g tudniil l ik egyenletesen approx imá lha tó M sa já té r ték nélküli 
e l fa jul t magokkal, d e akkor egy i smer t approximációs tétel szerint (lásd : 
[2]) \ц — x\ is te tszőleges kicsivé t ehe tő . 2? a l a p j á n 

ь 
. J x(x, x ; Я) dx = Ax , 

j F. 
a 

1? a l ap ján pedig 
ь 

J y(x, x ; Я) dx = 0 . 
a 

Ezért t e h á t b á r m e l y s > 0 számná l kisebb, vagy i s Ax = 0. N e m foly-
tonos magokná l ez természetesen n e m állhat fenn , például : 

K(x,y)=[1' ha O ' * * * » * 1 . 
( 0, h a 0 ^ x < y ^ 1 . 

Ez a m a g sa já té r ték nélküli , és mégis 

1 í 
j K(x, x)dx — J dx = 1 . 

о ó 

Sőt nem folytonos m a g o k n á l Ax é r téke a sa já té r tékek számára és nagyságára 
semmilyen befolyással n e m lehet, m e r t az y = x p o n t o k halmaza a D négy-
zet nu l imér tékű részhalmaza, ezen pedig а К mag é r tékeinek önkényes meg-
vá l toz ta tása а К m a g integrálegyenlet-elméleti viselkedésén semmi t sem 
vá l toz ta t . Annál é rdekesebb az, hogy h a a mag fo ly tonos és sa j á t é r t ék nél-
küli, akkor első nyoma is eltűnik. 

8 A Matematikai Kutató Intézet Közleményei I./3. 
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4? A s a j á t é r t é k nélküli m a g o k második nyomának el tűnéséről szóló 
t é te l H O S T I N S K Y [ 3 ] egy té te lének felhasználásával különösen egyszerűen 
b izonyí tha tó , ha feltesszük, hogy az 

ь 
I K(x, y) <p(y) dy = 0 

homogén elsőfajú integrálegyenletnek van az 

ь 
[ <p2(x) dx'= 1 

a 

fe l té te lnek eleget t e v ő megoldása. Ez esetben tek in tsük az 

L(x, y) = K(x, y) + <p(x) <p{y) 

mago t , melynek csakis egy s a j á t é r t é k e van, tudni i l l ik 1 ; H O S T I N S K Y eml í te t t 
t é te le szerint t e h á t 

b . b b 
J L2(x, x) dx = I I {K(x, t) + <p(x) <p(t)} {.K(t, x) + <p(t) cp(x)} dx dt = 

a a a 
b 

= I K2(x, x) dx + 1 = 1 , 
a 

t e h á t 
ь 

K2(x, x) dx = 0 . 

Q. e. d. 

(Beérkezet t : 1956. V I I , 31. — Átdolgozva : 1956. VI I I . 14.) 
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О ЯДРАХ Л И Н Е Й Н Ы Х И Н Т Е Г Р А Л Ь Н Ы Х УРАВНЕНИЙ, 
НЕ ИМЕЮЩИХ СОБСТВЕННЫХ З Н А Ч Е Н И Й 

I. FENYŐ 

Резюме 

Работа дает новое, совершенно элементарное и простое доказательство следующей 
теоремы : для того, чтобы определенное в некотором квадрате ядро типа Fredholm 
К(х,у) линейного интегрального уравнения не имело собственных значений, необхо-
димо и достаточно выполнения условия АП = 0, П > П0> где числа А„ означают следы 
ядра II. И, наоборот, если К не имеет собственных значений, то АП = 0 при П [> 2. Если 
К непрерывно, то АП = О при П ;> Е Непосредственным следствием этой теоремы явля-
ется фундаментальная теорема о существовании собственных чисел у симметричных 
ядер. Ибо, если К симметрично, то 

b b 
А2= J J К\х, у) dx dy > О 

а а 
(если К не равно тождественно нулю), и значит, в силу предыдущего, К имеет собственное 
число. 

Ü B E R D I E K E R N E L I N E A R E R I N T E G R A L G L E I C H U N G E N W E L C H E 
K E I N E E I G E N W E R T E B E S I T Z E N 

I. FENYŐ 

Zusammenfassung 
Es wird ein neuer, e lementarer und k u r z e r Beweis des Sa tzes mitgeteilt , wonach 

die notwendige und hinreichende Bedingung d a f ü r , dass ein, in e inem endlichen Q u a d r a t 
definierter K e r n eigenwertfrei sei, ist das Verschwinden aller Spuren AN, N > N0 . I s t 
der Kern eigenwertfrei, so ist An — 0, n ^ 2. Falls das K e r n s te t ig ist, verschwindet 
auch die ers te Spur. 

Eine immittelbare Folge des bewiesenen Satzes ist die klassische Behaup tung , 
wonach jeder symmetrischer K e r n mindestens einen E igenwer t besitzt. 

8 * 
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