LINEARIS lNTEGRALEGYENfLETEK SAJATERTEK NELKULI
MAGJAIROL

FENYO ISTVAN

A lineéris mtegralegyenletek elméletében régéta ismeretes az a tétel,
hogy annak sziikséges és elégséges feltétele, hogya D[ —co<a < 2,y < b< o]
négyzetben értelmezett K(x, y) magnak ne legyen sajatértéke, az, hogy

legyen, ahol K,(z, y) a K mag n-edik iterélja. J. CAucky [1] azt is bebizo-
nyitotta, hogy az el6bbi feltétel n — 2-t6l érvényes. Ezek a bizonyitasok,
bér nem nehezek, mégis elég mély tételeket hasznalnak fel a transzcendens
egészfiiggvények nem-szamairdl.

A kovetkez6kben e tételnek igen egyszer(i, mélyebb segédeszkozoket
nem igénylS bizonyitdsat adjuk.

17 Elfajult magok esetén a tétel szinte trividlis : ezek D(1) Fredholm-
féle determinansa A raciondlis egész fiiggvénye. Ha tehat a mag sajatérték
nélkiili, akkor a D(1) = 0 egyenletnek nincs megoldasa. Mivel D(0) = 1,
ezért ez csakis tgy lehetséges, ha D(4) = 1. Masrészt viszont

b
D’(2)
sl =0= | R(z,x,A)de= A4 A A+ A4.22 4 ... ,
D) J ( ) 1+ Agd+ 4342 +

ami csakis tgy lehet, ha 4, =4,= 4, = = 0. Azt kaptuk tehat,

hogy elfajult magoknal az elobbl feltétel n — 1-461 érvényes.
2? Fredholm-tipusi? magok esetén a tétel bizonyitisa a kovetkezs-

képpen torténhet. Minden Fredholm-tipust K(z,y) mag négyzetesen approxi-
1) Ezen — mint éultalé,ban — olyan maorot érti’mk melyre

2

HKr'y) K(z,y)f Iy = lim ”ny)_K(x, )! dx=0 .

x—*x
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malhaté M(x, y) elfajﬁlt maggal tgy, hogy
b
[ 1K@y ~ M@ y)pay<e  (@<z<b)
a

legyen, tetszSlegesen kicsiny & > 0 esetén. A K mag rezolvense legyen
#(x, y; A), az 6t approximalé M magé pedig u(x, y; 4). Legyen tovabba

lp(@, y;4)| =[(u — M) — (x — K)| < (e) a<z,y<b
barmely A értékre, melyekre » és p léteznek. Azt allitjuk, hogy d(e) — 0,
ha & — 0. A rezolvens mag fiiggvényegyenlete alapjin ugyanis

b
#w,y 3 0) — K(@,y) — 4 | KG@,0) {#(t.y:2) ~ M(t.y)} dt =

b
= f K(x, t) K(t,y) dt = 2 Ky(x.7) ,

és hasonldan
b

w,ysh) — M(x,y) — 4 f M(w,t) {p(t.y 3 4) — M(t.y)}dt =2 My, y) .

a

Vonjuk ki ezt a két egyenletet egymasbol :

b
g@.y3h) — 2 [ K@, 0)glt.y;4)dt =
a

b
e DM, s T ‘[{K(x, 1) — M, t)} {u(t,y 3 2) — M(t.y:A)}dt .

a

A Bunyakovszkij—Schwarz-féle egyenlétlenség alapjan

b
Ky — My < [ [K(@,t) — M@, 0)]|K(t,y) — M(t.y)|dt <

IIA

b
o J" |K(x,t) — M@, t)2dt < ¢, ,
63 a
2 ‘
T | (K (2, t) — M(z, t)} {u(t. y ; A) — M(t, y)}dti <
b
< ¢y J |K(x,t) — M(x,t)2dt < cy¢ .

a
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Vagyis

b-
!(p(d;,y;l) — 4 ' K(x;t)tp(t,y;l)dt < Mey +6) € -

De a feltevés szerint 4 a K-nak reguldris értéke, ezért kozismert tétel alapjan
lp(z, y; A)|'<d. :

Ezek el6rebocsatasa utan approximaljuk a K magot sajatérték nélkiili
elfajult M maggal. Az el6bb bebizonyitott allitds szerint a

b b
j {u(@, x ;1) — M(x, x)} do — f{x(x,x ;A) — K(z, )} do

transzcendens egész fiiggvény az 1° alatt igazolt allitas figyelembevételével a

2A)= A4+ A28+ ... o
fiiggvénnyel azonos. Amde |2(1)| < & akérmilyen adott ¢ > 0 mellett, ami
persze csakis ugy lehet, ha 4, = A, =A4,= ... =0, Q.e.d.

37 Ha a K mag folytonos és sajatérték nélkiili, akkor A, is 0. Foly-
tonos mag tudniillik egyenletesen approximéalhaté M sajatérték nélkiili
elfajult magokkal, de akkor egy ismert approximécios tétel szerint (lasd :
[2]) |# — x| is tetszOleges kicsivé tehetd. 27 alapjan

b
g [x(x,x;/'l)dx:Al )

a

.12 alapjan pedig

b g
l A de—05.
Ezért tehat |4,| barmely ¢ > 0 szdmndl kisebb, vagyis 4, = 0. Nem foly-
tonos magokndl ez természetesen nem &llhat fenn, példaul :
_jl, ha 0y < z<T,

K(z,
.( y) lO, ha O§x<‘y§1.

Ez a mag sajatérték nélkiili, és mégis

1 1

f Kz xyde = [ dz ="1..

0 ]
S6t nem folytonos magoknal A4, értéke a sajatértékek szamara és nagysdgara
semmilyen befolydssal nem lehet, mert az y = « pontok halmaza a D négy-
zet nullmérték{i részhalmaza, ezen pedig a K mag értékeinek onkényes meg-
valtoztatasa a K mag integrilegyenlet-elméleti viselkedésén semmit sem
valtoztat. Annél érdekesebb az, hogy ha a mag folytonos és sajatérték nél-
kiili, akkor els6 nyoma is eltfinik,

8 A Matematikai Kutaté Intézet Kozleményei I./3.
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4° A sajatérték nélkili magok mésodik nyomanak eltiinésérdl szélé
tétel HosTINSKY [3] egy tételének felhasznalisaval kiilonosen egyszerfien
bizonyithaté, ha feltesszilk, hogy az

b
| K. y) p(y) dy =0

homogén els6faji integralegyenletnek van az

b .
[ @ (x)de=1

a

feltételnek eleget tevs megoldasa. Ez esetben tekintsiik az

L(z,y) = K(x,y) + ¢(x) ¢(y)

magot, melynek csakis egy sajatértéke van, tudniillik 1; HoSTINSKY emlitett
tétele szerint tehat

{2 I bb
[ L2y do = [ [ {K(@,0) + o) gO}E( @) + 0l0) (@)} des dt =

a

b

J‘ Koz, z)de 1 =1",

a

tehat
>
l Ko, v)de—0""

0.e.d:

(Beérkezett : 1956, VII, 31. — Atdolgozva : 1956. VIII. 14.)
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O SIIPAX JIMHEWHBIX MHTEIPAJIbHBIX YPABHEHUH,
HE MMEIOIIMX COBCTBEHHbLIX 3HAUEHWA

1. FENYO

Pe3iome

Pa0ora J1aeT HOBOE, COBEPIIEHHO 3J1EMEHTAPHOE 1 NPOCTOE A0KA3ATENLCTBO CJIE/IyI0meH
TEOpPEeMBI : JUIsl TOr0, 4ToOBI ONPEIETEHHOE B HEKOTOPOM Keajapare siipo Tuna Fredholm
K(x,y) JNUHEHHOT0 MHTETPAJBHOI0 yPaBHEHHSI HE HMEN0 COOCTBEHHBIX 3HAYEHWI, HE00XO-
JMMO U JIOCTATOYHO BBIIOJHEHUS ycaoBusi An =0, n =mn,, rne yucna A, 03HAYAKOT CJIE/BI
sitpa K. U, Hao0opor, eciu /K HE HMeeT coOCTBEHHBIX 2HzUeHu, TO Ap = 0 npu 7 > 2. Ecmn
K nenpepniBHO, T0 Ap = 0 npu » = 1. HerocpeacTBeHHbIM CJI€ICTBHEM 3TOU TEOPEeMBb! SIBJISI-
ercsl (yHAAMEHTA/IbHASI TEOPEM& O CyHIECTBOB&ZHHM COOCTBEHHBIX YHCET Yy CHMMETPHYHBIX
saep. Moo, ecan ‘K cuMMeTpUYHO, TO

b b
A, = J‘ J K2(z,y)drdy >0
a a

(ecsin K HE paBHO TOX/IECTBEHHO HYJII0), M 3HAUNT, B CUJY NpeAby1ero, K umeer codCTBEHHOE
Yucno. '

UBER DIE KERNE LINEARER INTEGRALGLEICHUNGEN WELCHE
KEINE EIGENWERTE BESITZEN

1. FENYO

Zusammenfassung

Es wird ein neuer, elementarer und kurzer Beweis des Satzes mitgeteilt, wonach
die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass ein, in einem endlichen Quadrat
definierter Kern eigenwertfrei sei, ist das Verschwinden aller Spuren A4, n > n,. Ist
der Kern eigenwertfrei, so ist 4, = 0, » = 2. TFalls das Kern stetig ist, verschwindet
auch die erste Spur.

Eine unmittelbare Folge des bewiesenen Satzes ist die klassische Behauptung,
wonach jeder symmetrischer Kern mindestens einen Eigenwert besitzt.

8*
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