
A HŐVEZETÉS DIFFERENCIÁLEGYENLETÉNEK MAXIMUM-ELVÉRŐL, HI. 

F R E U D GÉZA 

Az a lább iakban n é h á n y kiegészítést szeretnénk fűzn i előző e r edmé-
nyeinkhez ( [ 1 ] , [2]). Dolgozatunk h á r o m paragrafusból áll, ezek mind-
egyike egy-egy külön egységet alkot. Az 1. §-ban ú j bizonyítást a d u n k a 
maximum-e lvre ; ez az ú j bizonyítás b izonyos ese tekben a maximum-elv-
nek az előző ké t dolgoza tban tárgyal t ki terjesztésére is fe lhasználható . A 
2. §-ban az első dolgozat I . tételének (amely a kétdimenziós esetre vona tkoz ik ) 
élesítését a d j u k : az idéze t t helyen fel tételezzük, hogy V(x, y, t) az S*-on 
kétszer differenciálható, míg i t t m e g m u t a t j u k , hogy egyszer i folytonos diffe-
renciá lhatóság elégséges. A. 3. §-ban a max imum-e lvnek két , f izikailag vár-
ható köve tkezményé t b izonyí t juk . 

1. §. Új bizonyítás a maximum-elvre 

Az (x, y, z) tér R t a r t o m á n y á b a n , melynek pereme, R — R = S, véges 
sok Ljapunov-fe lü le t egyesítése, a t0 < t g, tx in te rva l lumban V(x, y, zf t) 
tegyen eleget a hővezetés differenciálegyenletének : 

9 F 
(1) A F = a 2 —— , 
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ahol 0 < a = konst . 
A V(x, y, z, t) f ü g g v é n y legyen az R x [t0, tx ] halmazon fo ly tonos , 

x, y, z függvényében fo ly tonosan differenciálható, és az R x (t0, í j ] h a l m a z o n 
a he lykoordiná ták függvényében kétszer, az idő szerint egyszer fo ly tonosan 
differenciálható. 

1. tétel: V(x, y, z, t) egyetlen (x2, y2, z2, t2)eR X (£0> tx] értékrendszerre 
sem vehet fel nagyobb értéket, mint az { » 9 X ( T 0 U I ] } U {R X { Í 0 } } halmazon 
felvett maximum. 

Ez t e h á t nem más, m i n t Tyihonov ismert té te le , de arról az edd ig 
ismertektől lényegesen e l té rő bizonyítást adunk . 
Bizonyítás : 

Legyen 
m a x V(x, y, z,t) = m , 

(Sx(í„, M}U{RX{'.}} 
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és feltételezzük (tételünk á l l í t ásáva l e l lenté tben) , hogy 

V(x2, y2, z2, t2) = M > m , bár (x2, y2, z2) e R, t2 > t0 , 

Legyen m < p < M, G legyen azon (x, y, z, t) G Ü X ( Í 0 , í 2 ] négydimenzióbel í 
pon tok ha lmaza , melyekre V(x, y, z, t) > p, és G(r) (ahol t0 < т ^ t2) a 
(?-nek az a részhalmaza, melynek*pont ja i ra í = т. Ismeretes, hogy V(x, y, z, t) 
az R X (t0, tx ] halmazon a he lykoord iná ták analit ikus és az időnek a k á r -
hányszor differenciálható függvénye , t ehá t G(т) pereme, H(r), minden t0 < 
с г < t2 é r t é k r e véges sok p o n t tetszőleges kis környezetének k izárásáva l 
L japunov- fe lü le t t é tehető ( lásd : [1] dolgozat 2. segédtétele). így, mint e l ső 
köz leményünkben részleteztük, а F f ü g g v é n y r e érvényes a Green-képlet , 
azaz f igyelemmel (l)-re : 

i I j —— dxdydz = а2 II Ö - df , 
JJJ 91 JJ 9n 
G(T) H{r) 

t e h á t 
t, 

(2) j j j j --dxdydzdt = a2 j dx j j y dj . 

G * t0 H(t) 

Végezzük el m o s t a (2) ba lo lda lán kijelölt integrálást ú g y , hogy e lőször 
t szerint i n t eg rá lunk rögzí tet t (x, y, z)-re, és a z u t á n in tegrá lunk a helykoordi-
n á t á k szerint . Vegyük f igye lembe, hogy a t szerinti in tegrá lás alsó h a t á r á n 
G. definíciója következ tében V = p, és az integrálás felső ha tá ra (x, y, z)-
t o l függe t lenü l t = t2, k ivéve olyan szakaszoka t , ahol az alsó és felső h a t á -
ron is F = p, amelyek j á r u l é k a ennek köve tkez tében zérus . így 

(3) j j j ^ ~ d x d y d z d t = j j j [V(x,y,z,t2) - p}dx dy dz . 

G G ( t,) 

Mivel 0 - b e n V > p, t o v á b b á V folytonos, és V(x2, y2, z2, t2) > p, t e h á t (3) 
jobboldalán ha t á rozo t t an p o z i t í v szám áll . Másrészt 27(т)-п F == p, és 0 ( r ) -
ban V > p, t e h á t (mivel Э/Эп a külső no rmá l i s menti differenciálást j e l en t ) 
H(t)-n m i n d e n ü t t 9 F/9n < 0, és így (2) jobbolda la nem lehe t pozitív. Mivel 
(2) és (3) baloldala azonos, fel tevésünk e l lentmondásra vezetett , és ezzel 
té te lünket beb izony í to t tuk . Megmuta t j uk , hogy ugyanezt az elvet a m a x b 
mum-elv ki ter jesztésére is fe l lehet haszná ln i . 

2. tétel. Legyen az S perem S* nyílt résztartománya olyan, hogy létezzék 
grad F még az (R U S*) X (í0, íj.] halmazon is, legyen ott folytonos, és az 
S*X(t0, í j ] halmazon legyen dV/dn £ 0. Létezzék továbbá egy olyan Rx С R 
tartomány, amely S*-ot elválasztja (R — Rx)-től, és 9F/91 az Rx X (í(l, Ц ] hal-
mazonkorlátos. Akkor V(x, y, z,t) egyetlen (x2, y2, z2, t2) €9 S* X (t0, tx} érték-
rendszerre sem vehet fel nagyobb értéket, mint az {($ — S*) X (í0, í j ]}U [R X {í0}} 
halmazon felvett maximuma. 
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B i z o n y í t á s : 
Legyen most 

max V(x, y, z, t) — m , 
{ ( S - S * ) ' X ( Í „ Í , ] } U { R X { Í 0 ) } 

és tegyük fel (tételünk állításával ellentétben), hogy egy (ж2, y2, z2) e S*, 
t2 > tg értékrendszernél V(x2, y2, z2, t2) = M > m, és legyen ismét m < y < M 
mellett G az a ta r tomány, amelyben t < t2, és V > y, G(r) = G П {т}. 

A te t t megszorítások következtében az 

-— dx dy dz 
dt 

G ( T ) 

integrál minden r e (t0, tx ] értékre létezik, és r szerint a Riemann-féle érte-
lemben integrálható. 

Vegyünk fel egy Gx zárt t a r tományt úgy, hogy G С Gx c / Í X (tg, tx ], 
és válasszuk meg a t0 = т0 < тх < . . . < тп = t2 beosztást olyan sűrűre, 
hogy 

(4) Ű ö(T A )x ( r f t _i , rk]cGx 
k=1 

legyen, ami lehetséges, mert V a Gq-en folytonos. 
Tekintsük most az 

j j j F(x, y, z, rn) dx dy dz — j j j V(x, y, z, r0) dx dy dz = 

G ( R „ ) G ( R „ ) 

= X ' 
1 

(5) 

V(x, y, z, тк) dx dy dz 

G(RT ) G ( R 4 _ , ) 

Tk 

j j V(x,y,z,Tk-i)dxdydz| = 

= ^ J j j J V/(x, y, z, t) dx dy dz dt + 
G ( N ) T],—, 

I I j J j y, z, Tfc_i) dx dy dz - j j j F (ж, y, z, rk-X) dx dy dz j 

G(R I ) - G ( T Í _ , ) 0 ( 1 4 _ , ) - С ( Т 4 ) 

identitást . Ennek felírásánál felhasználtuk, hogy Vt az adott feltételek telje-
sülése esetén még Gq-ben is integrálható, és az integráció ta r tománya az 
első E tagjaiban (4) mia t t Gq-be esik. 

Mivel Vt feltevéseink következtében Gq-ben folytonos, (5) utolsó sorá-
nak első tag ja — a beosztást elég sűrűre választva — tetszőlegesen kis rög-
zített e-nál kevesebbel tér el az 

j j Vt dx dy dz dt 
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in tegrá l tó l . Tek in t sük most (5) u to l só sorának második t a g j á t . Mivel a G(t) 
t a r t o m á n y pereme т függvényében folytonosan változik, m i n d e n rögzített 
(x, y, z)^G(xk) — G(Tft_i) p o n t h o z ta lálható o lyan тк e \jk-i, rk ] érték, 
m e l y r e V(x, y, z, x'k) = p, és így 

(6) |F(x, y, z, - ^ i f(r / c - xk—j), 

a h o l i f a F; egy fe lső korlá t ja G^-en (a tételben F/-re eszközölt fel tétel mia t t 
i lyen felső korlát létezik). 

Legyen mos t R., egy o lyan nyí l t részhalmaza 7 í r n e k , amelynek mér-
t é k e az előírt e-nál kisebb, és (1Î — Rx)-t e lvá lasz t ja $*-tól . Akkor tekin-
t e t t e l (6)-ra, az eKE(xk — rk_1) = eK(t2 — t0) é r téknél k i sebb h ibá t köve-
t ü n k el, ha (5) u to l só sorában az utolsó két összeg minden egyes t ag j ában 
az iüj-re k i te r jesz te t t in tegrálban az iu tegrandus helyébe p-t í runk . Mivel 
(Gx — i íjj-en a V függvény m á r egyenletesen folytonos, a xk osz táspontoka t 
megfelelően sűr í tve , a mes{ [G(xk) — G(r/c_г) ] -j- [G(Tfc_i) — G(RK) ]} te rü-
l e t e k tetszőlegesen kicsivé t e h e t ő k , és így — tek in te t t e l (6)-ra — ugyancsak 
£-ná l kisebb h i b á t köve tünk el, h a ugyanezen E a l a t t szereplő minden egyes 
in tegrá lban a t e l j e s integrációs t a r t o m á n y o n az in tegrandusok helyébe p-t 
helye t tes í tünk . Elvégezve az e —>- 0 ha t á r á tmene t e t , ily m ó d o n (5)-ből az t 
k a p j u k , hogy 

V(x, y, z, xn) dx dy dz — f j j V(x,y,z,x0)dxdydz = 

G(%) G(t0) 

Vtdxâydzdt + {mesG(rn) — mesff(r0)}/< , 

G 

i l le tve (2) felhasználásával , a z t is figyelembe véve, hogy G(x0) = G(t0) üres : 

t, 

j j J ( F - P)dxdydz= j dx J 

G(U) U HP) 

d v M df • 
9 и 

I t t a baloldal poz i t ív , a jobboldal pedig nem lehet pozitív, m e r t S*-on 9 F /9n < 
< 0, I / ( r)-nak A*-hoz nem t a r t o z ó részén ped ig V = p, és így (ugyanúgy, 
m i n t az előbb) 9 F / 9 n < 0. Ezzel k i m u t a t t u k , h o g y a V(x2, y2, z2, t2) = M > p 
fe l t é te l e l len tmondásra vezet, amive l t é te lünke t beb izonyí to t tuk . 

2. §. A maximum-elv kiterjesztése kétdimenziós esetben 

3. tétel. A V(x, y, z, t) függvény tegyen eleget az (x, y)-sík Jordán-
görbével határolt R korlátos tartományában (e(í0, tt ] esetén a hővezetés 

d2V , 92F „ dV 
1 = a2 — 

Эж2 dy2 dt 

differenciálegyenletének, ahol a = konst . =f= 0, és legyen К az R X [í0, tx ] 
halmazon folytonos. Legyen az R tartomány S peremének S* része olyan össze-
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függő nyílt rektifilcálható Jordan-ív, hogy az S-et az egységkörre egyrétűen 
leképező analitikus függvény 8*-on folytonosan differenciálható. g r a d F legyen 
az (R(JS*)x(t0, tj ] halmazon folytonos, és 8*-on legyen 9F /9n = 0, továbbá 
egy RXC.R tartományon, amely (R — Rx)-t elválasztja S*-tól, legyen 

• | 9 F 

I 91 
dxdy < 

Ri 

Akkor a V függvény egyetlen (x2, y2)e8* pontban és t2Œ(t0, tr] időpontban 
sem vehet fel nagyobb értéket, mint amennyi az {(S — 8*)x(t0, tx ]} U [R X {<0}} 
halmazon felvett maximuma. 

Bizonyítás : 
Tekintsük az t a w = cp(z) anal i t ikus függvény t , amely a z = x + iy 

síkbeli R t a r t o m á n y t a w = и + iv sík F fé lkörébe viszi á t , mégpedig oly 
módon , hogy az F félkör D á t m é r ő j e az S* peremrésznek felel meg, cs 1) a 
г? = 0 valós t enge ly (—1, - f l ) szakasza legyen, <p(z) inverze legyen Ф(уо). 
Akkor az u, v vá l tozók függvényében F (и, v, t) = V(x, y, t) a 

9 2 F 9 2 F 9 F 
(7) ——f- — = a2 ! Ф' I2 —-— 

dU2 dV2 dt 

differenciálegyenletnek tesz eleget F belsejében, F-on folytonos, végül D-n 
dV/dn = 0. 

Az 
a'r' 

-e'MFT) 
4 n(t' - t) 

hőpólusfüggvény t ransz formác ió jáva l nyer t 
2 _ q a | Ф ( ц + | У ) - Ф ( ц ' + 1 У ) 1 « 

W(u,v,t; u',v',t') = e 
án(t' - t) 

f üggvé ny az и', v', t' változók függvényében kielégít i a (7) hővezetési egyen-
le te t , és az u, v, t vál tozók függvényében a 

82W , d2W dW 
1 = - а2 \Ф' 2 

Эи2 9 г;2 dt 
egyenlete t . 

Az (x, y) koo rd iná t ákba va ló visszatranszformálással k a p j u k , hogy 
minden Gc. F t a r t o m á n y b a n 

(8) lim j I W(u, v, t) \Ф\и + iv) j2 du dv = / 1 ' 
' " í ' -OJJ l o , 

_ ( 1, ha « г / ) e G 

ha (и' , v' e G . 

9 A Matematikai K u t a t ó Intézet Közleményei 1./3. 
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Ha a V(u,v,t) és W(u,v, t ; u',v',t') függvényt a \w\ < 1 egységkör alsó 
felére w-ben, illetve u-ben és F-ben pá ros függvénykén t fo ly t a t j uk , akkor a 
V{u, V, t) függvény a he lykoord iná ták függvényében az egész \w\ < 1, illetve 
\w'\< 1 körben fo ly tonosan differenciálható,1* és a n n a k minden D-tői külön-
böző p o n t j á b a n kielégíti a (7) differenciálegyenletet . A Green-képlet szerint, 
ha az integrációs t a r t o m á n y a q < l sugarú K„ körlemez, i l letve Ce kör-
vonal2 1 : 

Я 
к п 

9F ölF 
IF — + F — 

dt dt 
Ф'\- du dv 

Я l'l (WAV - F AW)dudv = Я j' |f 
91F W 9 F 

— W —-
9 n э n 

ds 

кп 

A legelső kifejezésről leolvasható, hogy az a 

d 
dl 

WV Ф' 2 du dv 

Kn 

kifejezéssel egyenlő, t e h á t í szerint in tegrálva : 

j j W(u, V, t ; u', v', t') F(w, V, f) Ф' du dv = 

«в 

= j j W(u,v,t0; u',v',t')V{u,v,to)\0"l
2dudv + 

k„ 

+ -я я 
dW 9 F 

V—- — W 
9ll 9 П 

dsdt (t < t') , 

és így — tek in te t te l (8)-ra — t -> t' esetén k a p j u k , hogy 

I t t felhasználjuk azt a feltételt, hogy S*-on a leképező függvény folytonosan 
differenciálható. 

2) I t t felhasználjuk, hogy 
ДК = a- 9 F 

9í 
abszolút integrálható, és du dv — \q>'\ dx dy < M dx dy. 
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F « v',t') = 

( 9 ) j J W(u,v,t0; u',v',t')V(u,v,to) \0'\2dudv + 

r r 
i г г T ^ F itt m r , 

+ ", \ V : ~ W dsdt . a2 .) . Ц Э N 9 N 
cf> 

I t t a jobboldalon ál ló kifejezés minden (0 < t' < ér tékre ér te lmezve van , 
és mivel W eleget t esz az egész K„ körlemezen és minden í '-re az u', v', t' 
függvényében a (7) hővezetési egyenletnek, t e h á t (9)-ből leolvasható, hogy 
V(u, v, t) az egész K„ kör belsejében (és s z á m u n k r a az a lényeges, hogy 
ennek következtében a D á tmérőn is) eleget tesz a (7) hővezetési egyenletnek, 
í g y Tyihonov té te lé t a lkalmazva, F -nek a D á t m é r ő ( — o, + q) szakaszán 
fe lve t t max imuma a t2 időpi l lana tban nem lehet nagyobb, m i n t a 
{Cx( í 0 , í 2 )}U{Á„x{í 0 }} halmazon fe lvet t m a x i m u m a . Tekin te t t e l a r ra , 
hogy a F a r-nek p á r o s függvénye, a m a x i m u m meghatározásával a 
K e П {r : r > 0 } fé lkör re szor í tkozhatunk. А о -> 1 h a t á r á t m e n e t e t elvégezve 
ar ra az eredményre j u t o t t u n k , V(u, v, t) а I) á t m é r ő n valamely t2 > t0 idő-
p i l l ana tban nem v e h e t fel nagyobb ér téket , mint a m e n n y i a |u»| = 1, v F 0 
féiköi *ön t0 <t й *2 me l l e t t felvett m a x i m u m , v a l a m i n t a t •— i0-ra á w с 1, 
v ^ 0 félkörben, f e l ve t t maximum közül a nagyobbik . A V(u, v, t) f üggvény t 
az x'-\- iy = Ф(и + iv) leképzéssel az (x, y)-s íkra v issza t ranszformálva , 
ezzel t é t e lünk á l l í tásá t kap juk . 

3. §. A hővezetés differenciálegyenlete megoldásfiiggvényénck két 
tulajdonsága 

Az a lábbiakban k é t tételt b izonyí tunk be, amelyek a max imum-e lv 
egyszerű köve tkezményei : 

4. tétel. Az h(x, t) függvény tegyen eleget x€E (a, ß). í e (<0, tx ] mellett a hő-

differenciálegyenletének, legyen a tartomány peremén is folytonos, és го(х, t) 
legyen x függvényében monoton nem-csökkenő, u(a, t) a t függvényében monoton 
nem-növekvő,és u(ß, t) a t függvényében monoton nem-csökkenő ; akkor min-
den rögzített tL] értékre is u{x, t) az x függvényében monoton nemcsökkenő. 

Bizonyítás : 
Az u(x, t) f ü g g v é n y a t() < t < T, о. < x ß t a r t o m á n y h á r o m á g ú 

peremén min imumát az (a , T), m a x i m u m á t pedig a (ß, T) p o n t b a n veszi 
fel, t e h á t a max imum-e lv következtében 

vezetés 

du 
dx2 91 

u(a, T) < u(x, T) ^ u(ß, T) a<x< ß, t0<T 

9 * 
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ennek következtében h tetszőleges értéke mellett a 

v{x, t) = u(x + h,t) — u(x, t) 

függvény, amely eleget tesz a hővezetés differenciálegyenletének, az a + x < 
< ß — h, f0 < t < ty tar tomány háromágú peremén nemnegatív, és így 
ezen tar tományon belül is nemnegatív. Ezzel a tételt bebizonyítottuk. 

5. tétel. A V(x, y, z, t) függvény legyen az Rx [í0, í j ] halmazon a hely-
koordináták szerint kétszer, az idő szerint egyszer folytonosan differenciálható, 
t - t0-ra legyen a helykoordináták függvényében szubharmonikus, továbbá R 
minden perempontján legyen a t idő függvényében monoton nem-csökkenő, 
aklcor V a helykoordináták függvényében minden későbbi í£=(í0, í 2 ] időpontban 
is szubharmonikus. 

Bizonyítás : 
t = í0-ra a szubharmonicitás következtében A F + 0, t e h á t a hőveze-

tési egyenletből dV/dt > 0. Ugyanez teljesül a ta r tomány peremén minden 
í e [í0, í j ] időpontra ; mivel F-vel együtt dV/dt is eleget tesz az Rx(t0, í j ] 
halmazon a hővezetési egyenletnek, tehát dVjdt ezen t a r tomány belsejében 
nemnegatív, és így a hővezetési egyenlet szerint A F > 0. Q. e. d. 

(Beérkezett : 1956. VII. 31.) 
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О П Р И Н Ц И П Е М А К С И М У М А 

Д Л Я Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Ь Н О Г О У Р А В Н Е Н И Я Т Е П Л О П Р О В О Д Н О С Т И , I I I . 

G. FREUD 

Резюме 

Пусть V(x, у, z, t) удовлетворяет дифференциальному уравненню (1) тепло-
проводности (0 < а — const.) если, t 0 < g t < t y и точка (x, у, z) находится в некоторой 
области R пространства (x, у, z), граница R — R = S которая есть соединение поверх-
ностей типа Л я п у н о в а конечного числа. 

Пусть функция V(x,y,z,t) непрерывна и непрерывно дифференцируема по 
х,у,ъ в Rx(t0, í j ] . Далее, она непрерывно дифференцируема по координатам места и 
один раз непрерывно дифференцируема по времени в Rx(t0, íj]. 

Теорема 1 : Не существует такой система (г— уг, г2, (,) £ й X (t0, í J L чтобы 
V(x2, уг, г2> í2) приняла бы значение, большее чем максимум на [Sx (t0, У ) U ( Л х {t0}}. 

Это — известная теорема Тихонова; но наше доказательство отлично от известных. 
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Теорема 2 : Пусть открытое подмножество S* границы S таково, что g rad V 
существует и непрерывно тоже на (R U »S*) х (í0, hl- Пусть 9 F / 9 « ^ 0 на S*x(t0, í j . 
Далее пусть существует область jRj С R, которая отделяет S* от Ii — Rv и 9 V/dt огра-
ничена в i J jX( í 0 , У - Тогда не существует такой системы (x2,y2,zvt2)Ç6S*x(t0,tl], 
для которой V(x,y,z,t) приняла бы значение, большее чем максимум на {(S — S*)x 
Х('оЛ1} и ( Л X {<!>}• 

Основа доказательств обеих теорем тождество 

t, 

) j ) ( V—у) dx dy dz = J dx ^ — df , 
'GO,) F Н(т) 

где 

/и = cons t > m = m a x V(x, y, z, t) , 
{Sx«„, Í , ] } u { R x { t s ) } 

G(t2) область, состоящая из точек V(x, у, z, t) > y, и H(г) поверхность, состоящая из 
точек V(x, у, z, т) = /(. 

Теорема 3. Пусть функция V(x, у, t) удовлетворяет дифференциальному 
уравнению (1) теплопроводности в области Д-плоскости (х,у) ограничено)! кривыми 
Жордана t €Е (i„> Gl, ® = cons t у О и F непрерывна на Rx{t0, í j ] . Пусть часть S * гра-
ницы S области R такая связная открытая дуга Жордана что аналитическая функция, 
отображающая S на единичный круг, однолистна, непрерывно дифференцируема на 
S*. Пусть g r a d V непрерывен на (R U S*) х (t0, í j , 9 F/9 n = О на S* и 

в области Вг С R, отделяющей R — Т1Л от S*. Тогда не существует такая точка 
у2) £Е S* h такой момент времени í2 0о> Gl, ч т 0 величины функции F в этих точках 

были бы больше, чем ее максимум на { ( £ — S * ) х (í0, íj]} U ( Д х { < 0 ) } . 
Теорема доказывается при помощи конформного отображения и формулы (9)  
Теорема 4. Пусть функция г^х, t) удовлетворяет дифференциальному уравнению 

(1) теплопроводности для x е (а, ß), t е (<0Ь]> непрерывна и на границе области и 
и(х, «„), как функция от х, монотонно неубивающая, a u(ß,t) как функция t, мо-
нотонно возрастающая. Тогда эта функция, к а к функция от х, монотонно неубывающая 
также для всех фиксированных t ё (GJií-

Теорема 5. Пусть функция V(x,y,z,t) два раза непрерывно дифференцируема 
по координатам места и один раз непрерывно дифференцируема по времени в Rx 
Х(4 0 ) У- Пусть далее, она, к а к функция координат, субгармонична для t = t0 (как 
функция времени t) монотонно неубивающая во всех краевых точках от R. Тогда F 
как функция координат мест, будет субгармонична также д л я всех будущих точек 
времени t g= (t0, t{\. 

SUR L E P R I N C I P E DU MAXIMUM D E L ' É Q U A T I O N D E L A C H A L E U R , I I I . 

G. F R E U D 

Résumé 

Nous supposons que la fonc t ion V(x, y, z, t) satisfait à l ' é q u a t i o n (1) de la chaleur 
dans la région R de l'espace (x , y, z) l imitée p a r le contour 8 = R — R composé de 
surfaces de Lyapounoff en n o m b r e fini et d a n s l'intervalle ta t < t^, où О < a =  
= constante. 
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De plus , nous faisons su r V(x, y, z, t) les hypothèses s u i v a n t e s : 
9 F 9 F 9F — 

1°. F, - - , y , —- son t continues dans Rxft,„ i,l ; 
dx dy oz 

„„ 9 F 9 2 F 92F 9 2 F J 
' dt ' 9.t2 ' dy*' dz2 s o continues dans Rx(l0, ü j -

Théorème 1. V(x, y, z, t) no peut prendre, pour aucun système dos valeurs (x2, y2, 
z2, t2)S.Rx(t0, UJ> u n o valeur plus grande que son maximum pris sur [Sx(t0, ö l } 
U {Rx {<„}). 

Cela n 'es t autre chose que le théorème connu de Tyhonoff, mais nous en donnons 
une démonstration essentiellement différente de celles qui sont connues jusqu'ici. 

Théorème 2. Soit S* u n domaine partiel, ouvert du contour. S tel que grad F 
existe et soit continu même su r (R U S*)x(t0, t{\ et que 9F/9« < 0 sur S*x'(t0. q]. 
Supposons ensuite qu'il existe u n e région R, (Z R qui sépare S* de S et telle que 9 F/91 
soit bornée dans RxX(t0, q]. D a n s ce cas V(x, y, z, t) no peut prendre , pour aucun sys-
tème des valeurs (x2, ?/2, z2, t) ÇE S* x (t0, í j une valeur plus grande que son max imum 
pris sur {(S - S*)x(t0, Í J J U { Я х {«}, 

C'est l ' identi té 

U 
(F — u)dxdydz = I dr [ 0 — df 

J J On 
G«„) t„ H(r) 

qui est à la base de la démonstrat ion de tous les deux théorèmes, où 

/t = constante !> m = m a x V(x, y, z,t) , 
{ S x ( i „ t d } U {Rx {!,)} 

G(t2) est la domaine des points où V(x, y, z, t) > p et H{r) est le domaine des poin ts 
de la surface V(x, y, z, t) — y. 

Théorème 3. Supposons que la fonction V(x, y, t) satisfait a l'équation (1) de 
la chaleur dans le domaine borné R limité par les courbes de J o r d a n du plan (x, y) e t 
quand i£ ( / 0 , tj] où a = constante Ф 0, et que V(x, y, t) est cont inue dans Rx{t0, Ul-
Soit S* uuo par t ie de la frontière S du domaine f i . nous supposons que S* est u n a rc 
de Jordan ouvert , connexe tel que la fonction anèuytique, qui réalise la représentation 
conforme univalante de S sur le cercle unité, ait su r S* une dérivée continue. Soit encore 
g r a d F continue sur (R\JS*) x (<0, /,] et 9F/9». Désignons p a r Rx С It un domaine 
qu i sépare R — Rx de S* et soit 

Ri 

9F 
9f 

dx d y < oo 

Dans ce cas la fonction F ne peu t prendre une valeur plus grande, dans aucun poin t 
(x2, y2) Çj S* et à aucun instant t~t Ç£ {t(i> h], que son maximum pris sur {(S — S*) x 
x(<„, h]} U {Rx{t0}} 

La démonstration de se théorème ce lait à l'aide de la représentation conforme 
e t de la formule (9). 

Théorème 4. La fonction u(x, t) satisfait à l'équation (1) do la chaleur q u a n d 
« S (a, ß) et <{=(6» u(x, t) continue même sur la frontière d u domaine, u(x, г0) 
fonction non décroissante en x, u(a, t) fonction non croissante en t et u(ß, t) fonct ion 
non décroissante en t. Dans ce cas pour chaque t (E (6» hl fixe u{x, t) est une fonction 
monotone non décroissante do x. 

Théorème 5. La fonction V(x, y, z, t) possède dans R X [i„, tx ] des dérivées con-
tinues jusqu'au second ordre en x, y, z et do premier ordre en t, elle est subharmonique 
en fonction de x, y, z pour t = t0 et sur chaque point de la f ront iè re de R elle est une 
fonction non décroissante de t. D a n s ce cas F est une fonction subharmonique de x, y, z 
à chaque ins tant ultérieur t €E (tu, fol-
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