A HOVEZETES DIFFERENCIALEGYENLETENEK MAXIMUM-ELVEROL, I11.
FREUD GEZA

Az aldbbiakban néhany kiegészitést szeretnénk flizni el6z6 eredmé-
nyeinkhez ([1], [2]). Dolgozatunk harom paragrafusbél all, ezek mind-
egyike egy-egy kiilon egységet alkot. Az 1. §-ban 1j bizonyitdst adunk a
maximum-elvre ; ez az Gj bizonyitds bizonyos esetekben a maximum-elv-
nek az eléz6 két dolgozatban targyalt Kkiterjesztésére is felhasznalhaté. A
2. §-ban az els dolgozat I. tételének (amely a kétdimenzids esetre vonatkozik)
élesitését adjuk : az idézett helyen feltételezziik, hogy V(z, v, t) az S*-on
kétszer differencialhaté, mig itt megmutatjuk, hogy egyszeri folytonos diffe-
rencidlhatosdg elégséges. A. 3. §-ban a maximum-elvnek két, fizikailag var-
haté koévetkezményét bizonyitjuk.

1. §. Uj bizonyitds a maximum-elvre

i Az (z, y, 2) tér R tartomdnyédban, melynek pereme, R — R = S, véges
sok Ljapunov-felillet egyesitése, a ¢, < ¢ < t, intervallumban V(z, y, 2t)
tegyen eleget a hdvezetés differencidlegyenletének : ;

1) NG A
ot
ahol 0 < a = konst.

A V(x,y,zt) figgvény legyen az R X [t,, {;] halmazon folytonos,
x, y, z figgvényében folytonosan differencialhaté, és az R X (f,, ¢, ] halmazon
a helykoordinatak fiiggvényében kétszer, az idd szerint egyszer folytonosan
differencialhaté.

1. tétel: V(z, y, z, t) egyetlen (x5, Yy, 25, t;)ER X (ty, t,] értékrendszerre
sem vehet fel nagyobl értéket, mint az {S X (to,t,1} U {R X {t,}} halmazon
felvett maximum. :

Ez tehdat nem més, mint Tyihonov ismert tétele, de arrél az eddig
ismertektSl lényegesen eltérd bizonyitast adunk,

Bizonyitas:
Legyen :
max Kooz D) =ms,
{sx(ta 1} U{Rx {1}
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és feltételezziik (tételink allitasaval ellentétben), hogy
V(x‘.’n Yo %25 t2) =M >m, bar (x2a Yas 22) € R, tz == lps

Legyen m < u < M, G legyen azon (z, y, z, t) € RX(t,, t,] négydimenzidbeli
pontok halmaza, melyekre V(z, y, 2, t) > pu, és G(r) (ahol { <7 <t,) a
(I-nek az a részhalmaza, melynek®pontjaira ¢ —= 7. Ismeretes, hogy V(z, y, 2, t)
az R X (t,, t;] halmazon a helykoordinatak analitikus és az idének akéar-
hanyszor differencialhaté fiiggvénye, tehat G(r) pereme, H(r), minden ¢, <
< 7 < t, értékre véges sok pont tetszileges kis kérnyezetének kizarasaval
Ljapunov-feliiletté tehetd (lasd : [1] dolgozat 2. segédtétele). Igy, mint elsG
kozleményiinkben részleteztiik, a V fiiggvényre érvényes a Green-képlet,
azaz figyelemmel (1)-re:

JJJ EK dx dy dz = a? JTJ‘ ?L df ,
ot omn

G(7) H(z)
tehat

2) _ J]'J'J'ﬁa?dxdy'dzdtzazf dr JJ gz-df .
G

t H(7)

Végezziik el most a (2) baloldalin kijelolt integrdlast tgy, hogy eldszor
t szerint integralunk rogzitett (x,y,z)-re, és azutan integralunk a helykoordi-
natak szerint. Vegyiik figyelembe, hogy a ¢ szerinti integralds alsé hataran
G%definiciéja kovetkeztében V = u, és az integralas felsd hatara (x, vy, 2)-
tol

iiggetleniil ¢ = t,, kivéve olyan szakaszokat, ahol az alsé és felsd hata-
ron is V = u, amelyek jaruléka ennek kovetkeztében zérus. Igy

(3) fjjf% de dy dz dt = JJJ{V(x, Y,2,t,) — utdr dy dz .
G

G(ta)

Mivel G-ben V > u, tovabba V folytonos, és V(x,, v, 2s, t,) > p, tehdt (3)
jobboldalan hatéarozottan pozitiv szam all. Masrészt H(z)-n V = pu, és G(7)-
ban V > u, tehat (mivel 9/on a kiilsé normalis menti differencialast jelent)
H(7)-n mindeniitt 9V /on < 0, és igy (2) jobboldala nem lehet pozitiv. Mivel
(2) és (3) baloldala azonos, feltevésiink ellentmondasra vezetett, és ezzel
tételiinket bebizonyitottuk. Megmutatjuk, hogy ugyanezt az elvet a maxi-
mum-elv kiterjesztésére is fel lehet hasznalni.

2. tétel. Legyen az S perem S* nyilt résztartomdnya olyan, hogy létezzék
gradV még az (RU S*)X (b, t,] halmazon is, legyen ott folytonos, és az
S* X (ty, t;] halmazon legyen oV [om < 0. Létezzék tovabbd egy olyan R, C R
tartomany, amely S*-ot elvdlasztja (B — R,)-t6l, és aV[ot az R, X(ty, t,] hal-
mazon korldtos. Akkor V(x,y,z,t) egyetlen (X, Yy, 25,t5) € S* X (b, t,] €rték-
rendszerre sem wvehet fel nagyobb értéket, mint az {(S — S*) X (ty, t, |}U {R X {to}}
halmazon felvett maximwme.
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Bizonyitas:
Legyen most

max Vilwsyszt)y—=mu &
{es—s%x ot Ju{Rx {t.}}
és tegyiik fel (tételink allitasaval ellentétben), hogy egy (%, Y5, 25) € 8%,
ty > 1, értékrendszernél V(z,, ¥y, 25, ts) = M > m, éslegyen ismét m < u <
mellett G az a tartomany, amelyben t<t, és V > u, G(r) = G N{7}.
A tett megszoritasok kovetkeztében az

J.fjgdxdydz
ot

G(7)

integral minden 7 & (¢,, t, ] értékre 1étezik, és r szerint a Riemann-féle érte-
lemben integralhatd.
Vegyiink fel egy G, zart tartomdanyt dgy, hogy G C G, C R X (f), t,],

és valasszuk meg a ty =Ty < 7; < ... < Tn = t, beosztdst olyan sfirfire,
hogy :

n
(4) U G( ) (Tk 15 T;(]CG

k

legyen, ami lehetséges, mert ¥V a G4-en folytonos.
Tekintsiitk most az

Jj V(z,y, 2, 7,) dedydz — jJ] V% n 2 vy dedyde —

G(zy) G(7,)
i i{ﬂ“j V(z,y,2 t)dedy dz — JJJ V(z,y,2, tp—1)dedy dz} =
(5) : N G(zg) G(tg—y)
) o
= » JJJJ Vix,y,2,t)dedy dzdt +
oy Glrr)ivg;
T = \' JJ V(9,2 t1) dedy dz — JJJ V(x,y,2, ti-1) da dy dz E
J
G(Tk) G(rg—1) G(rx—1)—G(Tr)

identitast. Ennek felirasanal felhasznaltuk, hogy V, az adott feltételek telje-
sillése esetén még (G4-ben is integralhatd, és az integracié tartomanya az
els6 X tagjaiban (4) miatt G-be esik.

Mivel V; feltevéseink kovetkeztében (;-ben folytonos, (5) utolsé sora-
nak els6 tagja — a beosztéast elég sfirl’ire vélasztva — tetszolegesen Kis rog-
zitett e-nal kevesebbel tér el az

jJJ Vidxdydzdt
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integraltél. Tekintsiik most (5) utolsé soranak masodik tagjat. Mivel a G(7)
tartomany pereme 7 fiiggvényében folytonosan véltozik, minden rogzitett
(x, ¥, 2)€0(t) — G(Tk-1) ponthoz talalhaté olyan 1€ [Tk—1, Tx] érték,
melyre V(x! Y, 7 T'k) = U, es lgy

6) V@ a ) — bl < B(w — ),

ahol K a V; egy fels6 korlatja G;-en (a tételben V,-re eszkozolt feltétel miatt
ilyen fels6é korlat létezik).

Legyen most R, egy olyan nyilt részhalmaza R,;-nek, amelynek mér-
téke az eldirt e-nal kisebb, és (B — R,)-t elvalasztja S*-t6l. Akkor tekin-
tettel (6)-ra, az eKX (7, — 7,—1) = eK(t, — t,) értéknél kisebb hibat kove-
tiink el, ha (5) utols6 sordban az utolsé két Gsszeg minden egyes tagjaban

- az R;-re kiterjesztett integralban az integrandus helyébe u-t irunk. Mivel

(G4 — Ry)-en a V fiiggvény mar egyenletesen folytonos, a 7, osztdspontokat
megfeleléen stiritve, a mes{ [G(7x) — Q(Ti—1)] + [G(Tk-1) — G(7x)]} terii-
letek tetszolegesen kicsivé tehetdk, és igy — tekintettel (6)-ra — ugyancsak
&-nal kisebb hibat kovetiink el, ha ugyanezen X' alatt szerepl6 minden egyes
integralban a teljes integraciés tartomanyon az integrandusok helyébe u-t
helyettesitink. Elvégezve az & — 0 hataratmenetet, ily médon (5)-bél azt
kapjuk, hogy

J V(x,y,2,t,)dedy dz — ﬂj V(z,y,z ro)dxdydz—

G(ry) Glry)

=J‘JJ‘J‘ Vidadydzdt + {mes G(tn) — mes G(To)}l; :
: ,

illetve (2) felhasznalasaval, azt is figyelembevéve, hogy G(7,) = G(t,) tres:

H ¥ = u)dmdydz—sz J T

G(t,) ty H(z)

Itt a baloldal pozitiv, a jobboldal pedig nem lehet pozitiv, mert S*-on oV /on <
< 0, H(r)-nak S*-hoz nem tartozé részén pedig V = u, és igy (ugyanugy,

~mint az elobb) 8V /on < 0. Ezzel kimutattuk, hogy a V(xy, ys, 25, ty) = M > p

feltétel ellentmondasra vezet, amivel tételiinket bebizonyitottuk.

2. §. A maximum-elv kiterjesztése kétdimenziés esetben

3. tétel. A V(x, y, z, t) fuggvény tegyen eleget az (x, y)-sik Jordan-
gorbével hatdrolt R korldtos tartomdnydban t < (ty, t,] esetén a hbvezetés
2VE. a0ale , 0V
T - =q aihat
o 0y> ot
differencidlegyenletének, ahol a = konst. 0, és legyen K az RX [t(;, tol
halmazon folytonos. Legyen az R tartomdny S peremének S* része olyan ossze-
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fiiggd nyilt rektifikdlhaté Jordan-iv, hogy az S-et az egységhkorre egyrétfien
leképez6 analitikus figgvény S*-on folytonosan differencidalhaté. gradV legyen
az (RUS*) X (t, t;] halmazon folytonos, és S*-on legyen oV[om = 0, tovdbbd
egy Ry C R tartomdnyon, amely (B — R,)-t elvdlasztja S*-tdl, legyen

SV’
= tdedy < oo,
AN

Akkor a V figgvény egyetlen (x,, yg)eS* pontban és t,&(t,, 1] tdbpontban
sem vehet fel nagyobb értéket, mint amennyi az {(S — S*)X (t,, t1 JU{R X {to}}
halmazon felvett maximuma.

Bizonyitas :

Tekintsik azt a w = @(z) analitikus fiiggvényt,-amely a z =2 + 7y
sikbeli R tartomanyt a w = u -+ w sik F félkorébe viszi at, mégpedig oly
médon, hogy az F félkér D atmérije az S* peremrésznek felel meg, és D a
v = 0 valdés tengely (—1, +1) szakasza legyen, ¢(z) inverze legyen @(w).
Akkor az u, v valtozék figgvényében V(u,v,t) = V(z,y,t) a

02 0
PR

ou? 8’02

(7) 2@'12

" differencislegyenletnek tesz eleget F belsejében, F-on folytonos, végiil D-n
oF/on = 0.
Ay
a? o 4——(‘:,'_“

dn(t’ —t)

hépolusfiiggvény transzformaciéjaval nyert

_ @ |P(utiv)— P +iv)|?

2
2 '~

Wlw,v;t; w0 t)= e
4t —t)
fiiggvény az u’, v, ¢’ valtozék fiiggvényében kielégiti a (7) hovezetési egyen-
letet, és az u, v, ¢t valtozdk fiiggvényében a

62W_|_ __azlqylzﬂ
ot

ou2 ov?

egyenletet.
Az (»,y) koordindtikba valé visszatranszformélassal kapjuk, hogy
minden G C F tartomanyban

[1 ha (w',v") e G

(8) lim Jf W(u,v,t) | D' (w + ) Pdudv =
0, ha (w,v G .

t—t'—0

9 A Matematikai Kutaté Intézet Kozleményei 1./3.
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Ha a V(u,v,t) és W(u,v,t; u’,v’,t’) figgvényt a |w| < 1 egységkor alsé
felére v-ben, illetve v-ben és v’-ben paros fiiggvényként folytatjuk akkor a
Viu, v, t) fuggveny a helykoordinatak fuogvenyeben az egész |w| < 1, illetve
|w’|< 1 kérben folytonosan differencialhat6,? és annak minden D- £61 kiilon-
boz6é pontjaban kielégiti a (7) dlfferenmalegyenletet A Green-képlet szerint,
ha az integriciés tartoméany a o < 1 sugara K, korlemez, illetve C, kisr-

vonal? :
Jj( e -‘I—V*)‘@"ndudv_

Ky

P

il U(WAV —V AWy dudo =X f
< on on

a? > ’ a?.
K, y )

oW V] s

A legelss kifejezésrol leolvashaté, hogy az a

% ”WV‘di'ﬁdudv
di
K

kifejezéssel egyenld, tehat ¢ szerint integralva :

U W(w, v, t;9,0, ) V(u,v,t) P 2dudv =

Ky

e= U W(u,v,t,; 'I'L', v, ) V(u,v,t) |9 2dudv+

KQ
(oW
gk JJ(V AT A AP (t<1) .
a? on on
i

és fgy — tekintettel (8)-ra — ¢ — ¢ esetén kapjuk, hogy

1) It felhaSInal]uk azt a feltételt, hogy S*-on a leképez6 fiiggvény folxtonmzm
differencialhaté.
2) Itt felhasznaljuk, hogy
oV
AV = a2 -——
el
abszoltt integralhaté, és du dv = |¢’| de dy < M dx dy.
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Velae s )=

(©) = [[Wonntg: v v ) V(w010 |92 dudo +
K

e
7

L J [(V-alV-— WaV]d St
a® ) J\ on on

%5, .
Itt a jobboldalon all6 kifejezés minden ¢, < ¢’ < ¢, értékre értelmezve van,
és mivel W eleget tesz az egész K, korlemezen és minden t'-ré az ', v, t’
figgvényében a (7) hdvezetési egyenletnek, tehat (9)-bdl leolvashats, hogy
Viu,v,t) az ‘egész K, kor bﬂlsejében (és szamunkra az a lényeges, hogy
ennek kovetkeztében a D 4tmérén is) eleget tesz a (7) hGvezetési egyenletnek.
foy Tyihonov tételét alkalmazva, V-nek a D atmérs (—p, + o) szakaszan
felvett maumuma Ay 1doplllanatban nem lehet nagyobb, mint a
{C X (£, t3)}U{ K, X {t(,}} halmazon felvett maximuma. Tekintettel arra,
hogy ‘a I a v-nek paros fiiggvénye, a maximum meghatarozasaval a
K, N {v:v>0} félkorre szoritkozhatunk. A o—1 hatdrdtmenetet elvégezve
arra az eredményre jutottunk, V(w, v, ¢) a D dtmérén valamely £, > ¢, id6-

pillanatban nem vehet fel nagyobb erteket mint amennyi a |w| =1,v» = 0

félkoron ¢, < t < ¢, mellett felvett maximum, valamint a ¢ = to-ra a |w| <o
v =20 felkm ben felvett maximum koziil a nasryobblk A V(u, v, t) fug,gvenyt
az x 44y = P(u + iv) leképzéssel az (x, y)-sikra visszatranszf()rmélva,
ezzel tételink allitasat kapjuk.

3. §. A h6vezetés differencidlegyenlete megoldasfiiggvényének két
tu laj donsaga

Az aldbbiakban két tételt bizonyitunk be, amelyek a maximum-elv
egyszerli kiovetkezményei :

4. tétel. Az u(x, t) fuggvény tegyen eleget x< (o, p), tE (ty, t, ] mellett a hi-
vezetés

differencidlegyenleténel, legyen a tartomdny peremén is folytonos, és wu(x,t)
legyen x fuggvényében monoton nem-csokkend, u(a, t) a t figgvényében monoton
nem-novekvoés u(f, t) a t fiugguényében monoton nem-csékkend ; akkor min-
den rogzitett te (1, t, ] értékre is u(x, t) az x fuggvényében monoton nemesolkkend.

Bizonyitas: :
Az u(z,t) figgvény a ty,<t<T, a<z<f tartomény haromagi

peremén minimumat az («,7), maximuméas pedig a (B, T) pontban veszi
fel, tehat a maximum- elv kovetkeztében

s, Ty ue Ty <uf.T) . a<ecf to<T< P

9#

|

<%
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ennek kovetkeztében 4 tetszéleges értéke mellett a
(&, t) = uw(x + h, t) — u(z,t)
fiiggvény, amely eleget tesz a hévezetés differencialegyenletének, az o < v <
<p—h ty,<t <t tartominy hadromdgi peremén nemnegativ, és igy
ezen tartomanyon beliil is nemnegativ. Ezzel a tételt bebizonyitottuk.
5. tétel. A V(x, y, 2, t) fuggvény legyen az R X [t,, t,] halmazon a hely-
koordindtak szerint kétszer, az idé szerint egyszer folytonosan differencidalhato,
t = ty-ra legyen a helykoordindtak figgvényében szubharmonikus, tovibbd R
minden perempontjan legyen a t idd figgvényében monoton mnem-csékkend,
akkor V a helykoordindtak figgvényében minden késébbi tE (ty, t,] iddpontban
18 szubharmonikus.

Bizonyitas:

t = ty-ra a szubharmonicitas kovetkeztében AV = 0, tehat a hiveze-
tési egyenletbdl oV /ot = 0. Ugyanez teljesiil a tartomany peremén minden
te [ty t;] idépontra ; mivel V-vel egyiitt 0V /ot is eleget tesz az R X (f, t, ]
halmazon a hévezetési egyenletnek, tehat 9V/of ezen tartomany belsejében
nemnegativ, és igy a hovezetési egyenlet szerint AV= 0. Q. e. d.

(Beérkezett : 1956. VII. 31.)
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O MPUHLUIIE MAKCHMMYMA
IS AMGPEPEHLIMAJIIBHOIO YPABHEHVST TEILTIONPOBOHOCTH, I11.

G. FREUD

Pesiome

Iyctb  V(x, y, 2, t) y/joBneTBopsier An(depennuanbHoMy ypapHenuio (1) Temio-
nposojHocTu (0 << @ = const.) ecnn, £, <t <%, U TouKa (,¥Y,2) HAXOAMTCSI B HEKOTOPOIl
obnactu R npocTpaHcTsa (z,¥,z), rpanuna B — R = S KoTopasi €cTb CO€/IMHEHNE NoBepX-
HocTeit TMna JIgnyHoBa KOHEYHOI'0 umcia.

Mycre ¢ynxuus V(x,y,2,t) HENpephEHa M HENPEPBIBHO Juddepenuupyema 1o
x,y,2 B RX (t, t,]. Janee, oHa HENpPEpHBHO AuP@EpeHLMpyeMa 10 KOOPAMHATAM MeCTa M
OJUIH pa3 HeNpephIBHO Anddepenimpyema 1o spemenn B R X (f, ¢ ].

. Teopema 1: He cymecTByeT Takoi cucrema (Za. Yy, 2o, b)) € R X (b, t;], 4TOOBI
V (2,5, Yy, 22, to) TIpHHSIA Obi 3HAYEEME, Contmee ueM marcuMyM na {SX (t, &1} U{EX {t}}.
910 — M3BeCTHAs TeopeMa TUX0OHOBA; HO HAIE IOKA3aTEe/IbCTBO OTJIWYHO OT H3BECTHBIX.
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Teopema 2: [lycrb OTKPBITOE TOAMHOY@CTBO S* rpanuupel S TaxoBo, uro grad V
CYLIECTBYET M HenpepuiBHO ToXKe Ha (R U S*) X (%), ¢,]. Mycte 0V /on < 0 Ha S* X (¢, t,].
JHanee nycrb cymecrByer obaactb Ry C R, koropasi eraensier S* or R — R;, u 0V/ot orpa-
HuueHa B R, X(f,,%;]. Torna He CYUIECTBYET TAKON CHCTEMBI (X, Ygs 29) b)) € S* X (£, £1],
st Koropoit V(z, y, z,t) npuHsiia Obl 3HayeHue, Goabiree yeM mawkcumyMm Ha {(S — S*) X
X (to, 8,1} U {BRX {t;}}.

OcHOBa J0Ka3aTenbeTB 00EMX TEOPeM TOYKISCTBO

t,
|“ (V— iy dy i = J dv %%df :
“G(t) fo H®

s

e

1= const >m = max V(s 25:2)5
{Sx(ts, t.]}JU{Rx {t: }}

G(t,) obnacre, cocrosimas us Touexk V(w,y,z,t) > u, n H(r) IOBEPXHOCTb, COCTOAILAST U3
ToueK V(x, y, 2z, T) = p.

Teopema 3. Ilycte dynxmusa  V(x, y, t) yiosnerBopsier  auddepeHipanbHOMy
ypashenuio (1) TennaonpoBofHOCTH B 001acTn  R-TIOCKOCTH (%, %) OrPaHHYEHOH KPUBBIME
Hopraua ¢ € (ty,t,], @ = const #0u V nenpepniBHa Ha R X (¢y, £,]. Tycts yacts S* rpa-
Huupl S o0nacti R Takas ¢cBsI3HAST OTKpbITast Ayra YKopaana uro aHanuTuueckast GyHKims,
orobparkalomasi S Ha €IMHUYHBIE KPYT, OJHOJIMCTHA, HENPEPLIBHO JubdepeHnupyema Ha
S*. Iycrs grad V nenpepeiseH Ha (R U S*)X (¢, ¢], 0V/on =0 Ha S* u

v
JAJ‘ i—a;‘dxdy‘<oo
R,

B obnacru R, C R, omensiomeit R — R, or S* Toraa He cymecTByer Takasi TOYKa
(5, ¥s) € S* 1 TaKoit MOMEHT BPEMenH , & (ty, ¢,], 4T0 BeIMUMHBL HyHKIMN V B 9THX TOYKaX
Orin OBl OoJIbLIe, YyeMm ee MaKcuMyM Ha {(S— S*) X (f5, 6,1} U {R X {o}}.

TeopeMa JOKa3bIBAaeTCs TPH IOMOIUT KOH(OPMHOro 0Tobpaskenuss u ¢popmynst (9)

Teopema 4. Ilycrb pyuKuusi #(xz,t) yaoBneTBopser AuddhepeHnnagIbHoMy yPaBHEHHIO
(1) remonposofHocTH A1 @ € (a, f), t € (t,t,], HeUpepHBHA U HA TpaHuue 00JaCTH M
u(z, t,), Kax GyHKUMS 0T @, MOHOTOHHO HeyOuBalomas, a «(f,t) Kak ¢QyHxuus ¢, Mo-
HOTOHHO Bo3pacTziouasi. Torra ara QyHKius, KaK QYHKIUS 0T &£, MOHOTOHHO HEYObIBAIOIIAS
TaKKe JUIsT BCeX (UKCUPOBZHHBIX ¢ & (fy,%,].

Teopema 5. Ilycrb dyuxumsa V(z,y,2,t) ABa pasa HenpepbBHO AudpepeHumpyema
10 KOOPAMHATAM MeCcTa M OAMH pPa3 HempepuiBHO JAupdepeHmupyema no BpeMeéHHm B RX
X (tgy ;). IlycTh nanee, oHa, KaK (YHKUMSI KOOPAMHAT, cyOrapMOHMYHA juid & =&, (KaK
(GyHKIMsI BpeMeHH &) MOHOTOHHO Hey0uBaiomast BO BCEX KPaeBbIX Toukax oT R. Torma V
KaK QyHKIus KOOPAMHAT MecT, Oy/eT cyOrapMOHMYHA TaKyKe JUIS BceX OyAyIuX TOYEK
Bpemenu ¢ & (4, ¢4].

SUR LE PRINCIPE DU MAXIMUM DE L’EQUATION DE LA CHALEUR, III.
G. FREUD

Résumé

Nous supposons que la fonction V(z, ¥, 2, ¢) satisfait & 'équation (1) de la chaleur
dans la région R de lespace (z, 9, 2) limitée par le contour 8 = R — R composé de
surfaces de Lyapounoff en nombre fini et dans l'intervalle f, << t < 4, ou 0 << a =
= constante.
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De plus, nous faisons sur V(z, y, z,t) les hypothéses suivantes :
1935 Q¥ v o8 sont continues dans Rx ({, 4] ;
oV 092V oV oV

RAT S0y e
B0 Bar’ i B
Théoréme 1. V(z,y,z,?) ne peut prendre, pour aucun systéme des valeurs (z,, s,
2y, L)ERX(y, ¢], une valeur plus grande que son maximum pris sur {Sx(Z, %]}
U {Bx{t}}. ;
Cela n’est autre chose que le théoreme connu de Tvhonoff, mais nous en donnons
une démonstration essentiellement différente de celles qui sont connues jusqu’ici.
Théoréme 2. Soit S* un domaine partiel, ouvert du contour. S tel que grad ¥V
existe et soit continu méme sur (B U S*)x (4, ;] et que 9V/om = 0 sur S*x (¢, 4]
Supposons ensuite qu’il existe une région R, C R qui separe S* de S et telle que 9 V/0¢
soit bornée dans R;X(f, t,]. Dans ce cas V(x, y, z, t) ne peut prendre, pour aucun sys-
teme des valeurs (2, 4, 25, 1) & _S*x (f, ;] une valeur plus grande que son maximum
pris sur {(S — S*)X(t, ©,1} U {Rx {#,}}.:
C’est I'identité

2°; sont continues dans Rx(t,, t,].

bv[fJ‘(V——,u)dxdydz: Jﬂtzdt J %%df

G(ty) ty H(r)
qui est & la base de la démonstration de tous les deux théorémes, ot

p = constante > m = max Ve, w7z, )5
{Sx(ts, .1} U {B x {6:}}

G(1,) est la domaine des points ou V(x, y, 2, ) > u et H(r) est le domaine des points
de la surface V(x,y,z2t) = u.

Théoréeme 3. Supposons que la fonction V(x, y, t) satisfait a 'équation (1) de
la chaleur dans le domaine borné R limité par les courbes de Jordan du plan (z, y) et
quand € (4, t,] ot a = constante # 0, et que V(z, y, ) est continue dans Rx (¢, ¢,].
Soit S* une partie de la frontiére S du domaine I% nous supposons que S* est un arc
de Jordan ouvert, connexe tel que la fonction analytique, qui réalise la représentation
conforme univalante de S sur le cercle unité, ait sur S* une derivée continue. Soit encore
grad V continue sur (RUS*)X (%, #] et 9V/om. Désignons par R; CR un domaine

qui sépare R — R, de S* et soit

J]28 st <=

Dans ce cas la fonction V ne peut prendre une valeur plus grande, dans aucun point
(23, Y)E=8* et & aucun instant & & (4, 4], que son maximum pris sur {(§ — S*)x
X (to, 11} U {BX {4})} :

La démonstration de se théoréme ce fait & ’aide de la représentation conforme
et de la formule (9). :

Théoréme 4. La fonction w(w, ) satisfait & I’équation (1) de la chaleur quand
xE(a, f) et te (8, t]; soit w(x, t) continue méme sur la frontiére du domaine, u(zx, £,)
fonction non décroissante en #, u(a, ¢) fonction non croissante en ¢ et u(f, ) fonction
non décroissante en f. Dans ce cas pour chaque ¢ & ({4, 4] fixe w(x, t) est une fonection
monotone non décroissante de .

Théoréme 5. La fonction V(z, y, z, t) possede dans RX [t,, ¢;] des dérivées con-
tinues jusqu’au second ordre en x, ¥, z et de premier ordre en ¢, elle est subharmonique
en fonction de z, ¥, z pour ¢ = ¢, et sur chaque point de la frontiére de R elle est une

fonction non décroissante de ¢. Dans ce cas V est une fonction subharmonique de #, ¥, z .

a chaque instant ultérieur ¢ € (¢, t].

i a5
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