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L’un des probléemes qui passionnait le plus les jeunes chercheurs en
mathématiques de Roumanie, il y a un quart de siécle, c¢’était le probléme
d’étendre, d’'une maniére quelconque, la notion de fonction monogéne d’une
variable complexe. Je dois avouer que ce fut une de mes préoccupations
comme candidat au doctorat. Ces préoccupations se sont manifestées dans
les efforts d’obtenir une transformation ponctuelle de l’espace a quatre
dimensions en lui-méme, qui puisse conserver le plus possible des propriétés
de la transformation conforme. (Pest comme ¢a que je suis arrivé, dans 1'un
des chapitres de ma These de 1928, au systeme différentiel suivant
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Mais je n’ai pas su trop que faire de ce systéme, aprés avoir mis en
évidence le fait que les fonctions u,, wu,, 3, u, qui vérifient un tel systéme
sont nécessairement des fonctions harmoniques des quatre variables @y, z,,
x5, 4. De sorte que j’ai abandonné cette direction de recherches (bien & tort,
car quelques années plus tard ce systéme devait reparaitre dans les recherches
de R. FUETER et de mon collégue MoisiL sur les quaternions monogénes),
et j’ai pris un autre chemin. Cette nouvelle direction m’a été suggérée par
quelques observations bien simples :

1) Conférence tenue a I'Institut Mathématique de 1’Académie des Sciences de
Hongrie le 24 janvier 1955. -
2) Professeur & 1'Université de Bucarest.
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Tout d’abord, bien des propriétés importantes des fonctions analytiques
complexes, et des familles de telles fonctions, sont en réalité des propriétés
de leurs composantes réelles et se retrouvent pour les fonctions harmoniques
de trois ou plusieurs variables. Deuxiémement, j'ai observé que la démons-
tration de ces propriétés, qui se fait habituellement (méme dans les traités
récents), a 'aide de la formule bien connue de Poisson, peut se faire plus
simplement, en partant de la propriété d’invariance par médiation sphérique,
mise en évidence par Gavss. Troisiéemement, j’ai constaté que cette propriété
d’invariance caractérise, dans des conditions tres générales (mises en évidences
par E. E. Levi, VorLTeERrRA et Toxerni) les fonctions harmoniques d’un
nombre arbitraire de variables.

D’autre part, en mécanique des fluides et en résistance des matériaux,
se présentaient d’'une maniere trés naturelle les fonctions appelées depuis
biharmoniques, ¢’est-a-dire les solutions de ’équation de Laplace deux fois
itérée : ‘

NN = N2 =0 .

Tout cela m’a donné I'idée d’'une étude systématique de la classe des
fonctions vérifiant 'équation itérée p fois (p > 1):

(1) APu=0 ,

¢’est-a-dire des fonctions polyharmoniques, dans l'espoir de retrouver, dans
leur structure, quelque chose de la structure des fonctions harmoniques.
Mais, comme dans le dernier cas, 'équation différentielle (1) ne pouvait
pas donner directement des renseignements sur la structure interne. des
fonctions qu’elle définit. Il fallait se rappeler que dans le cas des fonctions
analytiques, comme dans le cas des fonctions harmoniques, ¢’était une prop-
riété integrale, l'intégrale de CavcHy dans le premier, lintégrale de
PorssoN ou de Gauss dans le second, qui constituait la base de toute
recherche. Done, le succes de toute recherche concernant la structure des
fonctions polyharmoniques dépendait de la résolution préalable du prob-
léme suivant: Peut-on caractériser une fonction polyharmonique par une
propriété intégrale, analogue & la propriété exprimée par le théoréme de
Gavuss?

J’ai denné une réponse affirmative a ce probleme dans les années 1931—
1932. Je rappelle ici, brievement, le résultat obtenu :

Si D est un domaine de 1'espace euclidien & n dimensions, désignons
par D, le domaine de D aprés la suppression de 'ensemble des points des
spheéres de rayon g centrées sur la frontiere de D. Soit u(xy, @5, .. ., ;) = w(P)
une fonction définie sur D, sommable sur ce domaine. Soit encore Sg(P)
la sphére de rayon r, ayant pour centre le point P. Nous désignerons par

to(u;Pr)
la moyenne des valeurs de w sur Fr S,(P).

Il faut remarquer que cette moyenne s’exprime par une intégrale
(n — 1)-uple et que, par suite du théoreme bien connu de Fusini, elle peut
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ne pas exister (avoir de sens) pour une infinité de valeurs de r, de mesure
(linéaire) nulle. !
Introduisons maintenant la suite des moyennes {us(u ; P ; r)} définie

par récurrence de la maniére suivante :
T
. . n v. n—1 - P! a
ps(ws; Pir)= — 1 " 1ps1(u; P';0)de RN IR Tt B
r
0

Il est évident que pour s > 0 la restriction concernant l'existence de
1o disparait, puisqu’'un-ensemble de mesure nulle n’a pas d’influence sur le
proces d’intégration.

Posons encore

1 1 1 |
|
o S & |
i e it |_; n+2 nt2p—2 |
n—~+ 2 [ b ¢ Y50 ERen I S S R o AR R M O |
¢ [ n Pl % p-1|
n—+—2) n+2p-2] |
et désignons par .
Pl ony, s = o0n R
n -+ 2 n~+2p—2]

le déterminant obtenu du précédent en substituant a la premiére colonne
la suite

ol Py oo (s Bons s oftg e g 5P ) s

Le résultat fondamental que j'ai obtenu peut se formuler comme il
suit :

1. La condition nécessaire el suffisante pour qu'une fonction u(P), définie
sur D, sommable sur ce domaine, soil polyharmonique d’ordre p a Uintérieur
de ce domaine, est qu’il existe un nombre positif <* tel que, pour lout p < o*
on ait, en chaque point du domaine D,

V[;u(u SRR 2 G n‘>]
2 Al i)
(2) /u(P) —_ X P n+ Lo s n 3 g pvg;,%,,,
Pl
n -+ 2 n4+2p—2

des que r < c. :
Il est visible que cette caractérisation entégrale des fonctions poly-
harmoniques d’'un ordre quelconque p = 1, constitue bien une extension
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de la caractérisation des fonctions harmoniques par la relation de Gauss.

Grace au théoréme précédent, 1’étude de la structure des fonections
polyharmoniques est considérablement facilitée. Voici quelques conséquences
de ce théoreme : 3

2. Une fonction polyharmonique, bornée dans tout l'espace, est nécessaire-
ment une constante.

3. L’éspace des fonctions polyharmoniques d’ordre < p est compact par
rapport & la convergence wuniforme.

4. Si une série de fonctions polyharmoniques d’ordre < p converge uni-
formément sur la frontiére d’un domaine normal et s'il en est- de méme des
p — 1 séries formées avec les laplaciens successifs, alors la série converge
uniformément & Uintérieur (vers une fonction polyharmonique d’ordre < p,
en vertu de 3.). :

5. 8¢ une série de fonctions polyharmoniques d’ordre < p complétement
sousharmoniques dans D, converge en un point P& Int D, alors cette série con-
verge uniformément dans D.

Le dernier énoncé a besoin d'une explication. J’appelle fonction comple-
tement sousharmonique dans D, toute fonction vérifiant dans ce domaine
les relations

w=0, Au<0, A2u=0,...,APu=0.

Vous reconnaissez dans la proposition 2. I'extension du théoréme bien
connu de LrouviLLe, dans la proposition 3. 'extension d'un théoreme de
WeiERSTRASS, dans les deux derniéres propositions l'extension de deux
théorémes célebres de HARNACK. Tous ces résultats sont maintenant d’un
usage courant. L’ensemble des résultats connus jusqu’en 1936 a été consigné
dans le fascicule [1].

Il est évident que, depuis 1936 et jusqu'a ’heure actuelle, 'ensemble
de nos connaissances sur les fonctions polyharmoniques a considérablement
augmenté. J’ai moi-méme attaqué en 1940 le probléme du comportement
d’une fonction polyharmonique autour d'un point singulier isolé Py, obtenant
le résultat suivant :

6. Si n est impair, ou bien st n est pair et p < n/2, alors u(P) peut
s’écrire sous la forme suivante

p-1
(3) wP) = > o*wu(P) ,

(=10

ot g = PPy et les fonctions ugy, u;,. . ., w,_1 sonl harmoniques en tout point du
domaine, sauf au point P,;
7. Si n est pair et p = n/2, alors on a

P=1 n—pf2
(4) u(P) = _S o* u(P) + logo - : 0¥ Up—niz+x(P) ,
=0 k=0

ol o et les wy, ont la méme signification que plus haut, et les U sont des polynomes
harmoniques de degré égal a l'indice correspondant.
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On a bien voulu donner & la formule (4) le nom de formule de PicoNE—
Nicoresou puisque Picone l’avait trouvé, dans un cas trés particulier
(n = p = 2) (mais ceci, je 'ignorais). Quant a la formule (3), elle conserve,
dans le cas singulier traité, le méme aspect -qu’une formule bien connue,
la soit disant formule d’ArLmANSI.

En 1954, un de mes éléves, S. TELEMAN a montré que :

8. 8i le second membre de la relation (2 ) est indépendant, en chaque point,
. der < o (et cela pour tout p > 0), alors la fonction u coincide presque partout
dans D avec une fonction polyharmonique d’ordre p. (Voir : [4].)

2. §.

Les succés obtenus dans 1’étude des fonctions polyharmoniques m’ont
conduit & m’occuper aussi des équations du type parabolique.
Premierement, j'ai étudié I’équation de la chaleur

en démontrant, indépendamment de A. TycHONOFF 'unicité de la solution
du probléme de CavcHy, avec la loi suivante de croissance pour les données
sur 'axe des x:

|f@)] < Mexst .

Dans le Mémoire [2] j’ai réussi & étendre aux solutions de 1’équation
de la chaleur le théoréme bien connu de LrouvirLLe. Voice 1’énoncé de cette
extension :

9. Supposons que dansle demi-plan t < t, — e (t, quelconque ), le rapport
u(z, t)/0%, o 0 est la distance du point (x,t) a la droite t = t,, a et & deux nombres
positifs, reste borné. Alors u(x,t) est nécessairement un polynome, de degré
E(a) en t.

En particulier, si 0 < a < 1/2, u est nécessairement une constante.

Pendant 13 ans, ces recherches n’ont pas eu de suite. En 1950 j’ai
commencé a m’oceuper de I'équation itérée

8u (P) n 82
(Au—A il ‘Au: e
ot =1 0x3)

Par différence avec I'équation APwu = 0 qui définit les fonctions poly-
harmoniques, cette derniere équgtion n’avait pas fait jusqu’a présent 'objet
d’une étude systématique.

Les résultats obtenus ont été tellement nombreux, que j’ai di donner
un nom spécial aux solutions de 1’équation précédente, & savoir le nom de
«fonctions polycaloriques d’ordre p». J’ai appelé, aussi, fonction calorique
toute solution de l’équation de la chaleur.
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J’ai exposé, pendant quleques années, les résultats obtenus, dans des
cours de spécialisation, & la Faculté de Mathématiques de I'Université. A la
fin, je me suis décidé a les rassembler dans le Mémoire [3].

Je prends la liberté d’exposer ici les principaux résultats de ce Mémoire
ainsi que des problemes non résolus.

Pour éviter les longueurs, jintroduirai les notations

0 0
Q=N B D
ot ot
Les notations O , TU® s’entendent d’elles-meémes.

Dans le premier chapitre de ce Mémoire, je montre que toute fonction
u(x, t), polycalorique d’ordre p dans un certain domaine, peut s’écrire d’une
seule maniere sous la forme

U=y + (=) uy v o = b)P L Upiiy

Uy, Uy, ..., U,y étant des fonctions caloriques.

Une conséquence importante de cette décomposition est que toute
fonction polycalorique est analytique par rapport aux variables spatiales
et de classe II au sens de HoLMGREN par rapport a ¢ (la variable temporelle).

Un second probléme important concernant les fonctions polycaloriques
d’ordre p est résolu dans le chapitre I1 : on sait que si 'on impose a la solu-
tion de I’équation Qu = 0 de prendre, pour ¢ — ¢, les valeurs p(x) soumises
a la condition !

)| < Mekx

cette solution s’obtient par la formule bien connue de Poisson

(5) e, 1) =

Je me suis proposé de résoudre le probléme analogue pour I'équation QP u = 0.
Seulement, il y a plusieurs extensions possibles, dont voici les deux les plus
importantes :

17 On peut demander a déterminer la fonction wu(x,?) polycalorique
d’ordre p dans la bande

Oremif < b,
connaissant les valeurs que la suite

ow 0w 9P 1y

e

prend sur 'axe des .
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2° On peut demander & déterminer la fonction u(x,?) connaissant les
‘valeurs que prend la suite

U CNU o OB s AP TR

sur ’axe des «.
J’ai résolu les deux problémes, en donnant leur solution effective.
Pour le premier probleme, le résultat est le suivant
10. 87 les fonctions

(Po(x) ) 991(-7/') 5 «+o Pp l(x)

\

vérifient les conditions suivantes
1o oy = 0] e i e estide  classe G2 Pl
27 1l existe deux constantes positives M et K telles que

Vo) | _ gy ore R RN T S i ST RS T

\

alors 1l existe une fonction w(x,1) et une seule, polycalorique d’ordre p dans
la bande

rsitic 8L
4K
et telle que
Lim u(z, t) = @y(x) ,

t—0

sooakule,t
hm;f‘(_x.lz

AR @ (x) (=224 o p =

Cette solution peut §'exprimer symboliquement par la formule
\ t ou(py) | , t2 G
w(x,t) = u(py) + —|u — = —lu - —
0= ato) + 5 utm) 00|+ up - o
(P11 0
e
P !

J’ai désigné, par u(p) la fonction calorique se réduisant, pour ¢-— 0,
) C o k) X 2 ;
& o(x). Le sens du symbole [u((p) — -—% devient alors tres clair :
ot

(p—1)

9 | k
[u(‘l’) 5 ":)‘} = u(@x) — (

e
ot 1

at 3

. +(_ l)kak_u(io). K
atk
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Je dois avouer que j’ai eu & vaincre d’assez grandes difficultés de calcul
pour montrer que la fonction ainsi construite vérifie bien les conditions
initiales.

La résolution du second probléme est bien plus facile. J’énonce ici
le résultat obtenu :

11. Soient
fl@), f), . fp 1(x)

p fonctions continues sur la droite réelle, telles que
[ fi(x) | < MeKx Ol S i

M et K étant deux constantes positives. 11 existe une fonction u(x, t) et une seule
polycalorique d’ordre p dans la bande (0, 1/4K) telle que

(e, 1) = fol@)s lim QS u(z, t) = f(x) (B =0, 2. s 1)
t—0 t—0
Cette fonction est donnée par la formule

(§—x)*

u(z, t)=i J (Et)e 1 dE

Flo) = fo@) = - 6) + hle) — .. + (- 1P i

Ce second probléme parait moins important que le premier probléme,
au point de vue des applications éventuelles en Physique. En échange, il
requiert une importance -théorique spéciale, par le fait qu’il nous conduit
d’'une facon trés naturelle & une notion nouvelle que j’ai appelée lanaly-
ticité parabolique.

J’appele dans le Mémoire cité, fonction parabohquement analytique
toute fonction qui, dans la bande 0 < t <1/4K peut se mettre sous la forme

e
w@, t) = > —un(x,t) ,
n=0
ot les u,(x,?) sont des fonctions caloriques, vérifiant la loi de croissance

| un(, t) | < MeKX (0= 0,105 )

J’ai pu montrer qu’'une fonction paraboliquement analytique peut
s’écrire d’une seule maniere sous la forme précédente.
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Je passerai sur les chapitres consacrés aux probléemes de frontiére
auquels donne lieu la considération des fonctions polycaloriques d’ordre p,
pour arriver plus rapidement a 1’étude de la structure des fonctions poly-
caloriques, définies dans une bande infinie. :

Le modele créé antérieurement pour les fonctions polyharmoniques
exigeait qu’on trouvéat, ici aussi, une caractérisation intégrale, et non pas
différentielle, des fonctions polyecaloriques d’ordre p. Il fallait, premi¢rement,
construire une fonctionnelle qui puisse jouer le méme réle que la moyenne
circulaire dans la théorie des fonctions harmoniques et polyharmoniques.
J’avais déja construit cette fonctionnelle, dans mon Mémoire de 1937, mais
je n’ai pu alors en tirer toutes les riches conséquences-que j'en ai tirées depuis
1950.

Voici comment j’ai procédé : La formule de Poissox

b (§—x)*
u(x,t)z_lz J e‘nm}‘f(f;@df

—

exprime, comme on sait bien, les valeurs de la fonction calorique w(w, ¢) dans
la bande

1
o<t <ty~+—
;. R

au moyen des valeurs que cette fonction prend sur la droite ¢ = #,. Faisons,
dans la formule précédente, le petit changement de variable ¢ = ¢, + A.
La formule devient

0

4 i
u(x, f)zéT;yﬁb ; e M w(&t— h)df

— o0

et sous cette nouvelle forme elle met en évidence une propriété nouvelle
des fonctions caloriques, une propriété d'invariance tout-a-fait analogue
a la propriété exprimée par le théoreme de Gauss. Elle exprime que le second
membre est indépendant de % et j’ai pu montrer en 1937, que cette propriété
caractérise les fonctions caloriques.

C’est cette propriété qui m’a conduit a étudier la fonctionnelle repré-
sentée par l'intégrale précédente, dans le cas général ou w n’est plus une
fonction calorique, mais une fonction quelconque. Voici le résultat surprenant
obtenu :

12. Désignons par v([u];h) le second membre de Uégalité précédente,
c’est-a-dire posons

Faisons encore les hypothéses suivantes:
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1°. La fonction w posséde seulement les dérivées partielles mnécessaires
pour la formation de Uopérateur QP u et ces dérivées sont continues dans la
bande considérée (0, t;).

2°. [l existe deux nombres positifs M et K, avec K < 1/4t,, tels que

| D < MeX®: e At 7

Dans ces conditions, il existe un nombre e, (h), tendant vers zéro avec h,
tel que l'on a ; :

R (E—x)2
2% o A ws, ];h_ A) d& == u(®,7) + Du(x t) +

SR

h? W
—|—2~'02u(x,t) A +;'[qu($, t) + ep(h)] .

Si AP tlu(x,t) =0, alors &,(h) =0.

Ce développement ou au second membre les opérateurs itérés Qu,
O2u, ... apparaissent tout naturellement nous a donné I'idée d’'une carac-
térisation intégrale des fonctions polycaloriques, en utilisant la_méme voie
que j'avais suivie jadis pour les fonctions polyharmoniques. A cet effet,
j’ai introduit la suite de fonctionneles définies par récurrence de la fagon
suivante :

po(w s h) = v([u] ; h) ,

A
h

2
plus h) = — J Bopsoa(uiR)dh (e=1,2,...) .

0

Donnons encore une définition : Nous dirons que la fonction u, poly-
calorique d’ordre p dans la bande (0,¢,), est & croissance complétement régu-
liere dans cette bande, si I'on a dans cette bande

|ulz, t) | < MeKx,
’\'Qmu(x‘t)%<Mera (7n:1727--" p—l) )

M et K ayant les significations connues.
Avec cette définition, on peut énoncer le résultat fondamental suivant :
13. Toute fonction wu(x,t) polycalorique d’ordre p dans la bande (0,t,),

a croissance -complétement réguliére dans cette bande, vérifie, en tout point de
la bande, la relation de moyenne
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{1 1 1 Ho(w s h) 1 L 1
i 2 2 2 2
1 — —_— sy s h) N T
\ .
I 3 p+1 u(x7 t) o 3 V4 +1
(9)\P—1 DR e 2.\02 I
e e e it K e
l?)] (p+1) e [3] (p+1)
(6)

Inversement, si u(x, t) est sommable dans la bande considérée, si U'on a
u(z,t) | < MeKx!

et st la relation (6) estvérifiée en chaque point de cette bande, alors u est néces-
sairement une fonction polycalorique d’ordre p, a croissance complétement régu-
li¢re dans la bande considérée. :

Une fois en possession d’'un tel théoréme de moyenne, il était possible
d’envisager une étude de la structure des fonctions polycaloriques et des
familles de telles fonctions. J’énoncerai ici quelques propriétés obtenues :

14. 87 la fonction u(x, t) polycalorique d’ordre p dans le demi-plan t < t,,
a croissance completement réguliére dans ce demi-plan, est bornée dans ce demi-
plan, alors elle se réduil nécessairement a une constante. ;

15. L’ensemble des fonctions polycaloriques d’ordre < p dans une bande
(0, ], est compact dans toute bande [e, t,| (e > 0), par rapport a la convergence
uniforme. '

16. Tout ensemble de fonctions polycaloriques d’ordre < p, également
bornées dans [e, t,], pour tout € > 0, est compact dans cette bande.

17. 8i la suite de fonctions {u,(x, t)}, polycaloriques d’ordre < p dans
la bande [0, t,], converge uniformément sur I’aze des x, s’il en de méme des suites

DU DR
et si les fonctions de cette swite sont a égale croissance complétement réguliére

(j’entends par la qu’il existe deux nombres positifs M et K < 1/4t,, indépen-
dants de n, tels que Uon ait

FO (2, 0| < Meks Rim
[ ,p—1
dans la bande considérée), alors les suiles
{un}, {Dun}: ce vy {Qp_lun}

convergent uniformément dans toule bande [e, t] (e > 0) wvers
T RS R ¥ T

w étant une fonction polycalorique d’ordre < p.
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Vous rencontrez & nouveau ici les principales propriétés des fonctions
et des familles de fonctions harmoniques, cette fois-ci étendues aux foncti-
ons polycaloriques.

J’ai pu aussi étendre aux fonctions polycaloriques, comme je l'avais
fait jadis pour les fonctions polyharmoniques, la notion de fonctions sous-
harmoniques, introduite dans la science par le prof. F. Riesz. Dans la classe
des fonctions u, ayant les dérivées partielles nécessaires & la formation de
QOPu, les fonctions sous-caloriques d’ordre p sont caractérisées par I'inégalité

(=1 Pulz,t) < 0 .

J’arréterai la l'exposition des résultats obtenus. ]

Il me reste & faire quelques remarques d’ordre général sur des prob-
lémes encore non résolus dans cette théorie.

Il y a tout d’abord le probleme de la soit dite «analyticité parabolique».
Dans un travail antérieur, j’avais défini «(’analyticité hyperbolique». Il y a,
enfin, l'analyticité classique des fonctions de variables réelles. La confron-
tation de ces trois notions fait ressortir une base commune aux trois espéces
d’analyticité, que je voudrais souligner ici, comme premiere conclusion de
ma conférence.

Dire qu’une fonction d’une variable réelle est analytique en un certain
intervalle, c’est dire que cette fonction est développable, en chaque point
de cet intervalle en une série convergente de puissances d’une certaine fonc-
tion, en l'espéce & ou @ — a, les coefficients étant des solutions de I’équation

du _
dx

0%

Dire qu’une fonction de deux variables réelles est hyperboliquement
analytique, c’est dire que cette fonction est développable en une série con-
vergente de puissances d'une certaine fonction, en lespéce (x — a) (y — b),
les coefficients de cette série étant des solutions de 1’équation

Du=0 .

L’analyticité parabolique d'une fonction u(z, t) a été définie plus haut
comme la propriété d’étre développable en une série convergente de puissances.
d’une certaine fonction, & savoir { — a, les coefficients étant des solutions:
de I’équation

=90

Il semblerait qu’il manque un chainon & notre chaine. Qu’est-ce que
pourrait bien étre I'analyticité elliptique? Mais ce chainon a déja été forgé
en 1937 par mon collégue N. CIORANESCU qui a montré que toute fonction
analytique réelle de deuxr variables peut étre développée en une série de puis-
sances de la fonction particuliére

r2 = (x — a)®+ (y — b)?
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les coefficients étant des solutions de 1’équation
N =0

c’est-a-dire des fonctions harmoniques, et réciproquement. !

Vous voyez donc que dans chaque cas la fonction particuliere f qui
intervient dans le développement en série par ses puissances successives est
telle que 1’équation f= 0 constitue I’ensemble des lignes caractéristiques
de l'opérateur différentiel considéré, tandis que les coefficients du déve-
loppement sont des solutions de 1’équation obtenue en égalant cet opérateur
a zéro. Cela suggeére un probléme général, & savoir le probléme d’'une ana-
lyticité par rapport a un opérateur différentiel donné, mettons un opérateur
linéaire, probléme qui engloberait les quatre cas particuliers signalés plus haut.

Enfin, un autre probléme qui mériterait d’étre approfondi, serait le
probléme des singularités des classes de fonctions présentées ici.

Je ne puis terminer cette conférence sans remercier de tout coeur mes
collégues mathématiciens de Budapest, et aussi ceux de Szeged, dont 'accueil
si chaleureux m’a fait presque oublier que j’ai passé la frontiére de mon
pays. Je conserverai de mon séjour, hélas si bref & Budapest, et a Szeged,
I’'image précieuse et réconfortante d’une ardeur toujours jeune, d’une appli-
cation tres sérieuse au travail de la recherche mathématique. C’est 1a, je pense,
I’enseignement le plus précieux que j’ai recu ici, et que je ne tarderai pas
de transmettre & mes collégues roumains.
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ELLIPTIKUS VAGY HIPERBOLIKUS TTPUSU_ PARCIALIS DIFFERENCIAL-
EGYENLETEK MEGOLDASAINAK SZERKEZETE

M. NICOLESCU

Kivonat

A dolgozat a szerzének az iteralt Laplace-féle differencidlegyenlet és az iteralt
hévezetési differencialegyenlet megoldésaira vonatkozé, mér kézel harminc éve foly6
vizsgalatair6l nyajt vazlatos dttekintést.

Az els6 paragrafus poliharmonikus fiiggvényekkel foglalkozik. Az n-véltozés w
fliggvényt p-edrendfi poliharmonikus fiiggvénynek nevezziik, ha kielégiti a

APy =0



478 MIRON NICOLESCU

differencialegyenletet. E differencialegyenlet teljestilése helyett lehet az n-valtozos
p-edrendii poliharmonikus fiiggvényeket egy integrélis tulajdonséggal is jellemezni.
Ez az integralis tulajdonsag altalanositisa a kozonséges harmonikus fiiggvényekre
vonatkozé Gauss-féle gombi atlagérték-tételnek (lasd az 1. tételt). E jellemzés birtoka-
ban sikeriilt szamos, harmonikus fliggvényekre vonatkozé tételt (pl. LIoUvVILLE tételét,
HArNACK-féle tételeket) poliharmonikus fiiggvényekre kiterjeszteni (lasd a 2.-—35.
tételeket).

Két tovabbi tétel a poliharmonikus fliggvények szingularis hely koriili kifejté-
sének pontos alakjat adja meg (a 6. és 7. tétel).

Az els6 paragrafus a poliharmonikus fliggvények integralis jellemzésére vonat-
koz6 tétel egy, S. TELEMANtOl szarmazé élesitésével zarul (lasd a 8. tételt).

A masodik paragrafus az ugynevezett polikalorikus fliggvények elméletével
foglalkozik. Egy u(zy, ..., @n, t) fliggvényt p-edrendii polikalorikus fiiggvénynek neve-
zink, ha u kielégiti a

RN S R e
O u = ' A Bt) u=20
differencidlegyenletet.

Erre a differencidlegyenletre vonatkozo két keriiletérték-probléma explicite
megoldhat6. Mindkét esetben w-t a 0 < ¢ < ¢ savon keressiik. Az elsé esetben adva
van u,0u/dt,. ..9P—lu/otP—! ; a masodik esetben w, Qu, ..., OP—lu. A kapott meg-
oldasok a j6l ismert Poisson-formula dltalanositasat jelentik (lasd a 10. és 11. tételt).

Az n hely-véaltozés p-edrendii polikalérikus fiiggvények is jellemezheték integ-
ralis tulajdonsaggal (lasd a 13. tételt). Ez az integrélis jellemzés megint szdimos olyan
tételhez vezet el, amelyek harmoénikus fliggvényekre vonatkozé tételek analogonjai
(lasd a 14.—17. tételeket).

CTPYKTYPA PENIEHUN OUPPEPEHUMAJIBHBIX YPABHEHMWI C YACTHbLIMU
[MPOU3BOJHBEIMU 3JIJIMIITUYECKOTO WMJIW I'MIIEPBOJIMYECKOTO THIIA

M. NICOLESCU

Pe3ome

PaGora naer cxemaruueckuit 0030p MoYTH TPUALATHIETHUX MCCIIE0BAHUIT aBTOPA OTHO-
CHTEJIbHO PEHICHUH INMOJMIapMOHMYECKOI0 YPABHEHMSI M UTEPUPOBAHHOIO yPABHEHMSI TEILIO-
TIPOBO/IHOCTH . ;

INepBblif maparpad 3aHnMaercst MoJIMrapMoHuYecKuMu GyHKImamu, PyHKuust » n nepe-
MEHHBIX HA3b/BACTCS NOJUTaPMOHMYECKOH QyHKIMEH p-0ro Nopsiika, ecjim OHA YAOBJIETBOPSIET
JuddepeHnnanbHOMy yPaBHEHUIO

APu=0 ..

BMmecTo BBIToIHEHH S 9TOTO A EPEHIMATBHOI0 YPABHEHH ST MOYKHO XapaKTepu3npoBaTh
IOJUTaPMOHMYECKHE (QYHKIMM 70 TIEPEMEHHBIX P-0T0 TOPsAKA TAKYKE HEKOTOPHIM MHTErpaib-
HBIM CBOICTBOM. IT0 MHTErPAJIbHOE CBOIICTBO ecTh 0000LIeHHe OTHOCSINEICS K TADMOHNYECKUM
QyHKUuAM TeopemMbl GAUSS 0 11apoBOM cpeHem 3Havenun. (cm. Teopemy 1.) C nomoubio aToi
XapaKTePUCTUKU YAAn0ch PACIPOCTPAHMTh HA I10JIMTapPMOHMYECKHE (YHKIMM Psii TEOPEM,
OTHOCSILIMXCST K TapMOHHYECKUM (GyHKIUsAM (Hanpumep, reopemy LIOUVILLE, Teopembl HAR-
NACK) (cm. Teopembl 2.-—5.)

JlBe najibHEHIme TEOPeMbl AA0T TOUHYIO (OPMy pPasjaoyKeHusl MHOJUrapMOHUYECKHX
(yHKIMA B OKPECTHOCTH CHMHTIYJIsIpHON Toukm (Teopemst 6. u 7.).

[Mepswiii maparpad 3akanuuBaercs JaHHBIM S. TELEMAN 000CTpPE@HIEM TE0PEMBI, OTHOCS-
HIeHCS] K MHTErPaJbHON XapakTepucruke rapmoHuueckux (ynkuwmit (Teopema 8.).
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Bropoii maparpad 3anumaercsi Teopueit Tak Ha3bIBAEMBIX MOJIHKAJIOPHYECKHX (QyHKIMIA*
DyHKUUSA % (2. .., ¥n, t) HA3BIBACTCS TOTMKAJIOPUYECKOH (yHKUMEH p-0ro mopsika, eciiu
OHA Y/J0BJIETBOPSIET AU(PDHEPEHIIMANBHOMY YPABHEHHIO

5 9
DPu:(A—vaft) %=

OTHOCSILIMECS K 9TOMY yPAaBHEHHIO IB€ I'DAHUYHbIC 3ala4i MOI'YT OBITh peILIeHbl SIBHBIM
obpasom. B o6omx coyuasxw wmercs B nosroce 0 < ¢ << ¢,. B mepBom ciiyuae xanbt wu, 0ufot,. ..,
ar—ly/otp—1, Bo BTOpPOM cayuae w, Qu,..., OP—lu. [TonyuyenHbie peueHus sIBISIOTCS 0600-
HIEHHEM X0poIo u3BecTHON (Popmysbl Poisson (cm. Teopemer 10. u 11.).

[MomuKamopuyeckne QyHKIMU 7 MEPEMEHHBIX MECTa P-0r0 MOPSAKA TAKIKE MOT'YT XapaK-
TEPU30BATHCST MHTErPabHBIM CBOMCTBOM (cM. Teopemy 13.). OT1a nnTerpasbHasi XapakrepucTuka
CHOBA NPUBOAMUT K Psily TEOPEM, SIBISIOUMXCA aHAJOTAMH TEOPEM, OTHOCSILIMXCA K TapMOHH-
4ye KkuM (pynkumsim (cm. Teopembr 14.—17.).

2 A Matematikai Kutaté Intézet Kozleményei I./4.
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