A POISSON-FOLYAMAT EGY JELLEMZESE
RENYI ALFRED

Tegyiik fel, hogy a 0 =1y < 7, < ... < 1, < ... id6pontokban egy-
egy esemény torténik, és legyen 6, = 7,— 1,1 (n =1, 2,...). Ha a 4,
0Oy, . . ., On pozitiv valészinliségi valtozok fiiggetlenek és egyforma eloszlastak,
a folyamatot rekurrensnek nevezzik. Jelolje F(x) a 0, valoszinliségi valtozék
kozos eloszlasfiiggvényét. F(z)-et a rovidség kedvéért a folyamathoz tartozé
eloszlasfiiggvénynek nevezziik. Ha

== fox dF (x)

létezik, akkor a A = 1/a szdmot a folyamat eseménystiriiségének nevezziik.
Ha o = + oo, a sorozatot O-siirliséglinek, egyébként pozitiv stirliséglinek
nevezziik. A legegyszer(ibb rekurrens folyamat a Poisson-folyamat, amelynél
Fl)y=1—e™, hax = 0 (A > 0). Ez egyben az egyetlen olyan rekurrens
folyamat, amely Markov-tipust. A kovetkez6kben a Poisson-folyamat egy
mésik jellemz6 tulajdonsigira kivanunk rémutatni, ami a Poisson- folyamatot
a rekurrens folyamatok kozott kitiinteti.

Jelol]e K, (0 < ¢ < 1) azt a transzformécidt, amely a T, pontot aqt,
pontba viszi ét (q-adrészre val6 komprimdlds). J elolje tovabba B, azt a transz-
forméciét, amely a 7, pontok mindegyikét ¢ valdsziniiséggel valtozatlanul
hagyja, és p = 1 — ¢ valészin(iséggel torli a { 7,,} sorozatbdl, oly médon, hogy
az egyes 7, pontokra vonatkozé vélasztdsok egyméstol fuggetlenek (g-szoros
ritkitds). Alkalmazzuk a szébanforgé rekurrens folyamatra el6bb az R,
azutdn a K, transzforméciét (a sorrend egyébként mellékes). Ezaltal a sorozat
stirisége nem véaltozik meg, az F(z) eloszlasfiiggvény azonban megvéltozik.
Jeloljiikk roviden az R K, transzforméciét 7',-val.

AT, transaformémo a folyamatot egy mésik rekurrens folyamatté ala-
kitja 4%, amelyhez tartozé eloszlasfiiggvényt Ggy tekmt]uk mint F(x)-nek
alli transzformiciéval valé transzformaltjit, és 7T,(F(x)) = F(z, ¢)-val
jeloljiik.

1. lemma: Ha 0 < g, < 1465 0 < ¢, < 1, akkor
T‘h(T‘lz(F(x))) o T‘h‘ll (F(x)) &
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Bizonyitas:
Legyen

oo

(1) o(s) = J ¢ dF (2)

0

az F(x) eloszlasfiiggvény Laplace-transzforméltja. Jelolje tovabbd F,(x)
az F(x) n-edik kompozicié-hatvanyit, vagyis legyen

@) F@)=F@) & Fu)= J Foi(z—t)dF(t) , n=2,3,...
0
Akkor

3) T o(F () =2qp"—1 ¥ [2] :

és igy, ha T4l (s)] jeloli T4(F(x)) Laplace-transzformaltjat,

T oo ae(ee)
@) el st
Ennélfogva
(5) ' e -—1=l(1 —1)
T, [¢(s)] g \os) )’
és igy
() i o denl Sl G R _1]:L b _1) .
T, [qu [(p(s)]] g T, [9(q18)] 01 92 \P(¢1 22 )

(6)-bol kovetkezik, hogy

(7) T,‘h [Tllz [(p(é‘)]] : T‘h‘lz [(p(S)] >

és a Laplace-transzform4lt unicitdsira vald tekintettel

(8) s (qu(F(x))) =T4,q, (F(x)) .

Ezzel lemménkat bebizonyitottuk. ;

A {T,} transzformé4cidsereg tehdt, amely a valdszinfiségeloszldsok fél-
esoportjan van értelmezve, maga is félesoportot alkot. Még egy segédtételt
bizonyitunk be.
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2. lemma: Ha F(z, q) = Ty(F(2)), 0 < q < 1, tovdbbd

-]

o J xdF(2)
0
létezik, akkor

a5 = j @ dF(z,q)

98 létezik, és aqg = 04, 0 < ¢ < 1. Ha ay, = + o5, akkor a4 = 4 oo. Ha

-]

B~ j 22 dF ()
0
18 létezik, akkor

o

Ris j 22 dF(z, q)

0
is létezik, és By — 204 = q (B — 203).

Bizonyitas:
~ (5)-bél egyszerli szdmoléssal adodlk hogy ha @4(8) = Tqlp(s)], akkor
P(0) = ¢’(0) és
#4(0) = q¢"(0) + 2(1 — @)[g'(0) ]2

Innét a lemma Allitdsa azonnal kovetkezik.

Megjegyzés: A T, transzformicié tehidt nem viltoztatja meg egy rekur-
rens folyamat striségét.

Barmely 7', transzforméciondl? (0 < g < 1) az Osszes exponenciilis
eloszlisok invariansak. Ha ugyanis

Flz)=1— ¢ (®=0) ,
akkor ¢(s) = A/( + s), és igy '
5
T,[e(s)] = Ql+é:9- ot SO = @(s)
q 1~(l—q)——— lq—{—qs A+s :
A+ gqs

1) Ty nem mds, mint az identikus transzformdecié, vagyis minden F(x)-re
Ty(F(z)) = F(x) :
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Be fogjuk bizonyitani, hogy az exponencidlis eloszldsok a 7', transzfor-
méciék egyediili invaridns elemei, ha 0 < ¢ < 1, vagyis, hogy érvényes a
kovetkezo ‘

1. tétel: A T, transzformdcié egyediili invaridns elemei az exponencidlis

eloszldsok, vagyis eqy rekurrens folyamat jellege a T, transzformdciondl akkor és
csak akkor mem wvdltozik meg, ha a folyamat Poisson-tipusi.

Megjegyzés: Az 1. tétel tehat a Poisson-folyamatok egy jellemz6 sajét-
shgira mutat r4, ami a Poisson-folyamatokat a rekurrens folyamatok kozott
kitiinteti. :

Bizonyitas:
(8) szerint, ha T, (F(x)) = F(x), akkor teljes indukciéval és az 1. lem-

méra valé tekintettel kivetkezik, hogy 7T (F(z)) = F(x) (n =1, 2,...).
Jelolje ¢(s) az F(x) fiiggvény Laplace-transzforméltjat, akkor (5)-bél

—1.- b - 1) e ’1— -1,
q" \@(q"s) ®(s)

(9)

tehat, mivel @(0) = 1, és @(s) a 0 helyen folytonos,

. (10) e G B R U
st q"s sp(s)
Ha létezik ¢’(0) = — 1/, akkor tehat (10)-bél
1—9(s) 1
s@(s) 1*
és igy
8) = 8
@(s) R

amivel dllitAsunkat erre az esetre mar be is bizonyitottuk. Azt, hogy ¢’(0)
1étezik, nem kell kiilon feltenni, mert ez (10)-b6l kovetkezik ; ugyanis ¢(0)
akkor és csakis akkor létezik (nem negativ valdszinliségi valtozérél 1évén szo),
ha

©

Jx dF(2)
0
1étezik és

)

9'(0) = — J 2 dF(z) .

0
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Méarmost (10)-bél ez esetben bérmely s > 0-ra

(11) kot i‘? = dP(e) =129 ) o

n— oo q"s s@(s)
0

és igy, figyelembe véve, hogy 1 — e~! < ¢, ha t > 0, Lebesgue tétele szerint
(11)-b8l kovetkezik :

o

(12) deF(x) SN B
8 ¢(s)
0
Mivel (12) baloldala nem fiigg s-t6l, kovetkezik, hogy ¢’(0) = — 1/4 1étezik,

és ¢(s) = A/(A + s). Ezzel tételiinket bebizonyitottuk.

V1zsgal]uk most meg, hogy mi torténik, ha egy nem Poisson-tipust
folyamatra alkalmazzuk a 7', transzforméciét. A mondottak utin nem meg-
leps, hogy a g— 0 hatéresetben a folyamat Poisson-folyamattd alakul at,
feltéve, hogy az eseménysfirtiség pozitiv volt. Ezt fejezi ki a kivetkezd

2. tétel: Ha F(x) eqy eloszldsfiggvény, F(0) = 0 és

, [ 2d Fz) =~
0
létezik, akkor
linol Ty(Flx))y=1— e (@ =0).:
e

Bizonyitas: : ; . '
Feltevésiink szerint @’(0) = — 1/4 1étezik. Ennélfogva
lim—-—=1+slim (@_1+i,
a0 Ty [p(s)] 40 g8 <P(q s) A
tehét
(13) hmT [p(s)] = _'1_
¢ o

amib6l a Laplace-transzformécid jélismert folytonossidga alapjén kovetkezik

(14) lim T (F(r)) =1 — e 20
q—0

Megjegyzés: A T, transzformiciét tehit értelmezhetjilk, mint egy
olyan transzforméciot, ame]) barmely, a (0, + oo) intervallumban értelmezett
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véges varhaté értékfi eloszlast atvisz a vele egyenld varhaté értékii exponen-
cialis eloszlasba. Azonban, ha ;

c

puw=+w,

0

Ty (F (x)) nincsen értelmezve. Megjegyzend§ tovabbd, hogy mig ¢ > 0 ese-
tén T, értelmezhetd az egész szamegyenes valészintiségeloszldsain is, T, csak
a pozitiv féltengelyen megadott valdszintiségeloszldsokra van értelmezve.

3. tétel: Legyen 0 < g, < 1l,mn=1,2,...6s

bimigi gsoo gn =0

n—o

Ha egy tetszdleges véges stirtiségic relurrens folyamatra egymds utdn alkalmazzul
alg, Tey . Tq,, .. transzformdcickat, hatdrértékben egy Povsson-folyamatot
nyerink,?) amelynek eseménysiirtisége megegyezik a folyamat eredeti stiriiségével.

Bizonyitas: .

Mivel az 1. lemma szerint Ty Ty ... Ty, = Ty4.4s. .00, 8 2. tételbSl;
figyelembevéve a 2. lemmét, kovetkezik a 3. tétel dllitdsa.

Egy 0-stirtiség(i rekurrens folyamatot az emlitett médon természetesen
nem lehet Poisson-folyamatta alakitani (hiszen a 7', transzformécié a 0 sfi-
riiséget is invaridnsul hagyja). Ez elérheté azonban, ha eljarasunkat némi-
képpen Altaldnositjuk. Vizsgaljuk a T, = R, K; transzformécidkat. (Nyil-
vanvaléan T, , = T,). Ha ¢(s) jeloli Gjbél az F(z) eloszlésfiiggvény Laplace-
transzformaltjat, és T, p(s)] a T, (F(x)) eloszlisfiggvény Laplacetransz-
forméltjat, akkor (5) altalanositasaként adodik :

(15) Fa 4 —1=l(1 —1].
Ty t[p(s)] q \@(ts)

(15)-bél azonnal leolvashatd, hogy

Tlhyﬁ qu,’z o T‘Ile,'l’z .

Méarmost, ha g és ¢ egyidejlileg alkalmas médon 0-hoz tartanak, elérhets, hogy
T,:[p(s)] konvergiljon egy valédi eloszlas Laplace-transzforméltjihoz.
Ha példiul F(zr) =1—2* ha 1 2 < 4+ o, é F(@)=0 ha o <1,
akkor ;

©

M@=Jeﬂwx”1—ﬂ%l+om,
)

x2

1

2) Azon, hogy a folyamat hatarértékben Poisson-folyamatté vélik, itt csak azt
értjiik, hogy a folyamat meghatérozé fiiggvénye egy exponencidlis eloszliashoz kon-
vergal. Lehetséges volna a kérdés mértékelméleti szemponthél valé vizsgalatédval
elmélyiteni a térgyalast. E kérdésre a szerz6 vissza kivan térni.
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ha s — 0, és igy

1
[p(s)] = 1—_;; >

1m
e—0 ¢tloglle, &

vagyis alkalmazva a szébanforgd 0-siir(iségii folyamatra a 71051/, . transz-
formaciét, ha £ — 0, hatarértékben 1 stirtiségli Poisson-folyamatot nyeriink.
Ezt nyilvan azzal értiik el, hogy sokkal ersebben komprimaltuk a folyama-
tot, mint ahogy ritkitottuk.

(Beérkezett : 1956. IX. 15.)

OHA XAPAKTEPMCTI/IKA [MPOLIECCA POISSON
A. RENYI

Pe3iome

PaccMoTpuM HEKOTOPBI PEKYPPEHTHBIM TIpoLece, T. €. TAKOW CTOXAacTHYecKuid mporece,
KOTOPBIA COCTOMT M3 COOBITHIA, IIPOMCXOASIMX B CJydYailHble MOMEHTH BpemeHu 0 = 7, <
<t < ...<Tn< ..., TIe TIOJOYKUTEIbHbLIC CJIyYalHBIE BEJIMYHHBI On = Tp — Tn_1 (B =
=1,2,...) HE3aBUCUMBIl M MMEIOT OJMHAKOBYIO QyHKIMIO pacnpeaenenus F(z). Pexyppent-
HBIE nporecc ecrb mpouecc Poisson, ecim F(z) =1 —e 2% npu 2> 0rae 4> 0. Ecm
CyIIECTBYeT

== fzdl"’(w) :
0

TO BeqmunHA A = 1/o Ha3bIBaeTCs naomHocmyvio mpouecca. B Hacrosmen pabore paccmaTpu-
Baercs ciaeiyiomee npeodpasoBaHue PeKyppEHTHIX MPOLECCOB : TEPBbIH IIAr ecTh KOHMpAaK-
yus npouecca, T. €. 3aMéHa MOMEHTOB T, Ha qTn TAe 0 < ¢ < 1. C momouibio 3Toro npeodpaso-
BaHus IUNIOTHOCTH YBEJIMUYMBAETCST OT A 10 A/gq. McXoaHasi MI0THOCTh IIPOIECCa BOCCTAHABIIM-
BAETCS1 HA BTOPOM IAre, paspedycenuu. IT0 JOCTUTACTCS UCKIIOUEHMEM OIPEIEJIEHHBIX COOBI-
THH, HCKTIOUEHNE NMPOU3BOAUTCS TAK, YTO Ka)K[A0€ coObITHE IpOLecca MCKIIIOYACTCs] ¢ BEPOAT-
HOCTBIO P M OCTaeTcsi €3 M3MEHEHHS! C BEPOSITHOCTBIO ¢ (p = 1— @) ; HCKIOUeHHE (COOTB.
HEHCKJIIOYEHNE) HEKOTOPOro cOOBITHSI HE 3aBHCHT OT MCKIIOYEHUST (COOTB. HEMCKIIIOYEHH S )
apyroro coObrtus. Yepes 7'y o003Hauaercss npeodpasoBaHne, COCTOSIEE U3 IOCIE0BATEILHOTO
IpoBeeHns1 yKasanubiX mwaros. INToxassiBaercsi, 4yTo eciu npeobpasoBanue 7'; NpuMeHsIeTcs K
HEKOTOPOMY PEKKYPPEHTHOMY IIPOIECCY, CHOBA I0JyYaercss PEeKypPPEeHTHBIA Ipoiecc, HO
(QyHKIMsA pacripeieenusi pacCTOsAHMST CJIEAYIONMX JAPYT 34 APYyrom coObITHil MEPEXOAUT 3
F(z) B ;

F(z, q) = w‘p”—‘an 2%
= ()
rae Fi(z) = F(x) n
File) = f Poy(z—1t) dF() , s B g
0

IMonaras 7T'q (F(z)) = F(z, q), Tq MOer paccMaTpuBaTthesi Kak TNpeo0pasoBaHue, ornpe-
JeJEHHOE HA MHO)KECTBE PAcIpe/IeseHuii clydaiHbIX BeauunH. JIerKo rnoxkasarb, uro 7'q, T, =
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= Tq, ¢, (1€MMa 1) ¥ YTO IIOKA3ATEJIbHBIE PACHPEAEJICHUs] MHBAPHAHTHBLI 110 OTHOMIEHHIO
K Ka)Xaomy npeoopasosanuio T'q. B pabote 10Ka3biBaeTCs, 4TO HE CYIIECTBYET JPYruX MHBA-
PUAHTHBIX pacrnpesenenuit, T.e. ecm 1 (F(z)) = F(x) Aast kakoro 6o ¢ (0 < g < 1), To
F(x) =1—e** npu = 0 c HexkotopbiMm A > 0. IlokaswpiBaercs, aanee, uro ecnu F(z) ecrb
100ast QyHKUMS PACMpeIeneHuss ¢ KOHEUHbIM MATEMATHUYECKUM 0)KMAAHHEM

a =Oj cdF(z) ,

341, 0
Ty(F(@)) = lim Ty(F(2)) = 1 — o~
q—9

npu z = 0, e A = 1/a. Otciona cieayer (teopema 3), 4To €cM paccMaTpuBaTh J1000# peKyp-
PEHTHBIA NPOLECC C IIOJIOYKUTEIBHOM IUTOTHOCTBIO COOBITHH M I0CIEL0BATENBHO NPUMEHSTH
npeobGpasosanus T'g, (n=1,2,...) tie 0 <<gn<1l m

Lisd ‘g g3+, a0 =0,

n

TO TMPOLECC CTPEMHUTCS K HEKoTopomy mpoueccy Poisson ¢ Toii k€ IUIOTHOCTBIO.

Ec/i IJI0THOCTBIO HCXOAHOTO IPOLIECcca paBHA HYJII0, TO 9TOT IPOIECC HE BE/IET K HEJIH.
OHAaKo, ¢ MOMOIIbL IPUMEPa I0KA3bIBAETCH, YTO M3MEHsisl Npeodpa3soBaHME TaK, UYTO KOH-
TPAKLKS U Pa3perKeHue NMPUMEHSIETCSI B PasHO MEpe, PeKypPPEHTHBIN MPOLECC € MIOTHOCTBIO,
PaBHOIi Hy/IO, B IIpe/iesie MOeT ObITh mpeodpasoBan B mpouecce Poisson.

A CHARACTERIZATION OF POISSON PROCESSES
A. RENYI ‘
Sﬁmmary
Let us consider a recurrent process, i. e. a stochastic process consisting of events
occuring at random moments 0 = 7, << 7, << ... < T2 < ...; the positive random
variables 6, = Tn — 11 (n = 1, 2, ...) being independent and identically distributed

with the distribution function F(z). A recurrent process is a Poisson-process, if F(z) =
=1 — e for x == 0, where A > 0. If

o= | zdP(x)
i

exists, A = 1/a is called the density of events in the process. In the present paper the
following transformation of recurrent processes is considered : The first step consists
in a contraction of the process, i. e. in replacing the moments 7, by the moments g7n,
where 0 < ¢ << 1. By means of this transformation, the density of events is increased
from A to A/q. The original density of the process is reestablished by the second step,
which is a rarification of the process. This is done by cancelling some of the events,
the cancelling is made in such a way, that each event of the process in cancelled with
probability p and left unchanged with probability ¢ (p =1 — ), the cancelling (or
not cancelling) of any event being independent of the cancelling (or not cancelling)
of any other event.

We denote by Ty the transformation consisting in the successive performance
of the two steps described above. It is shown that if we apply the transformation 7y
to a recurrent process, we obtain again a recurrent process, but the distribution func-
tion the of distances between successive events is changed from F(x) to

F(e,0) = X' q P2

n=1
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where F(z) denotes the n-th convolution of F(z) with itself, i. e. Fy(z) = F(x) and
i % 5 %
F(x) = J e (PN A Rl
0

Putting Ty(F(x)) = F(x, q), the transformation T; may be considered as opera
ting on the set of probability distributions. It is easy to show that Ty Ty, = Ty,
(Lemma 1.), further that the exponential distributions are left invariant by any of the
transformations Ty. It is shown in the paper, that there are no other invariant distri-
butions, i. e. if Ty(F(x)) = F(x) for some ¢ (0 << g < 1), it follows that F(z) =1 — e—4x
for = 0 with some A > 0 (Theorem 1.). It is shown further that if F(z) is an arbitrary
distribution function with finite mean value i

Oi'== ..x'dF(x) p
Yo
then

TO(F(I)) = qllrzl Tq(F(x)) — 1 —e—x

for # > 0 with A = 1/a. It follows (Theorem 3.) that if we take an arbitrary recurrent
process having a positive density of events, and apply one after another the trans-
formations Ty, (n = 1, 2, .+.) where 0 < ¢, < 1 and

gy oriign =07, 5
n—

then the process converges to a Poisson-process having the same density.

If the original process has density 0, then this procedure does not work. It is
pointed out, however, by an example, that a modification of the transformation (con-
sisting in the application of a contraction and a rarification of unequal power) we may
transform a recurrent process with zero density of events in the limit into a Poisson-
process.

504 Matematikai Kutaté 'ntézet Kozleményei I./4.
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