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A MONTE-CARLO MODSZER MINT MINIMAX STRATEGIA
PALASTI ILONA és RENYI ALFRED

Bevezetés

Monte-Carlo mdédszernek az olyan eljarast nevezik, amelynél valamilyen
numerikus matematikai feladat kozelité megoldasa céljabél egy sztochasztikus
modellt konstrudlnak, ezt realizaljik, és a végzett kisérletek eredményeinek
statisztikai feldolgozasa segitségével egy kozelité értéket (tulajdonképpen
statisztikai becslést) kapnak a keresett feladat megolddsit nyujté mennyi-
ségre. A Monte-Carlo mddszer elvileg birmely numerikus feladat megolddsara
alkalmazhatd; természetesen minden konkrét esetben kiilon kell megkonstrudlni
az alkalmas sztochasztikus modellt, megvaldsitani azt, és megkeresni egy
alkalmas statisztikai becslést. A médszer elnevezése arra céloz, hogy a Monte-
Carlo-i kaszin6 ruletteredményeit (amelyeket rendszeresen kozzé tesznek)
fel lehet hasznélni, kell§ transzformiciék Gtjan az emlitett célra, hiszen a
ruletteredmények tulajdonképpen egy specidlis véletlen szamtéablizatot al-
kotnak, és a véletlen szimtdblazatok nagy szerepet jdtszanak a széban forgd
modszerek alkalmazisa soran.? A Monte-Carlo médszert olyan esetekben szok-
tadk alkalmazni, amikor a szokdsos eljirisok annyira bonyolult szémitiasokra
vezetnének, hogy gyakorlatilag nem jonnek szamitisba. Ez volt a helyzet a
Monte-Carlo médszer elsé jelent6s alkalmazasidnal, amely az atomreaktorok
méretezésével volt kapesolatos, és NrumanxN JANos, S. Uram és E. FErmI
nevéhez fliz6dik. Ez esetben olyan problémérdl volt sz6, amely egy fizikai
realitassal bird sztochasztikus folyamatra, a neutronoknak az atommagreaktor-
ban valé mozgisira vonatkozott, ami nagyon megkonnyitette az alkalmas
sztochasztikus modell megvalasztasat, hiszen a tényleges fizikai folyamatot
kellett csak matematikailag ,lemasolni”. Ez az eljaras elvileg nem kiilonbozik
attél a matematikai statisztikiban mér régéta alkalmazott ,kisérleti” maéd-
szert6l, amikor példaul egy igen nehezen kiszamithaté eloszldst tigy hatéroz-
nak meg kozelitGleg, hogy egy nagyobb statisztikai adathalmazbdl kiszamit-
jak a széban forgé statisztikai fiiggvény empirikus eloszldsit. Ezt a médszert
alkalmazta STUDENT a réla elnevezett eloszlassal kapesolatban, amelyre
ugyan adott egy (nem teljesen preciz) levezetést, de éppen mivel érezte ennek
nem teljesen meggy6z6 voltat, azért ellenSrzésként kisérletileg is meghata-
rozta az eloszlist.? A Monte-Carlo médszer alkalmazhatdésigi kore azonban

1) Ma mir sokkal mazbizhatébb eljarasokkal rendelkeziink véletlen szdmsoroza-
tok generalasara.

2) STupENT 3000 b{inz8 testmagassidgara és mutatéujja hosszara vonatkozo
adatokbél szamitotta ki a keresett empirikus eloszlast.
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nem szoritkozik azokra a kérdésekre, amelyekhez van egy természetes szto-
chasztikus modell ; elegend8 barmely numerikus problémahoz egy olyan
valésziniségszamitési problémét talilni, amelynél valamely statisztikailag
becsiilhetd mennyiség (vagy fliggvény) pusztan formalisan ugyanolyan egyen-
letnek (fiiggvényegyenletnek) tesz eleget, illetve ugyanolyan analitikus alakra
hozhat6, mint a keresett mennyiség.

Péld4ul, ha ki akarjuk széamitani numerikusan az

P :fg(x) dx .

integral értékét, a kivetkezSképpen jarhatunk el: vélasztunk egy, az (a, b)
intervallumban értelmezett pozitiv f(x) fiiggvényt, amelyre

b

f(x)-dxcs="3

a

ezutan keresiink egy olyan konnyen megvaldsithaté véletlen tomegjelenséget,
amelynél megfigyelhetd egy olyan & valdszinfiségi valtozo, amelynek valo-
szinlség-stirliségfiiggvénye f(x) ; ezek utdn n fiiggetlen megfigyelést végziink

& értékére nézve ; ha a kapott eredményeket &, &, .. ., &, jelolik, kiszdmit-
juk az
o _»1 {? ,(](51.-)”
n ’,é',‘ 1(&x)

szamot, és ezt fogadjuk el 7 becsléséiil. Az 8 valdszinliségi valtozd varhato
értéke nyilvan
b
()
M{S :qu(~ )idi T

a

vagyis § az I integralnak torzitatlan becslése. S szérdsa nyilvan

i

D(S) = / it Jqll(?f.), g

tehat n értékét elegendd nagyra vilasztva D{S} tetszdleges kicsinnyé teheto.
A legegyszer(ibb eset az, amikor

()t : a<x<bh
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A véazolt eljaras teljesen analég moédon alkalmazhaté akarhdny dimenzids
integralok becslésére, és a szérds mindig 1/)/n nagysigrend(i lesz. Ez azért
figyelemre mélto, mert a dimenziészam novelésével a szokdsos numerikus
kvadratura-eljardsok pontossidga csckken. Ha példaul egy kettSs integralt
kozelit6leg ki akarunk szdmitania fiiggvény® n pontban felvett értékébdl, és
az n pontot egy szabalyos sikrics csomépontjaiban valasztjuk, a hiba 1/)n
nagysagrend(i lesz, de a megfelelS eljaras hibdja hiromszoros integralnil mar
n—13 | k-dimenziés integralndl pedig n—1* lesz. Ez a megjegyzés mutatja,
hogy milyen elényoket nyujthat a Monte-Carlo médszer.

A mddszer elmélete még kezdeti stidiumban van, rendszeres és részletes
osszefoglaldsa az eddigi eredményeknek még ninesen. Neheziti a szakirodalom "
attekintését, hogy szamos, a Monte-Carlo mddszerrel foglalkozd tanulmanyt
csak belsé haszndlatra, bizalmas anyagként adtak ki, és ezeknek csak a cime
hozzaférhetd. A kérdés irodalmat illet6leg utalunk itt a [1] kotetre, amely
nagyszami, a Monte-Carlo médszerre vonatkozé dolgozaton kiviil a kérdésre
vonatkozolag eddigi irodalom szinte teljes felsorolasat, és az egyes cikkek rovid
osszefoglalasat is tartalmazza. A Monte-Carlo mdédszer egy konkrét kérdésnél
val6 alkalmazdsandl harom alapkérdés meriil fel :

a) A sztochasztikus modell megvilasztisa,
b) A sztochasztikus modell realizilasa,
¢) A statisztikai becslés megvélasztisa.

Az a) probléma tulajdonképpen a megoldandé numerikus feladat valdszinii-
ségszamitasi interpreticidjat jelenti. A b) probléma véletlen szdmtablizatok
konstrualasat, illet6leg véletlen szamsorozatok transzformalisit jelenti.
A ¢) probléma lényege a szérds csokkentése.

A széban forgé moédszerek jelent@ségére vonatkozolag a hozziférhetd
munkdik kivétel nélkiil egyetértenek a kovetkezGkben :

1. A Monte-Carlo tipust mddszerek jelentdségét az adja meg, hogy
éppen olyan esetekben alkalmazhatdk, amikor més ismert médszerek gyakor-
latilag nem jonnek szamitasba.

2. Nagy pontossigot a Monte-Carlo mdédszerrel csak igen nagy szdmo-
lasi munkdval lehet elérni, tehdt a mddszer inkabb elsé tajékozddésra szolgal.

3. A 2. alatti hatranyt ellensulyozza, hogy a Monte-Carlo tipustt méd-
szerek altaliban kiilondsen alkalmasak arra, hogy nagysebességli automatikus
szamol6gépek segitségével lehessen a szémitdsokat elvégezni.®)

A legtobb, a kérdéssel foglalkozd szerz6 az 1. ponttal kapesolatban azt
hangstlyozza, hogy a Monte-Carlo médszerhez csak igen bonyolult numerikus
feladatok esetében érdemes folyamodni® ; példaként azt szoktdk felhozni,
hogy kozonséges vagy kettés integralok kiszdmitdsira a szokdsos bevalt
modszerekkel a Monte-Carlo médszer nem tud versenyezni, azonban igen sok
dimenziés integralok kiszimitasanal a Monte-Carlo médszer lényegesen elényo-
sebb ; ennek okdra mar rimutattunk. Ez a megallapitds azonban nem teljesen

3) Az integralandé fiigvényrol csak annak folytonossdgat tesziik fel.

9 Egyesek szerint e moédszerek egyenesen ugy tekintendék, mint a korszerii
szamologépek , testére szabott” szamitési eljarsok ; ez azonban semmiképpen nem
jelenti, hogy ilyen gépek hidnyaban a Monte-Carlo médszer egyéltalan nem alkalmaz-
hato, lasd pl.: [2]. ;

%) Igen tanulsidgos pl. a [3] dolgozat, amely a Monte-Carlo médszert integrél-
egyenletek sajatértékeinek és sajatfiiggvényeinek numerikus meghatdrozasara hasznalja.
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helytélld, hiszen egy integral numerikus kiszamitdsdnak bonyolultsiga nem-
csak az integricids tartomanytél fiigg, hanem legalabb annyira fiigg az in-
tegralandd fiiggvény jellegétdl, ,sima’ vagy ,er6sen oszcillalé” voltatol.
Egy folytonos fiiggvény sokdimenzids integraljinak numerikus kiszdmitésa
lehet konny@i — ha ugyanis az integrandus rendkiviil sima fiiggvény —,
viszont egy kozonséges egydimenzids integrdl kiszdmitdsa lehet igen fogas
kérdés — ha az integrandus bar folytonos ugyan, de nagyon erfsen és sza-
balytalanul oszcillal. 5

Dolgozatunkban éppen az utébbi kérdéssel fogunk foglalkozni. Célunk
annak az elvi kérdésnek a tisztizésa, hogy milyen esetekben célszerti a Monte-
Carlo médszert alkalmazni. E kérdésre a jatékelmélet segitségével adunk valaszt.
Ki fogjuk mutatni, hogy a Monte-Carlo mdédszer némely esetben bizonyos
értelemben a lehetd legjobb, pontosabban : a jatékelméletben szokisos érte-
lemben minimax eljards. A jelen dolgozatban adott térgyaldsmoéd arra is
alkalmas, hogy megmutassa, hogy més, az emlitettektSl eltér6 esetekben
milyen mas moddszer (esetleg melyik klasszikus moédszer) lesz a minimax,
azaz a legjobb mddszer.

Az 1. §-ban a jitékelmélet a tovabbiakban sziikséges alapfogalmait
ismertetjilkk, a 2. §-ban pedig ezen fogalmakat alkalmazzuk az integralok
numerikus kiszdmitédsidra szolgdlé mddszerek Gsszehasonlitésara.

1. §. A jatékelmélet néhany alapfogalma

A jatékelméletben (lasd pl. [4], [5], [6]) a kovetkezS, tgynevezett
,normél alakra” szoktédk redukélni a legegyszertibb, tgynevezett ,kétsze-
mélyes 0-0sszegli” jatékokat. A két jatékos, akiket A-val, illetve B-vel jelo-
link, egyméstol teljesen fiiggetleniil és egyidejileg szabadon védlaszthat egy-
egy tiszta stratégidt (jatékrendszert), az A szamdara szamitisba jové tiszta
stratégidk halmaza legyen 4, 4 elemeit jeloljiik a-val ; a B szdmdara szimitasba
jove tiszta stratégidk halmaza legyen B, ennek elemeit jelolje b. Feltessziik,
hogy mindkét jatékos ismeri az 4 és B halmazok Osszetételét ; azonban az A
jatékos, amikor kivélasztja 4 egy @ elemét, nem tudja, hogy a B jatékos B
mely b elemét védlasztja ki ugyanakkor, és megforditva. Marmost ha A az a,
B a b tiszta stratégiat véilasztotta, eziltal a jiték kimenetele meg van hata-
rozva, és igy meg van hatdrozva A vesztesége (illetve nyeresége, ami negativ
veszteségként foghaté fel), amit V(a, b)-vel jeloliink. Feltessziik, hogy B
nyeresége egyenlé A veszteségével. Feltessziik tovabba, hogy mind az A, mind
a B jatékos veszteségének minimizdldsira (nyereségének maximalizélésira)
torekszik. Egy jatékot tehat két (absztrakt) halmaz, 4 és B, és az ezek direkt
szorzatin értelmezett V(a, b) kétvaltozds korlatos fiiggvény (e € 4, b € B)
segitségével lehet matematikailag leirni. Tovabbi fontos fogalom az tgyneve-
zett kevert stratégia fogalma ; az A4 jatékos kevert stratégidja abban 4ll, hogy
rendszerteleniil, de meghatérozott valdsziniiséggel hol az egyik, hol a masik
stratégiat valasztja. A egy kevert stratégidja jellemezhets egy, az A bizonyos
részhalmazaibdl 4ll6 o-gylirin értelmezett o mértékkel, amelynek értéke a
teljes A4 halmazon 1, és amely A minden (mérhetd) részhalmazéihoz hozzé-
rendeli annak a valészin{iségét, hogy A az illet6 részhalmazhoz tartozé vala-
melyik (tiszta) stratégiat valasztja. Egy kevert stratégidt a rovidség kedvéért
az azt meghatiroz6 o mértékkel fogjuk jelolni. Az Osszes kevert stratégidk
(A-n értelmezett mértékek) halmazat jeloljik Ma-val. Hasonléképpen B
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egy kevert stratégidjit, illetve az azt meghatérozé mértéket f-val, e kevert
stratégiak halmazit Mp-vel jeloljikk. A tiszta stratégidk is felfoghaték mint
specidlis kevert stratégiak ; tiszta stratégiadt kapunk ugyanis, ha az a mérték
elfajult, azaz A egyetlen @ pontjihoz, illetve barmely ezt tartalmazé mérhetd
részhalmazhoz a az 1 mértéket, birmely ezen a elemet nem tartalmazé mér-
heté részhalmazhoz pedig a 0 mértéket rendeli hozzé.

Mérmost legyen pl. o az A jatékos egy kevert stratégidja. Hatdrozzuk
meg az A jatékos lehetséges veszteségének — ami kevert stratégia esetéber
(feltéve, hogy V(a, b) a-nak mérhetd fiiggvénye) valészinfiségi valtozé —
a varhaté értékét, B egy rogzitett b stratégidja esetében ; jeloljik ezt V (o, b)-
vel, és hatdrozzuk meg ennek maximumat, illetve, ha azt nem veszi fel, leg-
kisebb fels6 korlatjit, ha b befutja a B halmazt, vagyis a

sup V(a, b)

beB

értékeket. Konnyen beldthaté, hogy nincs sziikség arra, hogy V(a,b) felss
hatérdnak megallapitdsindl a B jitckos B kevert stratégidit is figyelembe ve-
gyiik ; ugyanis hogyha V (o, f) jeloli V(«, b) varhaté értékét, ha b eloszlasat
‘a f mérték szabja meg, akkor '

sup V(a, p) = sup I7(a,b) 3

ﬂEMB beB
Ha 1étezik olyan a, € M, kevert stratégia A szdmara, amelyre

sup V(a,,b) =inf sup V(a,b)
beB

aeMp beB

ezt az o, stratégidt az A jatékos minimax stratégidjinak nevezzik, és ha A
ezt valasztja, akkor ezaltal varhaté maximdilis veszteségét minimdalissé
tette. A minimax stratégia vélasztisa tehdt azt jelenti, hogy az A jatékos
abbél indul ki, hogy ellenfele megtaldlhatja az 6 szimdara legelénytelenebb
jatékrendszert, és arra torekszik, hogy vesztesége ez esetben is minimalis
(illetve nyeresége maximéalis) legyen.

2. §. Osszegek és integrilok kozelits kiszamitasdnak targyaldsa a jatékelmélet
alapjan

Amikor egy hatarozott integril kozelité kiszdmitésara szolgdlé mddszer
josagit vizsgiljuk, nyilvin nem egy konkrét integrdl kiszdmitdsit tartjuk
szem el6tt (hiszen minden konkrét esetben ad hoc mddszerek johetnek tekin-
tetbe), hanem arra gondolunk, hogy olyan médszert adjunk meg, amely egy
fiiggvényosztilyba tartozé barmely fliggvény integraljdnak kiszdmitéséira
hasznédlhat6 sikerrel. A kiillonb6z6 mdédszerek josigdnak mérlegelése csak akkor
redlis, ha a valasztott médszert nem egy, hanem sok esetben kivinjuk alkal-
mazni, hiszen 4ltalaban igen rossz médszerek specidlis esetekben nagyon jo



534 PALASTI ILONA—RENYI ALFRED

eredményt adhatnak. Kézenfekv6 a numerikus integralast mint ,,jatékot’” fel-
fogni, amelynel az egylk ]atekos a matematikus, akinek stratégidja abban 4ll,
hogy a szamitdsba jov6 médszerek koziil egyet kivdlaszt, az integralandé
fiiggvényt azonban az ,ellenfél” vilasztja ki. (Az ,ellenfél” ez esetben ter-
mészetesen nem egy létezd személy.) Az ellenfél egy tiszta stratégidja tehat
abban all, hogy fiiggvények egy bizonyos osztalyabél kivilaszt egy meghatéro-
zott figgvényt, amelyet a matematikusnak integralnia kell.

Feltessziik, hogy amikor a matematikus a moddszerét megvalasztja,
még nem tudja, hogy milyen fiiggvényt kell integrilnia, és az ,ellenfél”,
amikor a fiiggvényt kivilasztja, nem ,,tudja’”, hogy a matematikus milyen
moédszer mellett dontott. Ahhoz, hogy a kozelité integralast kétszemélyes
0-0sszegli jatékként foghassuk fel, mar csak arra van szikség, hogy a mate-
matikus ,,veszteségét”’ definidljuk. A legkisebb négyzetek moddszerének ana-
16gidjara kézenfekvé a kozelité integralasnal elkovetett hiba négyzetét tekin-
teni a matematikus ,,veszteségének’, bar persze a veszteség mds, szintén ész-
- szerli értelmezései is elképzelheték. Mi a kovetkez6kben mindig a hibanégy-
zettel fogjuk mérni a ,,veszteséget’. A kozelit6 integralas ilyen felfogisa mel-
lett igen észszerti, ha a matematikus az,,ellenfél’ tiszta stratégiii halmazanalk,
tehat az Osszes szambajovo integralandé fiiggvények halmazanak ismeretében
minimax stratégiat fog valasztani — ha ilyen létezik —, vagyis arra torek-
szik, hogy az integralasnal elkovetett hiba (iltetve annak négyzetének varhato
értéke) a modszere szempontjabdl legkedvez6tlenebb fiiggvény esetében
minimalis legyen.

Meg fogjuk mutatni, hogy a szdmitésba jové fiiggvények halmazinak
bizonyos eléggé tag vilasztdsinil a minimax stratégia a Monte-Carlo médszer
valasztasaban all.

Az egyszerliség kedvéért kozonséges integrilokra szoritkozunk, meg-
jegyezve azonban, hogy az egész targyalds minden nehézség nélkiil atvihetd
akarhdnydimenzids integrilokra is.

Vizsgéljuk tehat a kovetkezd jatékot :

A B jatékos vélaszt egy, a [0,1] zart intervallumban folytonos f(x)
figgvényt. Legyen ;

1

(1) i [f(x)da: ;
0
Az A jatékos, anélkiil, hogy tudnd, hogy B milyen fiiggvényt valasztott,
valaszt egy (4, @,, ..., 2,) pontot az m-dimenziés tér K, egységkockajaban
[0z < 1,k=1,2,..., n]. Ezek utdn kiszdmitja az
, g
(2) 8 =— >

k=1

kozelité Osszeget; az A jatékos veszteségén a

(3) A= (8 — Iy
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mennyiséget értjiik. Az A jitékos minden ,,tiszta’ stratégidja tehit K, egy
pontjanak valasztdsaban all. Az A jatékos egy vegyes stratégidja ennélfogva.
jellemezheté egy @ mértékkel, amely K,-ben van definidlva, és amelyre
wK,) = 1. A tiszta stratégidknak természetesen olyan elfajult mérték felel
meg, amely egyetlen pontra van koncentralva. Jelolje @ azon f(z) folytonos.
fiiggvények halmazat, amelybdl a B jatékos valaszthat. Az A jatékos minimax
stratégiaja nyilvan a @ halmaztdl fiigg. Ha példaul @ kizardlag a legfeljebb.
harmadfok polinomokbél all, és n = 6, akkor A szimira egy minimax
stratégia, ha az (2, x,, ..., @;) pontot a kivetkezGképpen vilasztja a; = 0,
Ty =Ty =& =Ty =5, ¥ =1, vagyis a Simpson-féle szabdly szerint jar
el ; ugyanis ez esetben 4 = 0. Most vizsgiljuk azt az esetet, amikor @ azon
f(x) folytonos fiiggvényekbdl all, amelyekre

(@) ]}[i(z) 3 J!f(u) du

0 0

2
i == s

vagyis @ az egységnyi négyzetes ingadozist fiiggvényekbdl all. Be fogjuk
bizonyitani, hogy ez esetben az A jatékos szaméara a minimax stratégia abban
all, hogy az @, @,, . . ., x, pontokat egymastol fiiggetleniil talalomra (egyenletes
lemz6 p mérték egyszertien a kozonséges Lebesgue-mérték K,-ben.
Miel6tt ennek bizonyitisira ratérnénk, a gondolatmenet megértésének
megkonnyitése céljabol egy, az emlitettel analég diszkrét probléméat targya-
lunk, mégpedig egy N tagu véges Osszeg kozelitd kiszimitdsat oly mddon,
hogy az Osszeg tagjaibol csak n tagot adunk Gssze, és ezt az dsszeget N/n-nel
" szorozzuk.
Vizsgaljuk tehat el6szor a kovetkez6 problémat : Az

i
¥ = Zyk
K=l
osszeget kivanjuk beesiilni, Gigy, hogy az ¥y, ¥s, . - ., Y~ szdmok koziil kivalasz-
tunk 7 szamot (n < N), és ha ezek : ¥, Yi,, - - -, Yk,, akkor az ¥ Osszeget az
N n
=23,
1
értékkel becsiljitk. Jeloljik a rovidség kedvéért az 1,2,..., N szamokbol
alkotott m-edosztalya (ki, ks, . . ., k,) kombindciét k-val. A fent leirt becslési

eljards josdganak megitéléséhez ismerniink kell azt, hogy a k kombin4cié mi-
lyen valdszinfiséggel kerill kivalasztasra. Ezt a valészintiséget jeloljiik py-val,
alidh talat 6 veuiphat ez 1,9 s . N elembkbBl Lbosshat (f:) SRt Kk

b6z6 n-edosztalyt kombinacion. Az 5 beeslés hibdjan az 9 valdszin{iségi vilto-

zénak az Y-t6l valé négyzetes eltérésének virhaté értékét értjiik, vagyis a.
hiba’ : :

” J

(5) 5=M{(n—Y)2}=2[%(yk1+...+yk,.)—erk.
k ¥
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Legyen
Eedi
2 = yk P E\? )
N‘
f=1
Tehat >
. N2
(5") 52;;2(%—!—...—{—74(”)21),‘.
k
Szoritkozzunk azokra az
N
Y = 2‘ yk

osszegekre, amelyekre

@ f(yw%]z:l,
k=1

vagyis amelyekre
N
™) >a—1.
k=1
A minimax eljirids megkeresése tehit a kovetkez6t jelenti: Legyen
P = (px) egy tetsz6leges valészintiségeloszlds az 1,2,..., N szdmok Osszes
n-edosztélya kombinécidinak halmazaban ; legyen 6(P) az (5°) altal definiélt
mennyiség maximuma, ha a 2, szdmok a (6) és (7’) feltételeknek tesznek
eleget ; megkeresend8 az a P, eloszlds, amelyre 6(P) értéke minimalis.
A § kvadratikus alak a négyzetreemelések elvégzése utan a kovetkezd

alakl lesz:
o R
(5:?2;5,]2,2] 2

i=1

ahol
(8% , 0jj = > Dx
; jek

annak a valdszintisége, hogy a § szAm benne van a kivélasztott k kombindcio-,
ban, és ha ¢=~7.

(9) Oij = 0ji = >' P

i€k
JER

annak a valészin{isége, hogy az 7 és j szimok mindketten benne vannak a k

kombinécioban. Legyen &;= 1, ha ¢ és j mindketten hozzétartoznak a k
kombinécithoz, ellenkez8 esetben legyen &; = 0. Mivel a

N
2; &ij

i#j
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valészinliségi véaltozd J;; valdszintiséggel (n—1)-gyel, 1—9¢;; valészin(iséggel
0-val egyenld, tovdbbd M{;;} = ¢;;, fenndllnak a :

~(10) ﬁ'é,,:é,,(n—l) li=4.2.,N
: oy
osszefliggések. Mivel tovabba
N
> Sii=n,
=
tehat teljesiil a
(11) S dy=mn

=
Il

osszefiiggés is. (10)-bél és (11)-b6l kovetkezik, hogy

N N
(12a) > Noy=mn(n—1)
e
é o
s
N N
(12Db) :: 8 = m?

N &
-

I

-

i

Mivel a (6) és (7) feltételek a 2z, viltozokban szimmetrikusak, ha P egy tet-
sz6leges eloszlas, és P* egy olyan eloszlis, amely P-bél az 1,2, ..., N szdmok
permutdldsa atjin keletkezik, akkor o(P) = o(P"). Mésrészt, ha képezziik
kiilonb6z6 Py, P, . . ., Ps eloszldsok P keverékeloszlisat qq, qo, . . ., g5 stlyok-
kal, akkor nyilvinvaléan

B(P) < ¥'q,8(P,) < max d(P,) .
r=1

1=r<ss

Ha tehdt P az az eloszlds, amelyet tigy kapunk, hogy a P eloszl4sbdl képeziink
N'! eloszlast Ggy, hogy az 1,2,..., N szamokat az Osszes lehetséges médon
permutéljuk, és ezen eloszldsoknak vesszilk a keverékét oly médon, hogy
abban mind az N! eloszlis egyforma 1/N! stllyal szerepel, akkor

d(Py) < O(P) .

A P, eloszlas azonban invaridns az 1, 2, . . ., N szdmok minden permutécidjira

vonatkozdlag. Ebb6l kovetkezik, hogy a P, eloszlasndl p, nem fiigg k-tdl,
N1
vagyis pp = 2 " Ez esetben természetesen d;; sem fiigg az (7, §) (7 7)

szampartol és d;; sem fiigg a § szdmtol, vagyis (10) és (11) szerint

e n
dppes—re o ha 4567 68 Oy=— .
j N —1) =1 AT
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Mivel 6(P) értéke kizardlag a d; szdmoktol fiige, ha Py egy olyan
eloszlis, hogy a hozzitartozo

> ).,‘(sijzi Zj

— —

kvadratikus alak azonos a Pj-hoz tartozéval, akkor O(P%) = 0(P,) és igy
O(Py) = 0(P%) < o(P) barmely P eloszlasra. A d(Py) értéket konnyen meg-
hatdrozhatjuk, ugyanis a (6) és (7) feltételek mellett

NN —
6(P0) == 1:;&":%7;)— 2

Ennélfogva barmely P eloszlasra

NN —n)

= (P 0 :
e Wi A

(13)

Az elmondottakbdl kovetkezik, hogy ha az

Osszeget az

kifejezéssel kivanjuk beesiilni és a szoban forgé Osszeg valasztisa kizdrolag a

N 2
N yk o, 3 — 1
e N
feltétellel van korlatozva, akkor egy lehetséges minimax stratégia abban all,
hogy az Osszes lehetséges n-edosztaly (ky, kg, . . ., k,) kombindcidkat ugyan-
-1
azzal az (n | valoszinliséggel véilasztjuk. Ez esetben # torzitatlan becslése
Y -nak és n szérasnégyzete e ) lesz.
h n(N —1)

A kapott eredményt interpretilhatjuk mint a numerikus integriciora
vonatkozé allitést is. Ha ugyanis az

1

[f(t) dt

0

integralt kividnjuk meghatdrozni, ahol f(f) egy értéktablazatival megadott
fiiggvény, és feltessziik, hogy f(t) értékeinek tiblizata t-nek # =k - 107"
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alaka értékeire van megadva (k =1, 2, . . ., 10™), akkor az

Osszeget, ahol N = 10™ és y, = N Y({ty) (k= 1,2,..., N). Mirmost az
osszehasonlitds targyat képezd kozelité integraldsi eljarasok abban allnak,

hogy valamilyen szabaly szerint kivalasztunk a %, ts, . . ., ty pontok koziil »
darabot, és ha ezek ¢, t,, . . ., t,, akkor képezziik az
IV n‘ 1 n‘
n= XNy = — M)
n i< n j—i

kozelité Osszeget.
A (7) feltevés a szoban forgd esetben azt jelenti, hogy

1 5
(14) f[f(x) —J i(t) dt] dz—=N .
0 0

A nyert eredmény ugy szol, hogy a felsorolt feltételek mellett a legeélszertibb a k
kombinéciét véletlenszertien megvilasztani, oly mddon, hogy teljesiiljenek a

“n(n— 1 X .
S ((V—I)) ha i

feltételek. Kzt elérjiik, ha pl. az Osszes ke kombindciét ugyanazzal a valdszin(i-
séggel valasztjuk.
Nyilvanvalo, hogy a (14) feltételt pétolhatjuk az

1 1

(15) . fpm—ﬁﬁomfzﬁ

0 0

'feltetellel ehhez csak minden y; értéket s/J/ N-nel kell beszoroznunk. Ez eset-
ben 5 szérasa, vagyis a Monte-Carlo eljards hibdja

BN
SVMN—l)

A kapott eredmény nyll\anmloan teljesen fiiggetlen attél, hogy egy-
vagy tobbdimenzids integralrél van szo.

lesz.
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Nines akadalya annak, hogy a fentieket atvigyiik a kérdés folytonos
targyalasmoédjara.
Legyen

1
=) fz)dx
J

a kiszdmitandé integril ; kozelito eljérésunk Alljon abban, hogy valasztunk
egy & = (¥1, X, . . ., ,) pontot az n-dimenzids tér K, egységkockijiban, és
képezzilk az

o

8 = S Hw)

k

kozelit6 osszeget. Ha az & pont valdszinliség-eloszlasit K,-ben a u mérték adja
meg, akkor a vérhaté hiba :

g n' 2
(16) aig, = [+ 3t 1) an
N k=1 )
Kn
Osszuk fel az @1, @5, . . ., ¥, koordinitatengelyeket N egyenld részintervallumra.

Ezéltal K,-et N" egybevagd, 1/N" kibtartalmu kockara bontottuk fel. Jelolje &
a K, egységkockanak egy olyan transzformaci6jat, amely abban 4ll, hogy az
emlitett N kockéat valahogyan permutéaljuk. Legyen u* az a mérték, amibe e
transzformécional a p mérték dtmegy, és legyen

P
(N7 :

AN =

ahol az 6sszegezés az Osszes emlitett tipust = permutécidkra vonatkozik.
Ugyantgy, mint a diszkrét esetben, beldthaté, hogy
sup A(f, ) = sup A(f, 1) ,
fe® fed
és igy
(17) SupA(fHu’N)g supA(f,,u) ’
Jed fed

ahol @ az Osszes
1

1
T2
(18) J [f(x) —Ojf(t)dt} di=s

0

feltételeknek eleget tevé fiiggvények halmazat jeloli. A uy mérték az emli-
tett K, kocka mindegyikéhez az 1/N" mértéket rendeli hozzé. Ebbdl kovet-
kezik, hogy ha E K,-nek egy tetsz6leges mérhetd részhalmaza, akkor

I}’im un(B) = uo(E) |
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ahol u, az m-dimenziés Lebesgue-mértéket jeloli. Ebbsl kovetkezik, hogy
ha f(t) tetszbleges a (18) feltételnek eleget tevé fiiggvény, akkor

A(f, po) =13£m A(f, pn) < liglﬂsllp{igg A(f, /"N)} ’

tehdt (17) szerint
A(f, o) = 42 A(f, 1)

és igy
(19) sup A, p) < P A, )
feP fed

Ebbsl mér kovetkezik, hogy a u, mérték valasztdsa minimax stratégia
vhlasztésat jelenti. A u, mérték vilasztisa azonban nyilvinvaléan azt jelenti,
hogy az z;, @, . . ., @, pontokat egyméastol fiiggetleniil talalomra valasztjuk a
(0, 1) intervallumban vagyis ugy, hogy @i, s, ..., &, a (0, 1) intervallumban
‘egyenletes eloszlast és fuggetlen valdszintiségi véltozok. Vagyis a folytonos
targyalasméd is ahhoz a konkluziéhoz vezetett, hogy a Monte-Carlo mddszer
vilasztdsa minimax stratégidt jelent. u, vilasztisa esetében A(f, u,) = s?/n,
vagyis § szérdsa s/J/n. Abban az esetben, ha a szdmbajové fiiggvények osszes-
ségét (15) helyett valamilyen més feltétel jellemzi, természetesen 4ltaldban
més lesz a minimax stratégia. :

A Monte-Carlo mddszerrel nagyszdmu kisérletet végeztiink konkrét
fliggvények integraljanak kozelité kiszdmitisira. Az empirikus eredmények
osszhangban voltak a fent kozolt elméleti meggondoldsokkal. A kisérleteket
a kovetkezOképpen végeztiik el : Milliméterpapiron tébb, igen szabélytalan
menet(i, er6sen ingadoz6 f(x) folytonos fiiggvényt rajzoltunk fel. Abbdl a
célbdl, hogy a fl'iggvények integraljanak pontos értéke rendelkezésiinkre 4lljon,
e fiiggvényeket igy valasztottuk, hogy grafikonjaik egy tortvonalat alkossa-
nak, amelynek toréspontjai a mllhmeterpaplros racspontjaiba estek Ezek
utan kiilonbo6z6 n értékek mellett kiszdmitottuk az

Jl f(z) dz

integral kozelité értékét a kovetkez6 hdrom mdédszerrel :

17 Az @, pontokat rogzitett helyzetiinek és ekvidisztdnsnak valasztot-
tuk (B, =%k/n, £=1,2,...,%).

2° Az x; pontokat ekv1d1sztansnak valasztottuk, azonban gy, hogy az
els6 pontot, @,-et, egyenletes eloszldstnak valasztottuka(o 1/n) intervallumban:

0§x1<l‘; xk=x1+k;l, E=238,.
n n

37 Az =z, pontokat egymdastél fiiggetleniil, talidlomra vélasztottuk a
(0, 1) intervallumban egyenletes eloszlassal
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Az egyenletes eloszlast természetesen csak kozelitéleg valdsithattuk
meg, véletlen szamtablizat segitségével.®)
Tapasztalatainkat a kovetkez6kben foglalhatjuk oOssze :

a) Amig n értéke ]oval kisebb volt, mint az f(z) figgvényt dbrizolé
tortvonal toréspontjainak szdma, altaldban a 37 eljirds adta a legjobb ered-
ményt. n értékének novelésével a 37 eljards pontossiga egy bizonyos hataron
tal mar nagyon lassan javult, mig az 17, illetve 27 eljards pontossiga lénye-
gesen megjavult.

A tanulsdg ebhdl, hogy a Monte-Carlo mdédszert csak igen szabélytalan
meneti fiiggvények esetében érdemes alkalmazni, akkor, ha a felveheté pon-
tok szdma, n, olyan kicsiny, hogy ha az integracids intervallumot » egyenl6
részre osztjuk, ezeken az egyes részintervallumokon beliill f(x) még erésen
ingadozik ; ha 7 értékét olyan nagyra vessziitk, hogy az emlitett 1/n hosszisaga
részintervallumokon beliill f(z) mar esak keveset véltozik, a trividlis ekvidisz-
tans felosztas jobb eredményt ad, mint a Monte-Carlo médszer.

b) A Monte-Carlo mddszernél a hiba n novelésével (amint az varhaté is
volt) 4ltaldban 1/} n nagysigrendii volt, tehdt igen lassan csokkent csak. Ez
is arra mutat, hogy ha az alappontok szémanak nagymérték{i névelésére le-
het6ség van, nem eélszerti a Monte-Carlo mdédszert alkalmazni, mert az ered-
mény nem all ardnyban a végzett munka mennyiségével. Ezzel szemben el6-
nyos a mddszer, ha kevés szami alapponttal kivanunk dolgozni, és nines
“sziikségiink nagy pontossigra. Természetesen, mivel egyes esetekben az atla-
gosnél lényegesen nagyobb hibak is el6fordulhatnak, a Monte-Carlo médszer
alkalmazisa els6sorban akkor indokolt, ha nagyszamu integral kozelité ki-
szamitdsira van szﬁkség, és megelégsziink azzal, hogy a kapott értékek az
integralok talnyomo részére tlirhetd kozelitést adjanak

¢) A 22 eljaras, amely a trividlis eljards és a Monte-Carlo médszer
kombinéc 1o]anak tekinthet6, nagy n esetében gyakran jobb kizelitést nyujtott,
mint az 1° eljiras.

Nyilvanvald, hogy ha az x, pontok mindegyikét talalomra valasztottuk
volna, mégpedig agy, hogy @ egyenletes eloszlast legyen a ((k — 1)/n, k/n)
reszmtenallumban -még jobb eredményt kaptunk volna. Ez érthetd, hiszen
ez az el]«nas az ugvnevezett ., rétegezett mintavételnek” (stratified samphnv)
felel meg, és ezt mas statisztikai eljarasoknal is sikerrel alkalma.nak a SZOTAS
csokkentésére.

Befejezésiil még csak azt jegyezzitk meg, hogy a véges Osszeg becslésére
vonatkozd targyalds szoros kapcsolatban all a véges sokasidgokbdl valé minta-
vétel kérdésével ; e téren legtijabban J. HAseEk ért el-figyelemre mélto ered-
ményeket. (Ilyen vonatkozisi elGaddsinak kivonatit lisd e fizetben, a
635—636. oldalakon.)

(Beérkezett : 1956. X. 15.)
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METO/[bI ,MONTE-CARLO” KAK MUHUMAKCHBIE CTPATErMH
I. PALASTI u A. RENYI

Pe3ome

B Hacrosimeit pabore paccmarpuBaioTcst meroasl Monte-Carlo ¢ ToYKM 3pEHH ST TEOPHU
urp. B wauecrtBe mpumepa paccMaTpUBAETCSI UMCJIEHHOE NPUOJIMIKEHHE HHTErpasia

1
I =ojf(x) d

HenpepuiBHOM (QyHKumu f(x) cymMmoi

1

g

i/

f(k) -

1

3]»—

k

i

Uucras crparerust urpoka B cocrout u3 Boibopa ¢pyuxuuu f(z). IIpearnonaraercs, 4To MHO-
YKECTBO @ MOMyCTUMBbIX (GYyHKIMH f(2) COCTOMT M3 BCEX HENPEPBIBHBIX (YHKUMHM, yI0BIIe-
TBOPSIOIMX - yCIOBHIO :

1 1

[ —fiey ae|'as = s

0 0

rae s > 0 sajpanHast nocTosiHHOe. Yucrasi cTparerusi Urpoka A COCTOMT M3 BHIOOPA CHCTEMBbI
TOYEK (@3, @5,...,2n) wuHTepBaymna (0,1). ITpourpum A  ompefensieTcsi BEJMYHHOM
4= (S —1)2. Kakyio-uubyab CMEIIAHHYIO CTPATErui0 MIpoKa A O0YEBHHO OIpeessieT
KaKasiH-HUOy/(b Mepa u, OTIpeeIEHHAS Ha U3MEPUMBIX II0JIMHOYKECTBAX 7-MEpPHOro Kyba Kp,
U, ecid MTPOK A BBIOMPAET CMEIUAHHYIO CTPATErHIO, ONPEIEIEHHYI0 MEPOit 4, TO €ro CpeaHuii
TIPOUTPBILI :

Aty = [ (8 —Iyrdu .
Kp

B pabore fokasbiBaercst, YTO 0/1HA U3 MUHUMAKCHBIX CTPATEI'WA UIPOKA A €cTh CMEIIaH-
Has cTpaTerusi, onpeaenéuHasi 00biuHoit mepoit Lebesgue-a uy B Knp, T. €.

sup A(f, o) < sup A(f, n)
fe@ feod

A Beex mep u B Kj. Takum oOpasom uist urpoxa A sIBISIETCSI MUHMMAKCHOM cTpareruei
BBIOOP HE3ABUCHMBIX M CIYYAHHBIX (T. €. PABHOMEPHO PACIPEAEIEHHBIX) TOUEK Xy, T, . . ., Tn
unrepsaia (0, 1), T. e. BuiGop crparernu ,,Monte-Carlo’! To jke caMoe HMEET MECTO U B CiTydae
T-MEpHOro uHTerpana (r =2, 3,...). CpeiHsisi NOTPEUIHOCTh HE3ABUCHMMO OT 7 PaBHA s/Vn_
B cBsasu ¢ atum paxrom uacro momuépkusaior, uro merox Monte-Carlo BbromeH imuIb Juist

6 A Matematikai Kutat6 Intézet Kozleményei 1./4,
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BBIYMCIICHNST MHOTOMEPHBIX MHTerpasoB. B Hacrosimeil pabore MOKa3bLIBAETCS, YTO 9TH HKE
NPEUMYIIECTBA MMEIOT MECTO M B CJlydae OJHOMEPHBIX MHTErpajoB €CIH MPEeANoNoKuTh YTO

MHTEerpupyemasi (yHKIMs CHIbHO KoJiedsercs.
B palore uccieayercs u aHajaoruyHas npodsjema : OIEHKAa CyMMbI

N
Y = : Yy
k=1
BEJIMYUHON
n
4 A
n==- Y,
i
rae k = (k,..., kn) HEKOTOpOE MOAMHOKECTBO MHOYKecTBa (1, 2,..., N). I'lokasbiBaercsi, 4To
€CJIM MHOYKECTBO JIOMYCTHUMBIX CYMM COCTOMT U3 TAKMX CyMM
N
Y= >y,
k=1
JUIST KOTOPBIX
N ¥ \2
> (yk—ﬁ) =s,
k=1

TO MbI TIOJyMM MUHMMAKCHYI0 cTpafjernio, ecim Ka)xioMy noiMHoKecTBy k, coctosimemy n3
7 PA3IMYHBIX 9JIEMEHTOB MHOXecTBa (1, 2,..., N), CONOCTaBbIM 0/lHA U Ta YK€ BEPOSITHOCTH

N -1
IMoauépkuBaeTcsi, U4To €M M3MEHSIETCS] MHOYKECTBO J0IYCTUMBIX (QYHKIMI UM CyMM,

TO MHMHHMAKCHASI CTPATerusl TAK)Ke WM3MEHSeTCs.
Hakonen, oruceIBaeTcsl psil OIBITOB, TNPOM3BEAEHHBIX MeToaoM Monte-Carlo.

MONTE-CARLO METHODS AS MINIMAX STRATEGIES
I. PALASTI and A. RENYI

Summary
Monte-Carlo methods are considered in the present paper from the point of view

of the theory of games. As an example, the numerical approximation of the integral

.

1
I =| f(z)dx
]

of the continuous function f(x) by the sum

=

= N
k

{

Il

is considered. A pure strategy of the player B consists in the choice of a function f(z).
It is supposed th at the set @ of admissible functions f(z) consists of all continuous func-
tions satisfying the condition

1

f[,f(ac) —J'f(t) dt]zdx = s
0

0
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where 8 > 0 is a given constant. A pure strategy of player A consists in the choice
of an n-tuple of points (z;, @y, ..., @n) of the interval (0, 1). The loss of A is defined
by 4 = (S — I)%. A mixed strategy of A is clearly determined by a measure pu defined
on the measurable subsets of the unit cube K., of n-space, and if Pplayer A chooses the
mixed strategy characterized by the measure # his average loss is

A(f, 1) =f(s IR
Ka

It is shown in the paper that a minimax strategy for player A is to choose the
mixed strategy corresponding to the ordinary Lebesgue measure p, in Kg, i. e.

sup 4(f, py) < sup A(f, p)
fe® je®

for any measure # in K,;. Thus a minimax strategy for player A is to choose. the

points @, %, ..., ; independently at random (i. e. with uniform distribution) in the
interval (0, 1), i. e. to play a ,,Monte-Carlo” strategy. The same holds for an r-dimen-
sional integral (» = 2, 3, ...). The mean error is, independently of », equal to s/n .

In connection with this fact it has been frequently emphasized, that "the Monte-Carlo
method is advantageous only for many-dimensional integrals. In the present paper
it is pointed out, that the same advantages present themselves for ordinary one-
dimensional mtegrals provided that the function to be integrated is very strongly
oscillating.

The analogous problem of estimating the finite sum

N
Y = N9y
2 k=1
Y: o
i OF iy
j=1
where k = (ky, ks, ..., kn) is some subset of the set (1,2, ..., N), is also considered,
It is shown that if the set of admissible sums consists of those sums
N
Y= Ny
k=1
for which
yiowd
B -,
k=1

Lo !
a minimax strategy is if the same probability (ZZ) is attributed to all possible subsets

k with n different elements of the set (1,2, ..., N). Itis pointed out that if the
set of admissible functions Tesp. sums is changed the minimax strategy changes too.
Finally account is given of some experimentation with Monte-Carlo methods.
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