
CIKLIKUS SZIMMETRIÁVAL B Í R Ó TÉRBELI RÁCSOS TARTÓK 
RÚDERŐINEK MEGHATÁROZÁSA HIPERMATRIXOK 

ALKALMAZÁSÁVAL 

BÉRES ELEK, LOVASS-NAGY VIKTOR ós SZABÓ JÁNOS 

Bevezetés 

Jelen dolgozat célja a matrixelmélet néhány újabb eredményének al-
kalmazása olyan térbeli rácsos tartók vizsgálatára, amelyek felépítésében 
ciklikus szimmetria mutatkozik. Az ilyen rácsos tartók rúdjai egyrészt egy-
mással párhuzamos síkokban elhelyezkedő m-oldalú szabályos sokszögeket 
(úgynevezett gyűrűket), továbbá a gyűrűk síkjaira merőleges síkokban el-
helyezkedő (általában nyílt) egymással egybevágó úgynevezett meridián-
poligonokat alkotnak, másrészt mint ferde ráes-rudak létesítenek kapcsolatot 
a gyűrűk és meridiánpoligonok között. A rácsos tar tó rúdjai kivétel nélkül 
csuklókkal kapcsolódnak egymáshoz a tartó csomópontjaiban. Általában 
minden egyes csomópontban gyűrű-, meridián- és rács-rudak találkoznak. 
A megtámasztásokra vonatkozólag különleges kikötést nem teszünk. A tartó 
felépítésében mutatkozó ciklikus szimmetria tehát azt jelenti, hogy ha a tar-
tót a gyűrűk középpontjain átmenő szimmetria-tengelye körül 2л/т szöggel, 
illetve e szög egészszámú többszörösével elforgatjuk, a tar tó elforgatás előtti 
helyzetével egybevágó helyzetbe jut, feltéve, hogy az ugyanazon gyűrűhöz 
tartozó rudak teljesen megegyezőek, továbbá a két szomszédos gyűrű közé 
eső rácsrudak teljesen megegyezőek, és végül két szomszédos gyűrű közé eső 
meridiánrudak is teljesen megegyezőek. 

Az alábbiakban vizsgálatainkat a ciklikus szimmetriával bíró térbeli 
rácsos tartóknak úgy a statikailag határozott, mint a statikailag határozatlan 
esetére ki fogjuk terjeszteni (lásd : [1], 455. oldal). A ciklikus szimmetriát 
mutató térbeli rácsos tartók vizsgálatával több szerző foglalkozott (lásd : 
[2], [3], [4]), e dolgozatokban azonban nem nyernek alkalmazást a matrix-
számítás által nyújtott előnyök. 

Jelölések : 

A = [aij] = Гan o12 ... a\n aj j skalárelemekből álló kvadratikus matrix 
( [ 5 ] ) 

a21 o22 . . . 02n 

La„, a„2 ... ann-
A : [A/j] = A u A12 . . . Ain 

Aoj A22 • • . A2 П 

Aij blokkokból álló kvadratikus liipermat-
rix ([6], [7]) 

A„i АП2 . . • Annj 559 

7 A Matemat ikai Kutató Intézet Közleményei I./4. 
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A ~ 1 A reoiproka (inverze) 

A* A t ranszponál t ja 

a d j A A ad jungá l t j a 
о 

] АI = det A A determinánsa 

a = Г~ax~ oszlopmatrix (vektor) 

_an_ 

a* = [âx , ö2 5/i] sormatrix (vektor), (az a oszlopmatrix kon-
jugált transzponáltja) 

; direkt szorzatok 
A • X В = [A bij] ; В = [by]  
А X • В = [ад В] ; А = [ay]  

< a t , a 2 , . . . , a n y diagonálmatrix 

C(c0 , Cj , ... , Cn—i) ciklikus matr ix 

E = < 1, 1, . . . , 1> egységmátrix 

fí = C(0, 1, . . . , 0) primitiv ciklikus matr ix 

Лу az A = [ay] v-edik sa já tér téke 
сov az íí m-edrendü pr imi t ív ciklikus mat r ix 

v-edik sajátértéke, azaz az xm = 1 egyenlet 
r-edik gyöke (az ra-edik egységgyökök közül 
a r-edik) 

«„*= [1 , aip , cáí, ... , cy„-m-'] 
Cij az (alulról számítva) г-edik szabályos sok-

szöget alkotó csomópontok közül (az első-
nek választot t csomóponttól jobbraeső j-
edik csomópont 

S/!í a stat ikailag határozot t ta r tó Cij és Chk 
csomópontjait összekötő rúdban fellépő rúd-
erö (pozitív előjelű, ha a rúd húzott ; nega-
tív előjelű, ha a rúd nyomott ) 

P'J a Cij csomópontban t ámadó erő 

P'x , P'), P'f a P'J erőnek a Cij csomóponthoz rendelt 
(x, y, z) koordinátarendszer tengelyeivel pár-
huzamos összetevői 

(x,y,z) a Cij csomóponthoz rendel t koordinátarend-
szer; origója a Cij csomópont ; ж-tengelye a 
csomóponton átmenő gyűrű ésmeridián-poli-
gon s íkjának metszésvonala ; »/-tengelye a 
gyűrű síkjában, z-tengelye pedig a meridián-
poligon s íkjában fekvő, az x-tengelyre me-
rőleges egyenes. A pozitív cr-tengely a szer-
kezetből kifelé, a pozi t ív z-tengely a na-
gyobb indexű gyűrű s íkja felé muta t , az 
»/-tengely pozitív i ránya pedig úgy válasz-
tandó, hogy (x,y,z) az adot t sorrendbon 
jobbcsavar-rendszert alkosson. 
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1. § . Ciklikus blokkokból álló hipermatrixok analit ikus függvényének 
kifejezése direkt szorzatok segítségével 

Legyen a csupa m-edrendű kvadratikus blokkokból álló (mx»)-edrendű 
A = [А,Л hípermatrix valamennyi blokkja ciklikus matr ix. Ez esetben bár-
mely A íj blokk előállítható 

1 m-l 
(1.1) A,j = — у XV} ij щи; 

m v=0 

kanonikus alakban, ahol 

(1.2) XViiJ = aQfij + a1Mwv + . . . + am-liU ; 

2niv 

(1.3) cov= e m (v = 0 ,1 , . . . , m — 1 ; г а képzetes egységet jelenti) . 

A ciklikus blokkok fent i kanonikus előállításának felhasználásával az 
A hípermatrix nyilván felírható az alábbi módon, azaz direkt szorzatok össze-
geként : 

[ m-l 
(1.4) A = „ , LVi/] X • M " ' < • 

m r -0 

Minthogy két direkt szorzat összeszorzása az 

(UjX • Vj) • (U2x • Vg) = UjU 2x • VjV2 

alakban végezhető (feltéve, hogy 1+ és U2, illetve Vx és V2 az adott sorrendben 
konformábilisak), továbbá mivel 

„*,, _ á _ Í0„ ha p + v 
il ,,Н|) — u/n, — . 

( 1, ha p = v 

nyilvánvaló, hogy az A hipermatrix bármely analitikus függvénye az alábbi 
kanonikus alakban állítható elő : 

(1.5) /(A) = 
1 

m 
m 1 

r=0 

Abban a speciális — dé a statikailag határozatlan rácsos tartók mate-
matikai vizsgálatánál előforduló — esetben, amidőn az A hipermatrix vala-
mennyi blokkja nem csupán ciklikus, hanem egyidejűleg szimmetrikus is, 
tehát 

av,jk = am-v.jk , 

7 * 
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akkor az (1.2) egyenletből azt nyerjük, hogy 

(1.6) Kjk = do.jk + díjk (oiv + K'1) + a2jk К + wv~2) + • • • + 

+ 

( m—1 m+l \ 
71—1 ., lm»- 2 + c o v

2 j , - íjk 

dm ., 
2 ' ] k 

ha m páratlan szám ; 

, ha m páros szám ; 

és mert 

tehát 

<1.7) 

, l ^ ( m - i ) - ^ l 2 ml 
coí + оУУ = e m + e m = em + e m = 2 cos v v m 

2 Jtv 2лг> 
Kjk = <hjk + 2 a1(yfc cos — + 2a2>;/£ cos 2 — - + . . . + 

in in 

m — 1 2да< , , , . 
2am_i cos , ha m parat lan szam; 

d« 2 m + 
( - 1 ) " CL 

2 ' i k 
, ha m páros szám 

Minthogy pedig — az (1.7) egyenletből nyilvánvaló módon — az AJk 
sajátértékei között fennáll a 

' Kjk — ^m—vjk 

összefüggés, írhatjuk, hogy 

1 
(1.8) Ajk = — 1 m 

m—1 
2 

KjkUQU 0+ v Kjk {UvU% + Um-v Um-v) 

ha m párat lan szám, és 

1 
A j k = — m 

v=i 

(1.9) 

Kjk uou* + ^ Kjk (Щи* + Um-vU^_v 
v— 1 

+ Кг llm Ilm 
2 ' J 2 2 

ha m páros szám. Minthogy továbbá 

wm-v — cov 
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es 
, _, 2nv, . . 2nv, , 2nv, . . 2nv, 2nv, 

col 4- co„ = сэд — l -4- г sin —- l + cos — l — г sm 1 = 2 cos 1 , m m m m m 

tehát ha bevezetjük a 

(1.10) Po = " o < [1, 1, • • • , 1] = "1 1 . . . 1" 

1 1 . . . 1 

(1 .11 ) 

( 1 . 1 2 ) 

1 1 1 . . . 1 

2 tlyUy -{- ltm—v itrn—V 

L m —• « m <*тт1 
~2 T "2 

rövid jelöléseket, általában írhatjuk, hogy 

2 P v = С 
О О 2лг 2nv 2, 2 cos - , . . . , 2 cos (m, — 1) m ' m 

= 2 С 2nv , , 2 Я Р 
1, cos , . . . , cos (m — 1) m m 

továbbá, ha bevezetjük az alábbi rövidítést : 

(1 .13 ) Лу = [Я„д,] ; (Xv jk = xv kj) 

akkor nyilvánvaló, hogy az A hipermatrix valamely analitikus függvénye a 
következő alakban írható : 

(1 .14 ) / (A) = 
1 
m 

• - I 

/(A,,) X • P 0 + 2 V / ( A v ) x • P„ + / (Am) X - P m 
V= 1 2 2. 

ha m páros szám, továbbá 

1 (1.15) M ) = m 

m—1 
2 

/ ( Л 0 ) Х - Р 0 + 2 V / ( A r ) X - P v 

ha m páratlan szám. Az / (A) matrix-függvény ezen előállításában szereplő 

P0, P* m-edrendü mátrixok valamennyi eleme valós szám. továbbá az — P 0 
1 m 

és •— Pc mátrixok projektorok (ídempotens mátrixok). 
m 
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2. § . Statikailag határozott tartók rúderőinek számítása 

Az alábbiakban a következő két — statikailag határozott — tartótípus 
vizsgálatával fogunk foglalkozni : 

a) A ta r tó t r darab m oldalú gyűrű, m darab r oldalú meridiánpoligon 
és mr rácsrúd alkotja (lásd az 1. ábrát). 
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b) A tartó gyűrűrudakat nem tartalmaz, hanem m darab r oldalú meri-
diánpolígonból és 2mr darab rácsrúdból van felépítve (lásd a 2. ábrát). 

2. ábra 
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a ) eset 

A 3. ábra figyelembevételével a Cki csomópontban a következő egyensúlyi 
egyenleteket í rha t juk fel : 

- tf&'Li s i n ak - Sk
k'}+1 s i n ak + S£iu+1 cos yk cos dk + 

+ SfeL^icosyk-i c o s 4 - i + 8Ци cos/4 - S%LU oosßh-i = -Рк/ 

(2 1 _ COS ak + Sk'hl COS ak + Ski 1,1+1 COS yk sin Ök -
- SféL-Xj-l COS yk-1 sin 4 _ x . = -Рул 

- sk+},i+i s , n yk - sin yk_ ! + sin ßk -

- ^ j , , . s in 

Könnyebb áttekinthetőség kedvéért bevezetjük a következő jelöléseket : 

ak = sin ak ak = cos ak 

b'k = cos yk cos ök bk = cos yk sin ôk b'k = sin yk 

ck = cos ßk ' c'k = sin ßk . 

E jelölések felhasználásával a (2.1) egyenletrendszer a következő alak-
ban írható : 

3. ábra 

— a'k £>к'}—1 — <Skli+1 + 4^A+l,i+l + 

+ 4 - 1 <SfcJ-i,i_i + Ck8k+I,i — ck—1 Ek-i,l = — Pk/ 

Jk k,i—1 — 1 
+ bk_i S — j Sbf 

( 2 . 2 ) 
— ak^k',\—1 + + 4 Äft + l.i+1 

— 4—1 SkAi,i— 1 

°k °k-rl,i+l uk °k—l,i—1 W ck °k+l,t 
ck—1 °/í—l,i 
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A (2.1), illetve (2.2) összefüggésekben megadott egyenletrendszert 
valamennyi csomópontra felírva nyerjük azt a 3rm darab egyenletből álló, 
és 3rm ismeretlent tartalmazó) egyenletrendszert, amelyből a rúderők ki-
számíthatók. Ezen egyenletrendszer előnyösen oldható meg a matrixszámítás 
felhasználásával, tekintettel arra, hogy a tar tó felépítésében mutatkozó cik-
likus szimmetria következtében az egyes egyenletek, illetve az egyes ismeretle-
nek sorrendjének megfelelő választása esetén az egyenletrendszer együttható-
matrixa ciklikus blokkokból álló hipermatrix. 

A bevezetett jelölésekkel a ta r tó rúderőnek kiszámítására szolgáló 
egyenletrendszer az 

(2.3) A s = p 

matríxegyenletbe foglalható össze, ahol az egyenletrendszer együttható-
matrixa 9 
matrix r1* 

ahol 

és 

A = ~I) 0 0 0 0 0 0 ~ 

0 0 0 0 0 

0 G r . _ 2 Dr 2 0 0 0 0 

0 0 0 0 G2 D2 0 

_ 0 0 0 ' 0 0 Gx Dx_ 

- - 4 ( E + fi) b'k. - iE — 4—1 E — 

-a"k( E - f i ) - K . i E 0 

0 -bZ -xE - 4 " E 

G 4 = " 0 b'k fi c'k E " 
0 b"k fi 0 

_ 0 4 " Q c'Z E_ 

(ahol E az m-edrendű egység-mátrixot és fi az m-edrendű primitív ciklikus 
mátrixot jelenti), továbbá az ismeretlen rúderők, illetve az adott terhelés 
oszlopvektorai (transzponált alakban) : 

г* — 

ahol 
= [ s * , s*_ 1 , . . - • , s f ] ; p* = [p* , p*_ ! , . . . , p f ] , 

* Г có'1 вк'т ryK'm „«,1 „к,m -i s 4 = [u4,m , 04,1 ,. . ., 04,m — 1 , o t - i , m , 04—1,1,• • •, 04—l,m—1, 04—1,1 , 04—1,2,. . ., 04—l,m J 
-.4,2 ,4,m ,4,1 ,4,2 4, m ,4,1 ,4,2 ,4,m 

p*k=-[Pk/,P: г>М k,m 4,1 4,2 4,m 4,1 4,2 4,m 
1 x , try , try 1 у , Гг , I г . Jr, ] 

1) A n n a k érdekében, hogy . az A mat r ix fe l í rását nyomdatechnika i szempontból 
egyszerűbbé t együk , az A fel í rásánál kétszeres partioionálást a lka lmazunk . 



568 BÉKÉS ELEK—LOV ASS-NAG Y VIKTOR—SZABÓ JÁNOS 

Az 1. §-ban foglaltak szerint meghatározandók az A matrix Ац = — a'r  
(E -f Q), A12 = b'r_x É stb. m-edrendű ciklikus blokkjainak AJ1, AJ2 stb. saját-
értékei. E sajátértékekből képezzük az A matrix Ao, A^, . . . , Am—i „saját-
érték-matrixait ' '. 

Minthogy E valamennyi sajátértéke Ax = A2 = . . . = Am = 1, továbbá 
S2 sajátértékei a 

2 л tv 
Xv = wv = em V == 0,1, ..., m—1 

úgynevezett m-edik egységgyökök, és így (E + о) r-edik sajátértéke : A„ = 
= 1 4 illetve (E—fí) v-edik sajátértéke : A„ = 1 — cov, tehát az A v-edik 
sajátérték-matríxa 2) 

Aj. = 

ahol : 

továbbá : 

Arj 0 0 0 0 0 

rr-i,v Ar-ij 0 0 . . . 0 0 

0 rv -2,V Ar i.v « ••• 0 0 

_0 0 0 0 . . . rM A l,v _ 

A k,v — 
- a'A 1 + сov) K-i ck—1 

— a"k (1- wv) — K-i 0 

-
0 — K-i ck—1 _ 

r M — ~ 0 К cov 4 ~ 

0 bk cov 0 

_ 0 r ' / / 

bk cov 
/ / / ck _ 

Tehát a (2.3) egyenlet megoldása : 

(2.4) s = A l p , 

ahol — az (1.5) összefüggés alapján — az A 1 matrix a következő kanonikus 
alakban állítható elő : 

(2.5) 
j m—1 

j L v ж-1 
m 

A 1 = —- X' ду1 x • щи* . 
V = 0 

Abban a speciális esetben, ha a meridiánpobgonok párhuzamos egyene-
sek, äZäZ et gyűrűk egybevágó sokszögek, nyilván 

2) A sa já tér tékmatr ixok felírásának nyomdatechnikai egyszerűsítése végett alkal-
mazzuk az A felírásánál használ tnak megfelelő kétszeres partioionálást. 
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/ / / / 

.. = a, = a 

. = aï = a" 

c; = c;_ x = . . . = = c j = o 
/// w /// , 

cr = c,„x = = . . . = cx = 1 

tehát ebben a speciális esetben : 
A r , v = Ar—I,J> 

és 

Fr- l ,v = » r— 2;v 

Ismeretes (lásd : [8]), hogy 

ь" = = • • 
л ' " — ft'" — 

• = A i , * = А » 

•1— Fi,»» = Fj> • 

b[ =b' 

b'l = 6" 

b'r"= b" 

A 0 

В С 

А - 1 
0 i 

- С BA 1 с 1 

Ennek az összefüggésnek a felhasználásával а Л„ matrix reciprok -
matrixára a következő képlet vezethető le : 

' A k 

A r Fi» Ai» 

A,. 1 (Г,. А к1)2 

о 

A k 1 

A k 1 Fi» A r 1 

. . . о 

. . . о 

. . . о 

_ ( - и ^ + ' А Г 1 ( Г г Л Я Г 1 ( - i f A k 1 ( Г , Л , Г 2 А, . Я 

Ь) eset 

А 4. ábra figyelembevételével a Cki csomópontban a következő egyensúlyi 
egyenleteket í rhat juk fel : 

Zi 
Ski.ir 
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— « k i i , í _ i cos yk s i n ak — « k ' | 1 > í + 1 COS yk s i n ak + 

+ « k i i , / c o s ßk — « k £ i , i _ i c o s yk-i s i n ak_ x — 

— « k Í l , / - l COS yk-i Sin Ctk- i - « " i l , / c o s ßk — 1 = - Pki 

(2.6) — «ki i , /—í c o s yk co s ak + « ü i , / + 1 c o s yk cos ak — 

— « k i i , / _ i C o s y k _ i C o s a A _ 1 + S Í Á l i + 1 c o s y k - i C O s a f t _ 1 = — P*- ' 

«kÍl , t—I Sin yk + « ß i i , / + i s i n 7k + « k i i , / s i n ßk — 

- « k i l , / _ l s i n "/k-1 — « k i l , / + l s i n Ук-1 — « k i l , / s i n ßk—\ = - Pk
z'1 

Rövidebb írásmód végett i t t a következő jelölések bevezetése mutat-
kozik célszerűnek : 

ak == cos yk s i n ak ck = cos yk c o s ak 

bk = cos ßk dk = s i n yk 

ek = s i n ßk . 

E jelölések felhasználásával a (2.6) egyenletrendszer a következő alak-
ban írható : 

— ak Sk
k'lu_i — ak «kVÍ,/+i + bk Sk

k\u — 

'— ök-l «k-l,/-l — ak-l «к—l,i+l bk-\ Sk'Lи = Pk t 

( 2 . 7 ) — Ck « k i i , ( _ i + ck « k ^ i , i + i — Ck- l « k - l . i - l + °k-l « k - l , / + l 

4 « ^ ! , / - ! + ^fc « k + l i + l + Ck « k i i , / dk—x «к—i,/—1 ~ 

— d k - l « k - l , i - l — ef t - l«k—1,/ = - P + 

A (2.6), illetve (2.7) egyenleteket valamennyi csomópontra felírva 
megkapjuk a tartó rúderőnek kiszámítására szolgáló és az A s = p matrix -
egyenletbe összefoglalható egyenletrendszert, amelynek együttható-matrixa : 

0 0 0 0 0 

G R _ I D . - 2 0 0 0 0 

0 G R _ 2 D R _ 3 . . . 0 0 0 

0 0 0 G 2 D I 0 

_ 0 0 0 0 GX D o_l 
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ahol 

D , = 

es 

— ak E --ak E - h E " = — ak — 

-ck E ck E 0 — ck 

- d k E --dk E — ek E _ 
-

dk — 

Gk = akQ — akQm - í ЬкЕ~ 

Ckíi -ckQ.m - í 0 

dkQ dkQ,m - I e/cE 

a k X - E 

(Itt is E az m-edrendű egységmátrix, és ß az m-edrendű primitív cikli-
kus matrix.) 

Ez esetben az ismeretlen rúderők, illetve az adott terhelés oszlop matri-
ixai : 

s * = [ s f , s * _ j , . . . , s*] ; p* = [ j ) f , p*rLx P Î ] . 

ahol 

v* \,Ok,l як, 2 Я к,m qk,l Ok, 2 Як,m ok,2 Ok,m 1 
Ä /c— [°k-l,mi "к- 1,1 >•••, °k—x,m—1 > ° f r l , 2> ° f c — 1 , 3 ' °fc—1,1 > °fc-l,2 >••• » l,mj 

es 
„ * rpfc.l р/с ,2 p/í,m pk,l р/с ,2 р/с, m p/c,l р/с,2 р/с, m~\ 
fk P X , 1 I x X I-Lyt-Ly >•••>•* у , 4 2 I • • • ) X z J • 

Az As = p matrixegyenlet megoldása ez esetben is elvégezhető az 
előző a ) pontban ismertetett módon, clZclZ clZ A 1 reciprokmatrix kanonikus 
előállításával. Ez esetben azonban a legcélszerűbb az a lább ismertetett mód-
szer alkalmazása. E módszer alkalmazásának előnyös vol ta abból követke-
zik, hogy az (rxr számú, egyenként 3m-edrendű blokkból álló) A hipermatrix 
(amely csak a fődiagonálisában és a fődiagonális a la t t tartalmaz nullától 
különböző blokkokat) főátlójában álló valamennyi blokk egy közönséges 
harmadrendű matrixnak ós az ш-edrendű egységmátrixnak a direkt szorzata-
ként állítható elő. 

í r j uk á t az A s = p egyenletet a következő alakba : 

( 2 . 8 ) 

D r - i s r 

Gr-x sr + Dr_2 Sr-i 

G r_2 sr-1 + D r _ 3 S r - 2 

= Pr 

= Pr-1 

= Pr-2 

G2 S 3 + Dx s2 = p2 

G1s2 + D0S1 =í>x 
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A (2.8) egyenletrendszer megoldása nyilván : 

(2.9) S r = D r \ pr ; s k = D k l i [Pk - Gh Sfc+i] , 

Bevezetve a 

és a 

Jc — r — 1 , . . . , 2 , 1 

Pr = Pr ; Рк^Рк — OfcSft+1 , A = 1,2, . . . , r— 1 

Д* = "— ак —ак — V 

— ск —ск О 

dk —dk — ек_ 

jelöléseket, minthogy D; = Ak X • E, azt nyer jük, hogy 

s f t = ( A F x • E) pk k = r , r - \ , . . . ,1 

Tehát ez esetben a rúderők meghatározásához csupán а Д г - ь Д г -2 , • • - , 
Ai, До harmadrendű közönséges mátrixok invertálásaszükséges. Abban a spe-
ciális esetben pedig, amikor a meridiánpoligonok párhuzamos egyenesek : 

es 
Дг-1 = Д г - 2 = • • • = A l = До = Д 

G r_2 = G r _ 3 = . . . = G 2 = Gj = G 

a (2.9) képlet a következő alakot nyeri : 

Sk = X - E ) p k A = r , r - 1 , . . . , 1 . 

E speciális esetben t e h á t egyetlen harmadrendű közönséges m a t r i x 
invertálása szükséges. 

3. § . Statikailag határozatlan tartók rúderöinek számítása 

Ebben a §-ban annak a —- statikailag határozatlan — tartónak vizs-
gálatával foglalkozunk, amely r darab m oldalú gyűrűt, m darab r oldalú 
meridiánpoligont és 2mr da rab rácsrudat tar talmaz (lásd az 5. ábrát). 

Mint ismeretes (lásd : [1], 458. oldal), a statikailag határozatlan t a r t ó 
rúderöinek kiszámítása egyrészt a stat ikai határozatlanságot okozó rudak 
rúderőinelc meghatározását, másrészt ezek felhasználásával az úgynevezett 
„törzstartó" rúderöinek kiszámítását jelenti. A stat ikai határozatlanságot 
okozó rudak rúderöinek meghatározására az 

(3 .1 ) 

anxi + anX2 + • • • + alsXs = bx 

й21Х1 ~Ь a22X2 + • • • + a2sXs = b2 

asixi + os2X2 + .. . + assXs — bs 
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egyenletrendszer szolgál (lásd : [1], 517. oldal), ahol ajk a törzstartó geometriai 
és szilárdsági adataiból, b,- pedig a törzstartó geometriai, szilárdsági és terhe-
lési adataiból meghatározható állandók ; Xk a Uadik (statikai határozatlan-
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ságot okozó) rúdban ébredő ismeretlen rúderő. A Maxwell-féle úgynevezett 
felcserélhetőségi tételből következik, hogy 

A jelen paragrafusban vizsgált tartó törzstartóját úgy nyerjük, hogy a 
statikailag határozatlan tartó valamennyi gyűrűjé t (azaz összesen rm darab 
rudat ) elhagyjuk ; tehát törzstartóként a 2. §. b ) pontjában tárgyalt statikai-
lag határozott t a r t ó t vesszük fel. Következésképpen a (3.1) egyenletrendszer 
a vizsgálandó esetben s = rm egyenletből áll, és ugyanannyi ismeretlent 
tartalmaz. 

Annak érdekében, hogy a tar tó felépítésében mutatkozó ciklikus szim-
metria a statikailag határozatlan tar tó egyenletrendszerének, illetve az egyen-
letrendszer együtthatómatrixának felírásában szembetűnő legyen, célszerű 
a következő jelölések bevezetése : 

X/i,v jelenti a Cfl,v és Cfl:V+1 csomópontok közti gyűrűrúdban ébredő 
rúderőt ; 

a*\l jelenti a CftiV, és CUiV+l csomópontok távolságának azon megvál-
tozását, amelyet a CKiB és Сх<е+1 csomópontok közül elhagyott gyűrűrúd 
helyén ható „egységerő" idéz elő. (Nyilvánvaló, hogy a*;« = «£;£.) 

jelenti а C/hV és C/liV+l csomópontok távolságának a külső terhelés 
hatására bekövetkező megváltozását. 

A fenti jelölések alkalmazásával a (3.1) egyenletrendszer a 

matrixegyenletbe foglalható össze, ahol A —- [Aí;] és Ay = Ay/, továbbá 

Ugyanis a Maxwell-féle felcserélhetőségi tételből és a ta r tó felépítésének 
ciklikus szimmetriájából következik, hogy 

(3.2) ajk = akj • 

(3.3) A x = b 

A q — С (а'/\ , aj), aj) ,.. ., aj) , aj)) . 

. aj!h — a'jJi-k+l ®s aj'.h — aj'.m-h+2 • 
Továbbá : 

ahol 
x* = [ж*, x*,. . ., x*] ; b* = [b*, bt,..., br*] , 

xk = [^k, 1, Xk.2,..., Xk,m] ; b* = [úfc 1 , bk:2,..., bkm] . 

(3.4) 

A (3.3) matrixegyenlet megoldása nyilván : 

x = A - 1 b 

ahol az (1.14) és (1.15) összefüggések szerint : 
m 

<3.5) A ^ 1 

m 
1 

Л0
 1 X • P 0 + 2 v A / x -Pv + A m ' x P 

2 2 
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lia m páros szám, illetve 

(3.6) 

m - l 
1 2 

Л Z " 1 - ' ° I « -V i - i 
m К ф X • P 0 + 2 N ' А / X • Pv , 

v=l 
ha m páratlan szám. 

A sajátértékek es a PQ, Pj, . . Pm filletve РШ_Л projektorok az 
2 ' v 2 J 

(1.7), illetve (1.10), (1.11) és (1.12) képletekből nyerhetők. (Ez esetben: 
avjk = •) 

(Beérkezett: 1956. VII. 2.) 
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ СТЕРЖНЕВЫХ СИЛ ПРОСТРАНСТВЕННЫХ РЕШЕТЧАТЫХ 
ОПОР С ЦИКЛИЧЕСКОЙ СИММЕТРИЕЙ С ПОМОЩЬЮ ГИПЕРМАТРИЦ 

Е. B É R E S , V. LOVASS-NAGY и J. SZABÓ 

Резюме 

Известно, что системы линейных алгебраических уравнений, служащие для вычис-
ления стержневых сил пространственных решетчатых опор, могут быть представлены 
единственным матричным уравнением. Если построение пространственной решетчатой 
опоры обладает циклической симметрией, матрица коэффициентов матричного уравнения 
может быть разбита на циклические блоки. Авторы — с помощью гиперматричного алго-
рифма J . E G E R V Á R Y разрабатывают метод спектрального разбиения матрицы коэф-
фициентов. Применяя этот метод, гиперматрица, состоящая из циклических блоков, 
может быть представлена в виде суммы слагаемых, каждое из которых является прямым 
произведением матрицы, созданной из собственных значений блоков, и собственной диады, 
относящейся к соответствующему собственному значению. Этот метод дает единые и 
обозримые формулы для определения стержневых сил, как в случае статически опре-
деленных, так и в случае статически неопределенных решетчатых опор, так как сводит 
обращение матрицы коэффициентов к вычислению матрицы, обратной матрицам собствен-
ных значений (порядок которых ниже чем порядок данной матрицы коэффициентов). 

8 A Matemat ika i K u t a t ó Intézet Közleményei I . /4. 
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Ü B E R E I N E ANWENDUNG DER H Y P E R M A T R I Z E N BEI D E R B E R E C H N U N G 
V O N RÄUMLICHEN F A C H W E R K E N MIT ZYKLISCHER SYMMETRIE 

13. B É R E S , V . L O V A S S - N A G Y u n d J . S Z A B Ö 

Zusammenfassung 
Bekanntlich lassen sioh die l inearen algebraischen Gleiohungen, welche zur 

Berechnung von Spannkräf ten räumlicher Fachwerke dienen, zu einer einzigen Mat-
rizengleiohung zusammenfassen. H a t d a s Fachwerk eine zyklische S t ruk tur , dann lässt 
sioh d i e Koeffizientenmatrix dieser Matrizengleichung in zyklische Blöcke zerlegen. 
Mit Hi l fe der EGERVÁRY'schen Hypermatr izenalgori thmus entwickeln die Verfasser 
eine Methode zur Spektralzerlogung d e r Koeffizientenmatrix. Hierbei erscheint die aus 
zyklischen Blöcken bestehende Hypermat r ix als eine Summe, deren Glieder direkte 
P roduk te von Eigenwert-Matrizen u n d der entsprechenden Eigen-Dyaden sind. Diese 
Methode liefert einheitliche und übersichtliche Lösungsformeln zur Berechnung der 
Spannkrä f ten statisch bestimmter wie statisch unbest immter räumlicher Fachwerke, 
sie f ü h r t nämlich die Inversion der Koeffizientenmatrix zur Berechnung von Reciprok-
mat r izen der Eigenwert-Matrizen de r Block zurück. 
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