CIKLIKUS SZIMMETRIAVAL BIiRO TERBELI R‘&‘Csos TARTOK
RUDEROINEK MEGHATAROZASA HIPERMATRIXOK
ALKALMAZASAVAL

BERES ELEK, LOVASS-NAGY VIKTOR és SZABO JANOS

Bevezetés

Jelen dolgozat célja a matrixelmélet néhiny wjabb eredményének al-
kalmazéisa olyan térbeli rdcsos tartok vizsgilatara, amelyek felépitésében
ciklikus szimmetria mutatkozik. Az ilyen récsos tarték rudjai egyrészt egy-
méssal parhuzamos sikokban elhelyezked6 m-oldalt -szabdlyos sokszogeket
(agynevezett gyliriiket), tovabba a gyfirlik sikjaira meréleges sikokban el-
helyezkedd (4ltaliban nyilt) egymadssal egybevigd tgynevezett merididn-
poligonokat alkotnak, masrészt mint ferde rdcs-rudak létesitenek kapesolatot
a gytrik és merididgnpoligonok kozott. A rdcsos tarté radjai kivétel nélkiil
csuklokkal kapesolédnak egyméshoz a tarté csomépontjaiban. Altaldban
minden egyes csomépontban gyfirGi-, merididn- és rdcs-rudak taldlkoznak.
A megtamasztisokra vonatkozolag kiilonleges kikotést nem tesziink. A tarté
felépitésében mutatkozo6 ciklikus szimmetria tehat azt jelenti, hogy ha a tar-
t6t a gyfirtik kozéppontjain dtmend szimmetria-tengelye koriil 27/m szoggel,
illetve e szbg egészszamu tobbszorosével elforgatjuk, a tarté elforgatis elétti
helyzetével egybevagd helyzetbe jut, feltéve, hogy az ugyanazon gyfirtihoz
tartozé rudak teljesen megegyezbek, tovabbd a két szomszédos gytlirli kozé
es6 racsrudak teljesen megegyezek, és végiil két szomszédos gytirt kozé es6
merididnrudak is teljesen megegyeziek.

Az aldbbiakban vizsgalatainkat a ciklikus szimmetridaval biré térbeli
racsos tartoknak Ggy a statikailag hatarozott, mint a statikailag hatérozatlan
esetére ki fogjuk terjeszteni (lasd: [1], 455. oldal). A ciklikus szimmetriit
mutaté térbeli racsos tarték vizsgalatdaval tobb szerzé foglalkozott (lasd:
[2], [8], [4]), e dolgozatokban azonban nem nyernek alkalmazast a matrix-
szamitas altal nyajtott elényok. :

Jelolések :
A=lanl— (an ( REEISE 1 S ajj skaldrelemekbél 4116 kvadratikus matrix
5
o s ((51)
LQnl An2 ... Gnn
A=TARV="TA{ Aot AL s niienis A;j blokkokbél 4ll6 kvadratikus hipermat-
: rix ([6], [7
LA RN (61, [71)
LA’]] An2 vea Arm 559
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A reciproka (inverze)
A transzponéltja

A adjungaltja

A determinansa

oszlopmatrix (vektor)

sormatrix (vektor), (az a oszlopmatrix korni-
jugalt transzponaltja)

l direkt szorzatok

J
diagonalmatrix

ciklikus matrix

egységmatrix

primitiv cikhkus matrix

= [aij] v-edik sajatértéke

az Q m-edrendii primitiv ciklikus matﬁx
v-edik sajatértéke, azaz az 2™ =1 egyenlet

v-edik gyoke (az m-edik egységgyokok koziil
a v-edik)

az (alulr6l szémitva) i-edik szabalyos sok-
szoget alkoté csomdépontok kozil (az elso-
nek vélasztott esoméponttdl jobbraes6 g-
edik csomépont

a statikailag hatérozott tarté Cij és Chux

© csomépontjait 6sszekdtd ridban fellépd rad-

Pl

erd (pozitiv eléjelii, ha a rid huizott; nega-
tiv eldjelii, ha a rid nyomott)

a (jj csom6pontban tdmadoé erd

a Pi erének a Cjj csoméponthoz rendelt
(@, y, z) koordinatarendszer tengelyeivel par-
huzamos osszetevoi

a Ojj csom6ponthoz rendelt koordindtarend-
szer; origdja a Cjj csomépont ; z-tengelye a
csoméponton dtmend gytirii és meridian-poli-
gon sikjanak metszésvonala; y-tengelye a
gylirt sikjdban, z-tengelye pedig a meridian-
poligon sikjaban fekv6, az ax-tengelyre me-
réleges egyenes. A pozitiv z-tengely a szer-
kezetbdl kifelé, a pozitiv z-tengely a na-
gyobb indexfi gyfirti sikja felé mutat, az
y-tengely pozitiv irdnya pedig gy vélasz-
tand6, hogy (z,y,z) az adott sorrendben
jobbesavar-rendszert alkosson.
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1. §. Giklikus blokkokbél allé6 hipermatrixok analitikus fiiggvényének
kifejezése direkt szorzatok segitségével

Legyen a csupa m-edrendti kvadratikus blokkokbol 4116 (m x n)-edrendii
= [A;;] hipermatrix valamennyi blokkja ciklikus matrix. Ez esetben bar-
mely A, ; blokk eléallithaté

—

m—

1
1.1) - Ly iyuu
“m 7=0 4
kanonikus alakban, ahol
(1.2) Myij= a0+ a1 ij0y+ ...+ Op 15002 ;
2niv
(18) wp=2e"" (»=0,1,...,m— 1; i a képzetes egységet jelenti) .

A ciklikus blokkok fenti kanonikus el6allitasinak felhasznildsiaval az
A hipermatrix nyilvén felirhaté az aldbbi médon, azaz direkt szorzatok ossze-
geként :
Jesms 1

(1.4) A:;r;;:\_ol dy, ] X - wpuy

Minthogy két direkt szorzat Gsszeszorzasa az

alakban végezheté (feltéve, hogy U, és U,, illetve V, és V, az adott sorrendben
konforméabilisak), tovibbid mivel

(0,, ha p£v»

% :
u,u, — é,uv =
l l, ha, n=v,

nyilvdnvald, hogy az A hipermatrix birmely analitikus fliggvénye az alabbi
kanonikus alakban allithato eld :

(1.5) (8 = o X () - o

Abban a specidlis — deé a statikailag hatérozatlan rdcsos tarték mate-
matikai vizsgilatandl el6fordulé — esetben, amid6én az A hipermatrix vala-
mennyi blokkja nem csupan ciklikus, hanem egyidejlleg szimmetrikus is,
tehat

Ay, jk = Om—p jk

7#
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akkor az (1.2) egyenletbdl azt nyerjiik, hogy

(1.6) Ay, jrx =00 ik ¥+ 01, jix (Wy ¥ OF ) - ag j(0f + o) 2) 4., .+

m—1 m+1
O .k(w,,z + @, 2 ) , ha m paratlan szam;
T !]
T
au
Qs o 00 , ha m paros szdm;
711"
és mert
: 2niv 2niv 2niv 2xiv
£ 2 (m—1) 1 i) 27l
o, toft=em fem s e K R
_ tehét
27y 27y
Ay, jic = Qo ji. + 201, jx €08 —— -+ 2ag j; 0082 —— 4. ..+
m m
a.mn
m — 1 2y 3 3
i (2008 st s ha m paratlan szam;
—5 2 m
o 2 3
(=1 am , ha m paros szam .

E 1jk

Minthogy pedig — az (1.7) egyenletbdl nyilvdnvalé médon — az Ay
sajatértékei kozott fenndll a
e ;lv,jk e lm—v,jk

Osszefiiggés, irhatjuk, hogy

m—1

1 2,
(1.8) Ajk= llo,jk ugul + N Ay jic (WA + Um—y u,?i_y)] :
v=1
ha m paratlan szam, és
m

Thy

o
A= = llo,jk ugy + > Ay i (WU + Uy ) +
y=1

(1.9)

+lg ,ku_rguz] ’
gl agivn

ha m péaros szdm. Minthogy tovabba

Om—y = Wy
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és
; 2my Sy 4 2wy
o+ o =c *l zsn—l 08 =— ] =ugin ===l =2¢08 — [
y T 0, = Cap o G = 2 R

tehat ha bevezetjik a -

(1.10) Py—uut =[17](1, 1, ..., =11 ...1
1 ot 1
Zx T ok i
S0y 2P — WUt s
(1.12) B =1
G Do

rovid jeloléseket, altaldban irhatjuk, hogy

2P, —C 2, 2 cos ?%’ , 2 cos (m — 1)@ o
— 2L, cosgﬂ’,... 3 cos(m—l)@
m m
tovabba, ha bevezetjilk az aldbbi roviditést :
(1.13) Ay = [%,4] ; (Av, jk = v, 1f)

akkor nyilvanval6, hogy az A hipermatrix valamely analitikus fiiggvénye a
kovetkez6 alakban irhaté :

ﬂ 1

(1.14) f(A)—~[f(Ao)>< P12 N f(A)X- P+ f(Am) X P]
2

V= y—1

ha m péaros szédm, tovibbé
m—l

(1.15) iyt [f(Ao)x P2 N f(Av)x-P,,J,

p=1
ha m pératlan szém. Az f (A) matrix-fiiggvény ezen el6allitdsiban szerepld

P,, P, m-edrend{i matrixok valamennyi eleme valés szdm, tovabbéi az —LP0
m

és it P, matrixok projektorok (idempotens matrixok).
m
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2. §. Statikailag hatarozott tarték rﬁder('iinek szamitasa

Az aldbbiakban a kivetkezd két — statikailag hatdIOZOtt — tartotipus
vizsgilatival fogunk foglalkozni :

a) A tartét = darab m oldald gytirii, m darab 7 oldal merididnpoligon
és mr ricsrud alkotja (ldsd az 1. dbrdt).

Crm.Cr1 Cr2 Cra

Ctr-9)m C(r—1}1. Cer-13

Cim Cy Cy2 C13
Com Co1 Coz Co3
Co(m-1)
C1(m-1)

Com GmN\N\C2 Cos /[Ci3 Cos
C2‘| Cz
C
Co4 Coz

1. abra



HIPERMATRIXOK ALKALMAZASA 565

b) A tarté gyfirtirudakat nem tartalmaz, hanem m darab 7 oldalti meri-
didnpoligonbél és 2mr darab rédcsradbél van felépitve (ldsd a 2. dbrdt )

Crm Cry Crz Cr3

Clra) Cir-1)1 Ctr-1)3
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|

a) eset

A 3. dbra figyelembevételével a Cy; csomopontban a kovetkez egyenstlyi
egyenleteket irhatjuk fel:

— Skt sinay, — Skl sinay + Sl ;4 cosy,cos b +
~ kY' l. J- —_— — k'.
+ Sty 1008 yr—1 €080, 1+ S’/ﬁil,i cos i — Slk"-l—l,i 008 fy-y = — P¥
ki ki :
1) — St cosay + SEi, cosay + Sk ;. cos ysind, —
: . ) Ay
— 8Ly 1€08 Yx—18in &y . = —Py!
k,i : ki ; tiisses
7 Sk+1,i+1 SN Yy — Skil,i——l siny,_1 + Skf}-l,i sin f —

i ; 22 ”
— Sty sin Bi—1 = PPt

Koénnyebb attekinthetség kedvéért bevezétjﬁk a kovetkezd jeloléseket :

/

ay = sinay ay = cos ay
b}, = cos y;, cos 0y by, = cos yy sin d;, by’ = sin y,
¢y, = cos fii : ¢ =sinfy .

E jelolések felhasznélaséval a (2.1) egyenletrendszer a kovetkez6 alak-
ban irhaté :

’ Qk,i 7 Qki 7 Qk,i
— @ 8%y — apSEivy + bp Skiai +
’ R L s Qk,i ’ 1 RN k,i
+ bia Sk—l,i—l + Ck Sk+1,i ton0p ot Skiu =, =P

” Qk,i ”
— @ Siiq + a8 k1+1 + bi S k+1z+1

(2.2) i k,i
—~ b By =—Py

U4 i ’,’
by’ St — Ok Sk_11_1+0 Skt —

7 ki e k,i
— 01 Sy gy
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A (2.1), illetve (2.2) Osszefiggésekben megadott egyenletrendszert
valamennyi csomdpontra felirva nyerjiilk azt a 3rm darab egyenletb&l 4ll6,
és 3rm- ismeretlent tartalmazd) egyenletrendszert, amelybél a raderék ki-
szamithaték. Ezen egyenletrendszer elényosen oldhaté meg a matrixszdmitas
felhasznaldsaval, tekintettel arra, hogy a tarté felépitésében mutatkozé cik-
likus szimmetria kovetkeztében az egyes egyenletek, illetve az egyes ismeretle-
nek sorrendjének megfelelé vdlasztdsa esetén az egyenletrendszer egyiitthaté-
matrixa ciklikus blokkokbol dllo hipermatriz.

A bevezetett jelolésekkel a tarté raderének kiszdmitésira szolgdlé
egyenletrendszer az

(2.3) As=p
matrixegyenletbe foglalhaté Ossze, ahol az egyenletrendszer egyiitthaté-

matrixa 972 darab m-edrendl kvadratikus blokkbél 4ll6 kvadratikus hiper-
matrix :V

ALPD D 0 kNt ' S
DA | ST 055555
0 R | e e || 0 0
2 D, 0
RoRR 0 booe s
ahol
D= —a(E+ Q) b, E — o E
B R 0
i 0 — b, E —¢' E
és
‘ G, =[0 b, Q ¢ E
0 b, @ 0
| 0 b’ c.’E

(ahol E az m-edrendli egység-matrixot és Q az m-edrend{i primitiv ciklikus
matrixot jelenti), tovdbb4 az ismeretlen raderdk, illetve az adott terhelés
oszlopvektorai (transzponialt alakban):

A * * : *7 . e sk * *
S*—[S,,S,_l, AR sl]’ p*_[prrpr—I’ --~sP1],
ahol
k,1 k,2 k,m k,1 k,2 k,m k,1 k,2 k,m
slt: [Sk,m,Sk,l ge 0y Sk,m—l, Sk—-l,m, Sk—l,l,..-,Sk—l,m—l, Sk—1,1, Sk—l,z,...,Sk—l,m
k1 k,2 k,m k,1 k,2 k,m k1 k,2 k,m
* ’ ] ] ’ ’ ’ ] ’ ]
pk=—[P:( ,Px ,...,Px ,Py ,Py ,...,Py ,Pz ,Pz ,...,Pz ]

1) Annak érdekében, hogy.az A matrix felirasit nyomdatechnikai szempontb6l
‘egyszer(ibbé tegyiik, az A felirasanal kétszeres particionalast alkalmazunk.
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Az 1. §-ban foglaltak szerint meghatarozanddk az A matrix Aj; = — ay
(E + Q), A, = b, E sth. m-edrendii ciklikus blokkjainak A}, A}2 sth. sajat-
értékei. E sajatértékekbdl képezzitk az A matrix Ag, Ay, ..., Ap—1 ,,58jat-
érték-matrixait’’. :

Minthogy E valamennyi sajatértéke 4, =4, = ... =4, = 1, tovidbba

Q sajatértékei a
2niv
L Oy s

Ggynevezett m-edik egységgyokok, és igy (E 4 Q) v-edik sajatértéke : 4, =

=1+ w,, illetve (E—Q) v-edik sajatértéke : 4, = 1 — w,, tehdt az A v-edik

sajatérték-matrixa 2

Av=1 Ary 0 0 [ EE ) 0 2
By ity 0
0 | Lt G YR
0 0 0 0 | Y A1y
ahol :
Ary=[ —ar(1 + o) b1 e
=g ety sl 0
0 it e
tovabba :
Yoo =190 by, wy 5
0 by w, 0
0 by 6

Tehat a (2.3) egyenlet megoldésa :
(2.4) s=Ak p,

ahol — az (1.5) dsszefliggés alapjan — az A~! matrix a kovetkezé kanonikus
alakban allithaté el :

o
AR A;l e u'pu:f .
10, —

3

(2.5) AT

b
(=}

Abban a specialis esetben, ha a meridianpoligonok parhuzamos egyene-
sek, azaz a gyfirlik egybevagd sokszogek, nyilvin

) A sajatértékmatrixok felirdsinak nyomdatechnikai egyszerfisitése végett alkal-
mazzuk az A felirasandl hasznaltnak megfelel6 kétszeres particionalést.
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e S, e
=g = .=a=a % b= = b
: S R G
c, = C’— T s c’ == 0 244 4 P77 7
A i ,1 NI A ey T <
S e R R
tehat ebben a specidlis esethen :
Ar,v et Ar—l,v T e Al,v == Av
és
I‘r—l,v = rr—z,v R as e T rl,v =T,
Ismeretes (ldsd : [8]), hogy
| S | ]
{A} 0 ’ } AT 00 r
o | i Sie
B C . | AT | |
|

| C_l

Ennek az- osszefuggesnek a felhaszndlasdval a A, matrix reciprok-
matrixidra a kovetkezd képlet vezethetd le :

=T Il 0 Vo
NG 2 A2 0
Avl(rv i N T 0
(—1)’%“ ot B L MRS | 0 i S N
b) eset

A 4. dbra figyelembevételével a Cy; csomépontban a kivetkezd egyenstlyi
egyenleteket irhatjuk fel:

ki
Sk-i

4. dabra
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ki ; ri :
— Skt icosyy sinay — Sgl, ;. cosygsinay +

; o :
+ Skl cos B — Sty 1 COS pr—_18inoy_ 1 —

3 : ki e K,
e Sk’_’.l,i_1 Cos Yx—18in a3 — ity ; cos Br-1 Tk
5 _ i &
@0t = St 1,11 008 Y cos oy + Sl ;11 COS Yy cOS Oy
i ki 2R i
— Skt 1cosyp—1cosay_1 + SE, ;. 1 co8 Yr_gcosay_y = — P!

ki . k,i . ki . S
Sk iysinyy 4 Skl siny, + 8§y sin By :

k,i i k,i : P« {4 ] : 2 k,i
E Ski1,i—1 SN Yg—1 — Sk—l-l,i+1 SIN Yi—1 Skil,i sinfy_y = — P

Rovidebb irasmdd végett itt a kovetkezd jelolések bevezetése mutat-
kozik célszeriinek :

@y, = COS Yy, Sin oy €, = COS Yy COS Oy
by = cos fi dj = sin yy,

e = sin f .

E jelolések felhasznaldsival a (2.6) egyenletrendszer a kovetkezd alak-
ban irhat¢ :

K,i et L8 RS i
— Qg Sk-:—l,i—l Ay Sk+'1,i+1 + by Sk-lkl,i
Qk,i k,i k,i i k,i
— @188 — k-1 80 01 — b1 8k = — Pt
k,i k,i A k,i ki T T
(2.7) AL Sk-}l-l,i—l + ¢k Sk+’1,i+1 Ck—1 Sk—l,i—l “tiCray Sk—ll,i+1 Y Py :
k,i 7 Qk,i b6, k,i &
dy Sk—:—lyi—l + dieSifa,iv1 + ex Skt di—18%4,ia

el i s
— g1 8ty — er—1 85, = — Py

A (2.6), illetve (2.7) egyenleteket valamennyi csomépontra felirva
megkapjuk a tarté raderdnek kiszdmitdsdra szolgdlé és az As = p matrix-
egyenletbe dsszefoglalhaté egyenletrendszert, amelynek egyiitthato-matrixa :

A=[D. , 0 0 0
Gl B e
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ahol
Dy=[—aE —atE —WE|=[—a —a —b|x-E
— 0y E cx E 0 — Cp Cx 0
—dyE —dyE —¢ E | ~==dy ey, g
£s
Gi=[] —aQ — bE
crQ e | ¢ G 0
4,9 di 9" ex

(Itt is E az m-edrendii egységmatrix, és Q az m-edrendd primitiv cikli-
kus matrix.)
Ez esetben az ismeretlen raderdk, illetve az adott terhelés oszlop matri-

xai:
S*—[s,, Sr—l:""sl] ’ p —[pr)pr—l 7"'vp1] ’
ahol
Ut k,1 k, k,m k,1 k,2 Jk,m k, k,
Sk g [Sk—l,m, Sk—?l,l)n-ysk—l,m—l’ Sk—l,z) Sk—l,:; x---,bk—l,l’ Sk—21,2 )-",Sk——nll,M]
€s

s« K, k, i, k1 K, k, k1 K, )
Pi =—[Px1, D Gl B s PR S O PR B i

Az As = p matrixegyenlet megoldisa ez esetben is elvégezhets az
€l6z8 a) pontban ismertetett médon, azaz az A~! reciprokmatrix kanonikus
el6allitisaval. Ez esetben azonban a legcélszeriibb az aldbb ismertetett méd-
szer alkalmazisa. E médszer alkalmazasédnak elényos volta abbdl kovetke-
zik, hogy az (r X r szdm1, egyenként 3m-edrend blokkbé! 4116) A hipermatrix
(amely csak a fédiagonédlisiban és a fédiagondlis alatt tartalmaz nulldtél
kiilonb6z6 blokkokat) féatlojaban 4allé6 valamennyi blokk egy kozénséges
harmadrend® matrixnak és az m-edrendli egységmatrixnak a direkt szorzata-
ként 4llithaté eld. -

Trjuk 4t az As = p egyenletet a kivetkezs alakba :

D, _1s/ ==
Gr—lsr+Dr~2sr—1 = Pr-1
(28) Gr——2 Sr—1 +Dr—3sr——2 : = Pr—2
G2 83 + D]. 82 = p2
Gy se+ Dys; =py
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A (2.8) egyenletrendszer megolddsa nyilvén :

(2.9) s;=D2p 5 s =D [P — Gr sl , | ek SRRt T |
Bevezetve a :
: O =P = P Sy K= 1,2, 0tk
és a
M= —a, —a —by
= Cp — L 0
——dk —-dk mh ]

jeloléseket, minthogy D, = A, X - E, azt nyerjiik, hogy

sk =(Ax'X - E) pg b=r,r—1,...,1
Tehat ez esetben a riderdk meghatdrozasihoz csupin a A,_1, A,—2, ...,

A1, Ao harmadrendii kozonséges matrixok invertalasa szitkséges. Abban a spe-
cidlis esetben pedig, amikor a merididnpoligonok parhuzamos egyenesek :

Ar-1=Ar—2=---=A1=Ao=A
€ el e e

és

a (2.9) képlet a kovetkez6 alakot nyeri:
sk= (A" X% E)p; k=r,r—1,...,1,

; E specidlis esetben tehat egyetlen harmadrendi kozonséges matrix
invertalasa sziikséges.

3. §. Statikailag hatarozatlan tarték rdderéinek szamitisa

Ebben a §-ban annak a — statikailag hatdrozatlan — tarténak vizs-
gélatdval foglalkozunk, amely » darab m oldala gyfirtit, m darab r oldala
merididnpoligont és 2mr darab rdcsrudat tartalmaz (ldsd az 5. dbrdt).

Mint ismeretes (lasd : [1], 458. oldal), a statikailag hatérozatlan tarté
raderinek kiszdmitisa egyrészt a statikai hatérozatlansagot okozé rudak
riderdinek meghatirozisat, mésrészt ezek felhaszndldsiaval az Ggynevezett
Htorzstartd” raderbinek kiszdmitédsat jelenti. A statikai hatérozatlansagot.
okozé rudak raderbinek meghatéarozisira az

@ Xy + 039X, 4. . .+ a1 Xs =0,
2 Xy + 00Xy +. . .+ ag X = b,

.............................

01X + X+ ...+ 0 X = bs

(3.1)
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egyenletrendszer szolgal (14sd : [1], 517. oldal), ahol @i a torzstarté geometriai
és szildrdsagi adataibdl, b; pedig a torzstarté geometriai, szilardsagi és terhe-
lési adataib6l meghatdrozhaté allanddk ; X, a k-adik (statikai hatarozatlan-

Crq C
Cl'm _f‘1 r2 Cf‘s

/

Cir1)1
Cr-tm \"’ Cer-13
YCom/Cos C22\C23
Cim Ca1 Ciz C3
Com Cor Coz Cos
4 Com-)
Ci(m-1)

Com Cim NNCzm Co3 A7|C13 Co3

Cyq Ciz

Co1 Coz

5. dbra
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sdgot, okozd) radban ébredd ismeretlen rider6. A Maxwell-féle Gigynevezett
feleserélhetdségi tételbbl kovetkezik, hogy

'(3'2) ; ajk:ak]‘ .

A jelen paragrafusban vizsgalt tarté torzstartéjat tgy nyerjik, hogy a
statikailag hatdrozatlan tarté valamennyi gyfir(ijét (azaz Osszesen rm darab
rudat) elhagyjuk ; tehéat torzstartoként a 2. §. b) pontjaban térgyalt statikai-
lag hatdrozott tartot vessziik fel. Kovetkezésképpen a (3.1) egyenletrendszer
a vizsgilandé esetben s = rm egyenletb6l all, és ugyanannyi ismeretlent
tartalmaz.

Annak érdekében, hogy a tarté felépitésében mutatkozé ciklikus szim-
metria a statikailag hatérozatlan tarté egyenletrendszerének, illetve az egyen-
letrendszer egyﬁtthatématrixénak felirisiban szembetling legyen, célszerti
a kovetkezd jelolések bevezetése :

X,y jelenti a Oy, és Oy i1 csomopontok kozti gytirtiradban ébred6
ruderot

¢ jelenti a C, .y, 68 Cuyi1 csomopontok tavolsigdnak azon megvéal-
tozésat amelyet a C,, és C,,+1 csomépontok kozil elhagyott gytrirad
helyén hatd ,,egységer()"’ idéz el6. (Nyilvanvald, hogy ay$ = a;.)

buy jelenti a C, , é C,,,, csomépontok tavolsaganak a kiils§ terhelés
hatasara bekovetkez6 megvaltozasat.

A fenti jelolések alkalmazisival a (3.1) egyenletrendszer a

(3.3) Ax =0
matrixegyenletbe foglalhaté Gssze, ahol A = [A;] és A; = Aj;, tovdbba

e : [, i
A,,_C(a”, ;2, a,%, v @y g GgR)

Ugyanis a Maxwell-féle felcserélhet6ségi tételbdl és a tarté felépitésének
ciklikus szimmetriajabol kdvetkezik, hogy

Llpest Sy A {05 St %1
Uy =Ch k1 ©8 Qjp = Ajm hyg -

Tovabba :

gt L TR o G BB E R R - e
ahol Bty
TP SR oy GASN R R O A T WS Y s

A (3.3) matrixegyenlet megolddsa nyilvén :
(3.4) 2=A""D
ahol az (1.14) és (1.15) osszefiiggések szerint :

ﬂ 1

(3.5) A7l = [AO X+ Py 4 v Ko P,—i—Am X - PJ

V= =1 : 2
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ha m paros szém, illetve
m—1

£ 9T 2007
(3.6) Alz‘—ﬁ Ay X -Py+2 Q'Aylx-Pv],

v=1

ha m pératlan szam.
A sajatértékek és a Py, P;,..., P, illetve P, _ ;| projektorok az

2 2
(1.7), illetve (1.10), (1.11) és (1.12) képletekbSl nyerhetSk. (Ez esetben :
Ay, jie = Wy, 1y -) '

(Beérkezett : 1956. VII. 2.)
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OMPEOEJNEHUE CTEP)XHEBbBIX CWUJI TMPOCTPAHCTBEHHbBLIX PEIETYATbBIX
OIOP C LIMKJIMYECKOW CMMMETPHUEN C INOMOILUBIO TMITEPMATPUIL]

E. BERES, V. LOVASS-NAGY u J. SZABO

Pesome

M3BeCTHO, UTO CHCTEMBI JIMHEHHBIX anredpanvyecKnX ypaBHEHHI, ciry Kalue Uil BhluMC-
JICHHST CTEPYKHEBBIX CHJI IMPOCTPAHCTBEHHBIX PEINETYATBIX OII0P, MOTYT OBITh IPEACTABJIECHBI
€/INHCTBEHHBIM MAaTPUYHBLIM ypaBHeHHeM. Ecam 1mocTpoeHne npocTpaHCTBEHHON pemeryaroit
01opsbl 001a/1a8T HUKIHUECKONH CHMMETpHei, MaTpuia KodQUIUUEHTOB MATPUUHOT'O YPABHEHU ST
MOYKeT ObITh paséuTa Ha HUKINYECKne 0J0KH. ABTOPBI — € MOMOILIbIO T'HIIEPMATPUYHOTO AJIT0-
pupma J. EGERVARY — paspa0daTblBalOT METOJA CHEKTPAIbHOI'0 PasbmeHnsi MaTpuilbl Kod(-
(unmenToB. ITpumeHsist 9TOT METO[, TMIEPMATPULA, COCTOSIIAS M3 UMKIMYeCKuX OJI0KOB,
MOIKET OBITb HPEACTABJICHA B BH/IE CYMMBI CJIAraeMbIX, KaXK10€ U3 KOTOPBIX SIBJISIETCST ITPSIMBIM
IPOU3BEICHNEM MAaTPUILBI, CO3/IAHHOH U3 COOCTBEHHBIX 3HAYCHU I OJI0KOB, 11 COOCTBEHHOM JHa/bl,
OTHOCSIIIEHCS] K COOTBETCTBYIOIIEMY COOCTBEHHOMY 3HAYEHHIO. DTOT METOJ JAeT eIMHBIE M
0003puMbIe HOPMYJIBI TSI ONPEIEICHUSI CTEPIKHEBBIX CMJI, KAK B CJy4ae CTaTHYECKH OIpe-
JICJICHHBIX, TAK M B CJyyYae CTATHYECKH HEOQIPEAEJIEHHBIX PEIeTYaThIX OI0p, TAK KAaK CBOAUT
o0pamenie MaTpuibl Ko3GOUIMEHTOB K BBIUMCICHN IO MATPUILl, 00PATHOW MaTpULlaM cOOCTBEH-
HbIX 3HAYEHHH (MOPSIOK KOTOPBIX HHMYKE YEM MOPSA0K AAHHON MaTpuilbl KOIGHULIMEHTOB).

8 A Matematikai Kutat6 Intézet Kozleményei 1./4,
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UBER EINE ANWENDUNG DER HYPERMATRIZEN BEI DER BERECHNUNG
" VON RAUMLICHEN FACHWERKEN MIT ZYKLISCHER SYMMETRIE

E. BERES, V. LOVASS-NAGY und J. SZABO

Zusammenfassung

Bekanntlich lassen sich die linearen algebraischen Gleichungen, welche zur
Berechnung von Spannkriften rdumlicher Fachwerke dienen, zu einer einzigen Mat-
rizengleichung zusammenfassen. Hat das Fachwerk eine zyklische Struktur, dann lésst
sich die Koeffizientenmatrix dieser Matrizengleichung in zyklische Blocke zerlegen.
Mit Hilfe der EceErRvARY’schen Hypermatrizenalgorithmus entwickeln die Verfasser
eine Methode zur Spektralzerlegung der Koeffizientenmatrix. Hierbei erscheint die aus
zyklischen Blocken bestehende Hypermatrix als eine Summe, deren Glieder direkte
Produkte von Eigenwert-Matrizen und der entsprechenden Eigen-Dyaden sind. Diese
Methode liefert einheitliche und iibersichtliche Loésungsformeln zur Berechnung der
Spannkriiften statisch bestimmter wie statisch unbestimmter réumlicher Fachwerke,
sie fiithrt ndmlich die Inversion der Koeffizientenmatrix zur Berechnung von Reciprok-
matrizen der Eigenwert-Matrizen der Block zuriick.

sesdl
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