A MATRIXELMELET ALKALMAZASA
EGYES SZILARDSAGTANI PROBLEMAKAT LEfRO PARCIALIS
DIFFERENCIALEGYENLETEK KOZELITO MEGOLDASANAL

SZABO JANOSY

Az aldbbiakban szerzé a rugalmassigtan és a szildrdsidgtan péarosrendii
linedris parcidlis differencidlegyenleteinek kozelit6 megoldésival kivan fog-
lalkozni. A kozelité megoldas alapjat a fiiggvénydifferencidk segitségével
felirhaté differenciaegyenletrendszer megoldasa képezi. Ez az eljirds az al-
kalmazott matematikiban és a szilirdsdgtanban altaldnosan ismert, mint az
[11, [2], [3], [4], [6] és [6], kizkézen forgd irodalom is jelzi. EGERVARY
JENG kezdeményezésére (lasd [7] és [8]) a jol ismert m-edrendli C,, konti-
nuans matrix segitségével a masodik fiiggvénydifferencidk kozvetleniil fel-
irhaték, és € kanonikus alakjanak felhasznalasiaval egy péarosrend(i lineéris
differenciaegyenlet rezolvens- matrixa direkt kifejezhets. Jelen dolgozatban
ismertetjiik a parcidlis differenciahdnyadosok képzését a € kontinudns métrix
segitségével, tovabbd bemutatjuk parcialis differenciaegyenletek megoldésé-
nak médjat kiilonboz6 kertiletértékek mellett. Az alkalmazis lehet&ségeit a
dolgozatban téargyalt példak illusztraljak.

A dolgozat olyan fiiggvényekkel fogldlkozﬂ( melyek egy derékszogii-
negyszog alapra]zu tartomany mxn szamu bels§ pontjaban vannak értel-
mezve ¢és a tartomany keriilotén a fiiggvényértékek elirhaték, illet6leg szi-
lardsagtani dsszefiiggések (Llap]an meghatarozhaték. A tartomany alaprajzit
hatérolé I, I, oldala derékszogii- negyszog I, hosszlisagt oldalat x, I, hosszsagh
oldalat y tengelykent valasztva, és I, oldalt m + 1,1, oldalt n + 1 részre osztva,
az osztaspontokhoz mint az (z, y) Slk pontjainak koordmatcuhoz tartozé pon-

tokban értelmezett F(x,y) fliggvényt a tovibbiakban

. F(aj, bk) = F jx
(1)
L, 1,
Ax=a= U ING e e
m—+ 1 n -+ 1

médon jelolhetjitk. Az mxn sziml belsé ponthoz tartozé Fj, fliggvényérté-
keket az 2 :
: Fy Fip ... Fyy

(2) [ijJ:F: F21 F22 ... an

leFm2--- an

1) Epitéipari és Kozlekedési Miiszaki Egyetem, Matematikai Tanszék.
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téglalap-métrixban foglalhatjuk ©Ossze. Kénnyen belathaté, hogy ha a kerii-
letértékek nulldval egyenlék, azaz
Fio=Fjnia=Fox=Fps1,6=0

(3) ]
1 =000 me el == 0l Tiniel

akkor az Fj, masodik differenciahdnyadosai a € kontinudns métrix felhasz-
nalasaval igy irhatok :

2 A2F,
) (5) [—A F”‘]=icmF;[ F”‘]:—I-Fcn,
Az | @

ahol C, egy m-edrendl kontinudns méatrix,

Gy g ssiniae
GO

(6) PR T W S SR & U0
0. . 00 —2

és C, egy n-edrendii kontinudns matrix.
A C, matrix sajatértékei :

e ;
7 A== 4 SIN2 e = o) M)
(7) mj Sm T T) (j )

és sajatvektorai az u.;, illetve wup; vektorok (a * transzpondltat jelent), ahol

2 ; J7T 2T . mjm
8 IR v e S WS L o R ST A )
(8) Unmj V 1[sm 7 > sin [ oosin ik

Hasonléképpen ismertek a C, sajatértékei (4,.) és sajatvektorai (un,
uk,) is.? A C matrix sajatvektoraib6l képzett w; u* projektorokat Uj;-vel
szokés jelolni, tehét :

(9) Cn= '_«‘}*ijmj Sl == _;j}‘nkUnk
j=1 k=1
' I, ha h=j
10 R W U N
( ) mh mj hj j hj 10, hin h#j .
ahol
(11) Unj= UmjUm , Unt = W uly .

%) Lasd pl. [7], 456 —457. oldalak.
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Egy valds elemekb6l 4ll6 tetszésszerinti P téglalapmatrix — melynek
m sora €s m oszlopa van — el6allithaté

(12) P—V,D;V*
alakban, ahol a Dy egyiitthatomdiriz elemeit a
(13) 3% Dp.==V:PV..

Osszefiiggés szolgaltatja. A (12) és (13) képletekben szerepl6 V,,, illetve V,
méatrixok a C,,, illetve G, kontinudns métrixok oszlopvektoraibdl alkotott sor-
matrixokat jelentik :

Vm = [uml, Um2, - - -, umm]

(14)
vn = [unl, Upe, - - -, unn]

Ugyanis, mint kénnyen belathato,

_“:1
s =
(15) Viu Vo = {01, Ums, < - < s W8] e 2' Upmj u:j = En
=l
| Wrm_
_u;‘u s
* o
(16) YENV =1 0 s 2 ) = B
| wmm_
és hasonloképpen
(17) V.V* =E,
(18) ViV, —E,

ahol E,,, illetve E, az m-edrendi, illetve n-edrendfi egységmétrixokat jeloli.
A G, illetve C, konstinudns matrixok sajatértékeibdl alkotott diagondl-
matrixokat

Am = <1m1 1m2, sy Amm>

(19)
Aii = nii Angy o e, Ann)
moédon jelolve irhatjuk :
(20) Cn=VnAnVE
(21) ) : G =VaA,Vy .
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Foglalkozzunk ezek utén a

() 3 SeaCFC =P
a B

els6fokt métrixegyenlet megoldasaval (itt P az adott, F a keresett téglalap-

matrix).?
A (20) és (21) kanonikus alakok felhasznéldsdval irhatjuk :

@3) V(S S 0 ALVEFV,AL) V2 — V,, DpV¥ *
; ﬁ

Ebbél az egyenletbdl (12) és (13) figyelembevételével és

(24) NTEY, — Dy

alapjan nyilvanvald, hogy

(25) : _‘_ _:_ ¢,s A DeAj = Dy
tehat a

(26) De = [dejx] és Dg = [drj]
méatrixok elemei kozott a

(27) drji (7 = o A2 A8) = dej

osszefiiggés 4ll fenn. Eszerint a Dp egylitthatomatrix elemeibél a Dyr matrix
elemei kozvetlentl kiszdmithatok.

Egy0<a<1,0 <y < I, derékszogli négyszog alapra]zu tartoman) on
beliil értelmezett F (x, y) fiiggvény — mels mek értéke és parcidlis derivaltjai-

3) Megjegyzendd, hogy a (22) linearis métrixegyenlet megolddsat jelenté F mét-
rixot definialhatjuk Ggy, mint a

VN 0 )
S S VL T B
= = Y0 g~ UBY)

a

parosrendii parcidlis differencialegyenletet és a derékszogili négyszog alaprajzt G tar-
tomany I' peremén el6irt
{\‘Vb 02 +2 f(x, y)

1
7 - T ayz,,*}; = g(x, y)

(=120, a1 S arigs B oY)

keriileti feltételt kielégité f(z, y) fiiggvényt a G tartomany belsé m X n szdmu pontjéa-
ban kozelitéleg megado

= [Fpl ~ [f(jAx, kAy)]
matrixot is. A (22) egyenlet jobboldalan 4ll6 matrix ugyanis
P—Q+R
alaku, ahol Q = [Qjk] = [q(jAw, kAy)] és R a peremfeltételeket magaba foglalé métrix.
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nak értéke is a tartomény keriiletén nullaval egyenlé — pérosrendii parcidlis
differencialhanyadosainak értéke a tartomény nxm szdmua bels6 pontjiban

— n és m megfelel6 megvalasztdsa mellett el6irt pontossiggal — megkoze-
lithet6

A
(28) TR ' (2a + 28 = 2y)

alaku differencia-hdnyadosokkal, ahol

T L

(29) T . on+t1

Fy=PF(ja, kb) ; j=12,...,m; k=1,2,...,n

Tovébbé konnyen ellendrizhetd, hogy a (28) alatti differenciahédnyado-
sok értékeit — mint elemeket — tartalmaz6 métrix a C3,, illetve C£ kontinuéns
matrix-fiiggvényekkel balrdl, illetve jobbrol valé szorzéssal eldallithaté :

kot B
e [ 2 p2b ]— prorral L F = [Fy] .

Az elmondottak alapjan most mar lathat6, hogy egy péarosrendii két-
valtozos linedris parcidlis differencidlegyenlet kozelithet6 megoldédsa homogén
keriileti feltételek mellett direkt iton megadhato.

Példaul a rugalmas lemezek alakvaltozasit leiré Lagrange-féle’ differen-
cidlegyenlet

o'w 4w 0w
(31) + 2 b Lol
oxt 0% 9y? oyt D
(ahol ¢ = a lemez sikjira merSleges megoszlé teher intenzitésa
3
D = a lemez hajlitémerevsége : D = T
- 12 (1—p2)
h = a lemez vastagsiga
E = a lemez anyaginak rugalmassigi modulusa
u == a hardntnyulési tényezs :
w = alemez kozépsikjinak az eredeti helyzetére meréleges elmozduldsa)

kozelité megoldasat (keriiletén szabadon felfekvé lemez esetében) szolgéltaté
matrixegyenlet
1

(32) =

2 1
2 P LT e =
C2F + Ap C,FC,+ > re.=»r

~ alakban irhaté fel, ahol F=[w;] , P =[Pyl]labD és Py a (j, k) cso-
mépontban koncentraltan haté terhelés. A (32) egyenletbdl a Dp = [dpy]
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egyiitthatématrix? ismeretében F egyutthatomatrlxa Dg, kozvetleniil ki-
szamithato :

33 Ao
(33) Dy s 2 [ L ]
D (b2lmj S azlnk)z

A pérosrendu parcidlis kétvéaltozos linearis differencidlegyenletek fent
ismertetett kozelité megoldéasa, ismert — nullatél kiilonboz6 — keriileti fel-
tételek esetén is alkalmazhaté. Jeloljik az F(x, y) fuggveny — az (I, 1)
tartomany mxn szAma belsé és 2m -+ 2n + 4 szdmu keriileti pontjiban —
megadott értékeit tartalmazé m -+ 2 sorbdl és n + 2 oszlopb6l 4ll6 métrixot
Fy-lal, akkor a kordbbi jelolések alkalmazisival :

Foo f}k Fo ni1

(34) Fo=|1 Mool ' (m +2 sor

és n + 2 oszlop).
S s 43 P)

Feltételezve, hogy a masodik differencialhdnyadosok a peremen nulldval
egyenl8k, az mxn szaml belsé ponthoz tartozé masodik differenciahdnya-
dosok értékeit tartalmazé matrixok :

Aszk AzF'k 1
S| 5)-peree

A2 a?
(35) i
. AFy] [AF] 1
o]l grese
ahol
_ff—(l
0.1
0 |3
(36) : b —
| T2 |m
2 1
(37) d)yZ[fb,O,O, )f]] .

4P egyutthatométnxa. a (7, k) csomGpontban 4116 egyetlen koncentralt erd
(Pjk = 1) esetén P = ejef alapjan igen egyszerfien kiszémithaté :

Dp = ,Vm ejek Va

azaz Dp a Vi, j-edik oszlopabél és a Vp k-adik sorab6l komponalt diddokbél all. (ej, illetve
e, a j-edik, illetve k-adik egységvektor.)
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Hasonléképpen lehet megfogalmazni a derivalt fiiggvények keriiletérték
elbirdsait is. Példaul a [9]-ben targyalt elliptikus paraboloid alakt héj ers-
jatékat héteher hatésara egy :

2 2
(38) L0 o Oy
0y> an?

alakt mésodrendii homogén linedris parcidlis differencidlegyenlet irja le. Kerii-
leti feltételek :

Sy a0 Ddel TRl
(39)
Sy = 00 iha iy = EieRison=— 7 =

A (38) egyenlet kozelit6 megoldisa tehat az

F= [Syjk]
(40) . q
a | —— .* e e o ogced 1’ 1’ L ] ].
2 =f; 26 [ ]
roviditések bevezetésével
a B Ry A
(41) EFC”_I_;:{C’"F_—;@X”P'

A (41) egyenlet megolddsanak menete — Osszefoglalva a kordbban elmondot-
takat :

1? Ismerteknek tételezhetSk fel a G, illetve C, kontinuidns mitrixok sajit-
vektoraibdl, illetve sajatértékeibsl alkothaté V,,, V¥ V.. V¥ transzfor-
malé méatrixok, illetve A, A, diagondlmitrixok ;

2. A P = — ¢, téglalap-méatrixhoz tartozé egyiitthatématrix kiszdmithaté a

De = V;k-z P Vn
képlettel ;

3° Az ismeretlen F méatrix Dy egylitthatométrixdnak elemei kifejezhetSk
Dy elemeinek fiiggvényében, példaul a (41) egyenlethél :

2b2d A
DF:[dij]:[ : & P;k ]
(42) b2 BAmj =+ a? ol
De = [dej] ;

47 A Dy egyiitthatéméatrix birtokdban a transzformilé matrixok segitségé-
vel F kiszamithato :

(43) R e N DR
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Befejezésiil megemlitjiik, hogy az egyszersmindenkorra tablazatba
foglalhaté kiillonb6z6 rendszimt V transzformélé métrixok kiszdmitdsa,
egyes numerikus feladatok megoldasa esetén, feleslegessé valik. A szdmitds —
mivel valészinfileg elényGsen programozhaté — nagyteljesitményti elektroni-
kus szamologép segitségével rendkiviil gyorsan elvégezhetd.
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[MPUMEHEHUE MATPUYHOI'O UCHUCJIEHUA K IMTPUBJIMKEHHOMY PELIIEHUIO
MUOOEPEHLIMAJIBHBIX YPABHEHUI B YACTHBIX IMPOU3BOAHbBIX, OINUCHI-
BAIOLIIMX HEKOTOPBIE IMPOBJIEMbl TEOPHMH VIIPYTI'OCTH

J. SZABO

Pesiome

PaGora paccmarpuBaer npubanyKEHHOE pelleHue JIMHEHHBIX An(@epeHnanbHbIX ypas-
HEHUIi YeTHOro MopsiZika ¢ JABYMsI IEPEMEHHBIMU C IIOMOLIbIO CUCTEMBbI YPABHEHMI B KOHEUHBIX
PasHOCTSIX B ciy4ae, KOIJla M3BECTHBI I'paHuyHble 3HaueHusl. [To muunmatuse J. EGERVARY
KOHEYHbIC PA3HOCTH YETHOIo MOPs/IKAa MOYKHO 00pa30BBIBATH C IOMOILBIO XOPOLIO M3BECTHOM
- KoHTuHyantHoit marpuusl C. ITyctb pyHkums F(z, y) onpejeneHa B HEKOTOPOM IPSMOYIoJib-
HUKe, npsivoyrosbHass marpuna F = [Fjk] cocrosamasi u3 m psiioB U 7 CTOJ0UEB, JAeT ee
3HAUEHUST B 7 X N BHYTPEHHMX TOUKaX. ABTOP II0KA3bIBAET, YTO YMHO)Kasl €e cjieBa Ha CTe-
NeHNM KOHTUHYAHTHOU MaTpuubl m-ro mnopsiika Cm M, COOTBETCTBEHHO, CIIPABA HA CTEICHH
KOHTUHYAHTHOH MaTpuil Cp-B cliyyae OJHOPOIHBIX TPAHUYHBIX YCJI0BUI — MOryT ObITh 00pa-
30BaHbl - OTHOCSIIMECS] K M X7 BHYTPEHHHM TOYKaM 00J1aCTH KOHEUYHBIE PA3HOCTH YETHOIO
nopsiika Ha OCHOBaHUM (OopMyJIbI {

A%y Fig e i a Sl
[Ziza Ayr—a) ] T (M) (Ay)v-a) T cloh B

B nacrosueit pabore aBTop Ha JABYX NPUMEPAaX IMOKAa3bIBAET, UTO MEYKIY 3JEMEHTAMHU
maTpui KodppurmentoB DF u Dp oTHOcsmmXcs K marpunam Fp u coorsercrsenHo P, coxep-
YKAUMX M X 7 3HAYCHHI HEM3BECTHOW (YHKLMH M COOTBETCTBEHHO BO3MylIalomiel QyHKUuM,
(Gurypupyonmx B ypaBHEHUSIX B KOHEYHBIX PA3HOCTSIX, OMMCHIBAIOIMX U3BECTHHIE I'DAHNYHbBIE
3alauu TEOPUM YTPYTOCTH, MOYKET OBITh JaHO IPUTOAHOE JUISl YMCJIEHHBIX BBIYMCIEHUH COOT-
Howenue, Mexxay marpuneif F u oTHocsmeiicsl K Heit marpuue xodpduumentos D npeobpa-
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syromume marpuibl Vim Vi 1 00pasyemble 13 cOOCTBEHHBIX BEKTOPOB KOHTHHYAHTHBIX MaTpPHI{

*
Cm u COOTB. Cn*cosuae'r cBsi3b B hopme F ViDV5 u coots. D = Vi FVj, TaK, 4T0 Cm = VmAmVm
u Cn = VaAnyVp, rie Am 1 Ap uaroHanbHbIE MaTPHIbl, 00pa30BaHble U3 COOCTBEHHBIX 3HA-
yenuit Cm u cootB. Cy.

UBER EINE ANWENDUNG DER MATRIZENRECHNUNG ZUR NAHERUNGS-
LOSUNG VON GEWISSEN PARTIELLEN DIFFERENTIALGLEICHUNGEN
: DER FESTIGKEITSLEHRE

J. SZABO

Zusammenfassung

Verfasser bemerkt, dass in dem Falle, wenn die Unbekannten eines zweidimen-
sionalen Problems in einem quadratischen bzw. rechteckigen Matrix zusammengefasst
werden, die zweiten partiellen Differenzenquotienten nach den zwei unabhéngigen
Verénderlichen (2, ¥) mit gleichzeitiger Beriicksichtigung der Randbedingungen durch
rechtsbzw. links-seitige Multiplikation mit einer Kontinuanten-Matrix (C) herstellbar
sind. Es sei zum Beispiel die Funktion F(z, y) durch eine Matrix F = [Fj] von m Zeilen
und 7~ Spalten angendhert, deren Elemente in den mxn Punkten eines rechteckigen
Netzes den Werten der Funktion F gleich sind, d. b.: Fjx = F(zj, xx), dann gilt die
Formel

[AQZHL(?"" Yi) ,] i 2 CCFC° .
Aza Ayiy—a) (Az)2 (Ay)Ay—a) “m>n

- Auf diese Weise erhilt Verfasser eine allgemeine lineare Matrizengleichung ;
zur Losung von derartigen Gleichungen wird in der Literatur meistens die Anwendung
der Nivellateur vorgeschlagen. Im Gegensatz hierzu entwickelt Verfasser eine, auch
zur maschinelle Rechnung gut anwendbare, Losungsmethode, welche die bekannten
Projektoren (Idempotente-Komponenten) der Kontinuanten-Matrix € verwendet. Die
auf diese Weise erhaltene Losung kann als die endliche Fouriersche Entwicklung der
gesuchten Grossen gedeutet werden.



	1. kötet / 4.sz.�����������������������
	SZABÓ J.: A mátrixelmélet alkalmazása egyes szilárdságtani problémákat leíró parciális differenciálegyenletek közelítő megoldásánál������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

	Oldalszámok������������������
	623����������
	624����������
	625����������
	626����������
	627����������
	628����������
	629����������
	630����������
	631����������


