
A MÁTRIXELMÉLET ALKALMAZÁSA 
EGYES SZILÁRDSÁGTANI PROBLÉMÁKAT LEÍRÓ PARCIÁLIS 

DIFFERENCIÁLEGYENLETEK KÖZELÍTŐ' MEGOLDÁSÁNÁL 

SZABÓ JÁNOS1) 

Az alábbiakban szerző a rugalmasságtan és a szilárdságtan párosrendű 
lineáris parciális differenciálegyenleteinek közelítő megoldásával kíván fog-
lalkozni. A közelítő megoldás alapját a függvénydifferenciák segítségével 
felírható differenciaegyenletrendszer megoldása képezi. Ez az eljárás az al-
kalmazott matematikában és a szilárdságtanban általánosan ismert, mint az 
[ 1 ] , [ 2 ] , [ 3 ] , [ 4 ] , [ 5 ] és [ 6 ] , közkézen forgó irodalom is jelzi. E G E R V Á R Y 

J E N Ő kezdeményezésére (lásd [7] és [8]) a jól ismert m-edrendű Cm konti-
nuáns mátrix segítségével a második függvénydifferenciák közvetlenül fel-
írhatok, és С kanonikus alakjának felhasználásával egy párosrendű lineáris 
differenciaegyenlet rezolvens-mátrixa direkt kifejezhető. Jelen dolgozatban 
ismertetjük a parciális differenciahányadosok képzését а С kontinuáns mátrix 
segítségével, továbbá bemutat juk parciális differenciaegyenletek megoldásá-
nak módjá t különböző kerületórtékek mellett. Az alkalmazás lehetőségeit a 
dolgozatban tárgyalt példák illusztrálják. 

A dolgozat olyan függvényekkel foglalkozik, melyek egy derékszögű-
négyszög alaprajzú tar tomány m x n számú belső pontjában vannak értel-
mezve és a tartomány kerületén a függvényértékek előírhatók, illetőleg szi-
lárdságtani összefüggések alapján meghatározhatók. A tartomány alaprajzát 
határoló lx, ly oldalú derékszögű-négyszög lx hosszúságú oldalát x, ly hosszúságú 
oldalát у tengelyként választva, és lx oldalt m 1, ly oldalt n + 1 részre osztva, 
az osztáspontokhoz mint az (x, y) sík pontjainak koordinátáihoz tartozó pon-
tokban értelmezett F(x, y) függvényt a továbbiakban 

F(aj, Ък) = Fjk 
(1) 

Ax = a = — ; А г/ = & = ———-
m + 1 n + 1 

módon jelölhetjük. Az mxn számú belső ponthoz tartozó Fjk függvényérté-
keket az 

(2) 

~F n 
F 21 

F12 . 

F 22 • 
• Fln  

• F2n 

_Fm í F m 2 • • Fmn 

4 Építőipari és Közlekedési Műszaki Egyetem, Matematikai Tanszék. 
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11 A Matematikai Kutató Intézet Közleményei X./4. 
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téglalap-mátrixban foglalhatjuk össze. Könnyen belátható, hogy ha a kerü-
letértékek nullával egyenlők, azaz 

(3) 
Fj, о = Fj, n+i = Fo, к — Fm+i, 4 = 0 
j =0,1, ... , та + 1 ; к = 0, 1, .. .,п + 1, 

akkor az Fjk második differenciahányadosai а С kontinuáns mátrix felhasz-
nálásával így írhatók : 

(4) (5) A2-F/4  

Да;2 = - C m F ; 
a2 

A 2 Fi jk 
L At/2 

ahol Cm egy m-edrendű kontinuáns mátrix, 

~~— 2 1 0 . . 0 ~ 

1 - 2 1 . . 0 

(6) Gm — 0 1 - 2 . . 0 

0 0 0 . . . - 2 

és C„ egy ад-edrendű kontinuáns mátrix. 
A Cm mátr ix sajátértékei : 

(?) K j = - 4 sin2 ул (j = 1, 2, . . . , m) 
2(m + 1) 

és sajátvektorai az umj, illetve u*,j vektorok (a * transzponáltat jelent), ahol 

2 jn (8) m + 1 sin JTt sin 
mjn 

——:—— , am — , . . . , sm —- — 
m + 1 m 1 да + 1 

Hasonlóképpen ismertek a Cn sajátértékei (hnk) és sajátvektorai {unk> 
u*k) is.2) А С mátrix sajátvektoraihói képzett w, u* projektorokat Uy-vel 
szokás jelölni, tehát : 

(9) 

(10) 

ahol 

( И ) 

= Ki U m l ; " c „ = 2 
J=1 *=1 

T I И Ä тт x (1 , ha Л = / ' = Ohj KJmj , Ohj — . 

(0 , ha Тьфу , 

Umy = UmjU*j , Vnk = UnkU*k . 2> Lásd pl. [7], 456 -457 . oldalak. 
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Egy valós elemekből álló tetszésszerinti P téglalapmátrix — melynek 
m sora és n oszlopa van — előállítható 

'(12) P = VmDPV* 

alakban, ahol a DP együtthatómátrix elemeit a 

(13) Dp = V* P V„ 

összefüggés szolgáltatja. A (12) és (13) képletekben szereplő \ m , illetve V„ 
mátrixok a Cm, illót ve Cn kontinuáns mátrixok oszlopvektoraiból alkotott sor-
mátrixokat jelentik : 

(14) Vm — ["ml! »m2, . . . , tlmm] 
V„ = [»ni, Им2, • • - , »MM] 

Ugyanis, mint könnyen belátható, 

(15) Vmv* — [ » m l , » m 2 , • • • , » m / 7 7 ] 

7771 

-'7П2 
-- ^ Umj Umj = Em 

(16) V* V — 
* m T 771 — 

» m l 

»7712 

_"mm 

[ » m i i » m 2 • • • , »771m] — E m , 

és hasonlóképpen 

(17) 

(18) 

V n V* = Ем 

V*VM = E, 

ahol Em, illetve E„ az m-edrendű, illetve те-edrendű egységmátrixokat jelöli. 
A Cm, illetve Cn konstinuáns mátrixok sajátértékeiből alkotott diagonál-

mátrixokat 

(19) 

módon jelölve írhatjuk 

(20) 

(21) 

A m — ß m l Л т 2 , . . . , A m m > 

AM = ( A „ 1 , AM2, • • - , А м м ) 

Cm — V m AmVm 

См = Vm A MV* . 

11* 
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Foglalkozzunk ezek után a 

(22) = p 
a p 

elsőfokú mátrixegyenlet megoldásával (itt P az adot t , F a keresett téglalap-
mátrix).3 ' 

A (20) és (21) kanonikus alakok felhasználásával írhatjuk : 

( 2 3 ) V M ( 2 > ' C A ß A M V * F V „ A ( 0 V * = V M D P V * . 
a ß 

Ebből az egyenletből (12) és (13) figyelembevételével és 

( 2 4 ) V * F V „ = D F 

alapján nyilvánvaló, hogy 

(25) = 

a ß 
tehát a 

(26) DP = [dpß] és DF = [dFjk] 
mátrixok elemei között a 
(27) d f j k {22 22 Caß Kj A&) = dpjk 

a ß 
összefüggés áll fenn. Eszerint a DP együtthatómátrix elemeiből a D F mátrix 
elemei közvetlenül kiszámíthatók. 

Egy 0 g x g ly, 0 g y g lx derékszögű négyszög alaprajzú tartományon 
belül értelmezett F (x, y) függvény —- melynek értéke és parciális deriváltjai-

3) Megjegyzendő, hogy a (22) lineáris mátrixegyenlet megoldását jelentő F mát-
rixot definiálhatjuk úgy, mint a 

— — "aß дх2"ду2Р ~ q( ' У) 

párosrendű parciális differenciálegyenletet és a derékszögű négyszög alaprajzú G tar-
tomány Г peremén előírt 

J У У b ^ - ^ ' У Ц - Ы с с и) — dy2v j ~ 9(X' У) 

(p = l , 2 , . . . , a - l ; Р = 1,2, . . . , / 8 - 1 ) 

kerületi feltételt kielégítő ](x, y) függvényt a G t a r tomány belső гахя számú pontjá-
ban közelítőleg megadó 

F =[Fjk]ttU(j&x, kAy)] 

mátrixot is. A (22) egyenlet jobboldalán álló mátrix ugyanis 

P = Q + R 

alakú, ahol Q = [Qjki = [q{jAx, kAy)] és R a peremfeltételeket magába foglaló mátrix. 
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nak értéke is a t a r tomány kerületén nullával egyenlő — párosrendű parciális 
differenciálhányadosainak értéke a tar tomány nxm szánni belső pont jában 
— n és m megfelelő megválasztása mellett előírt pontossággal — megköze-
líthető 

Д 2 у Г 

(28) (2a + 2ß = 2y) 

alakú differencia-hányadosokkal, ahol 

lx , l a = 
(29) m + 1 n + 1 

Fjk = F (ja, Щ ; j = 1, 2 m ; к = 1, 2, ..., n 

Továbbá könnyen ellenőrizhető, hogy a (28) a la t t i differenciahányado-
sok értékeit — mint elemeket — tar ta lmazó mátrix a C],, illetve kontinuáns 
mátrix-függvényekkel balról, illetve jobbról való szorzással előállítható : 

(30) A 2 F j k 

a2" bW 

Az elmondottak alapján most már látható, hogy egy párosrendű két-
változós lineáris parciális differenciálegyenlet közelíthető megoldása homogén 
kerületi feltételek mellett direkt ú ton megadható. 

Például a rugalmas lemezek alakváltozását leíró Lagrange-féle* differen-
ciálegyenlet 

(31) + ^ = Х 
дх4 дх2 by2 9y* D 

(ahol q — a lemez s íkjára merőleges megoszló teher intenzitása 

D = a lemez hajlítómerevsége : D = — 
ë 1 2 ( 1 — p.2) 

h = a lemez vastagsága 
E = a lemez anyagának rugalmassági modulusa 
y = a harántnyúlási tényező 
w — a lemez középsíkjának az eredeti helyzetére merőleges elmozdulása) 

közelítő megoldását (kerületén szabadon felfekvő lemez esetében) szolgáltató 
mátrixegyenlet 

(32) J _ C 2 , f + - ^ — C m FC n + ^ - F C „ = P 
a 4 a2b2 Ы 

alakban í rható fel, ahol F = [wjk] , P = [Pjk]jablJ és Pjk a ( j , k) cso-
mópontban koncentráltan ható terhelés. A (32) egyenletből a DP = [dp,//] 
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együtthatómátrix4> ismeretében F együtthatómátrixa, DF , közvetlenül ki-
számítható : 

(33) D F 
P J , aw 
[dFjk] = D 

iPjk 
(b4mj + аЧпк)2 

A párosrendű parciális kétváltozós lineáris differenciálegyenletek fent 
ismertetett közelítő megoldása, ismert — nullától különböző — kerületi fel-
tételek esetén is alkalmazható. Jelöljük az F(x,y) függvény — az (lx, ly) 
tar tomány m x « számú belső és 2m j - 2те + 4 számú kerületi pontjában — 
megadott értékeit tartalmazó m + 2 sorból és те + 2 oszlopból álló mátrixot 
F0-lal, akkor a korábbi jelölések alkalmazásával : 

Boo f f Bo.n+1 
(34) F0 = tb F f j ( тег 4 2 sor (34) 

r* la Fm+l, n + l_ 
és те + 2 oszlop) 

Feltételezve, hogy a második differenciálhányadosok a peremen nullával 
egyenlők, az тег x те számú belső ponthoz tartozó második differenciahánya-
dosok értékeit tartalmazó mátrixok : 

(35) 

ahol 

(36) 

(37) 

A *Fjk A 2Fjk- 1 

Ax2 a2 " о 2 

A *Fjk 1 

Ay2 ъ2 ~ а2 • f C m + Ф, 

фх = 

77 
о 

0 

u_|m) 

1 n 
Ф у - Й . о . 0 , . . . , / л 

4) P együt tha tómátr ixa a ( j , k) csomópontban álló egyetlen koncentrál t erő 
(Pjk = 1) esetén P = eye* a lap ján igen egyszerűen kiszámítható : 

Dp = Vm ey e* V„ 

azaz Dp а V,* j-edik oszlopából és a V„ Lad ik sorából komponált diádokból áll. (ey, illetve 
e k a j-edik, ületve L a d i k egységvektor.) 
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Hasonlóképpen lehet megfogalmazni a derivált függvények kerületérték 
előírásait is. Például a [9]-ben tárgyalt elliptikus paraboloid alakú héj erő-
játékát hóteher hatására egy 

(38) + 
9у2 дх2 

alakú másodrendű homogén lineáris parciális differenciálegyenlet ír ja le. Kerü-
leti feltételek : 

S у = , ha x = 0 és x = L 
(39) 2ß 

S y = 0 , ha у = 0 és у = ly . 

А (38) egyenlet közelítő megoldása tehát az 

F= LSyjk] 
(40) n 

/ а * = / / = - ~ [ 1 . 1 . " - . 1] 
2p 

rövidítések bevezetésével 

(41) FCn + 4 C m F = - А Фх = P -
о2 а2 а2 

А (41) egyenlet megoldásának menete — összefoglalva a korábban elmondot-
takat : 
1? Ismerteknek tételezlietők fel a Cm, illetve C„ kontínuáns mátrixok saját-

vektoraiból, illetve sajátértékeiből alkotható Vm, V*, \ n . V* transzfor-
máló mátrixok, illetve Am, An diagonálmátrixok ; 

2°. A P . = — фх téglalap-mátrixhoz tartozó együtthatómátrix kiszámítható a 

DP = V*PV„ 
képlettel ; 

3? Az ismeretlen F mátrix DF együtthatómátrixának elemei kifejezhetők 
Dp elemeinek függvényében, például a (41) egyenletből : 

DF = [cüy/t] 
(42) 

a2 b2 dpjk 

J>2 ßl-mj a2 a.?.nk  

Dp = [dVjk] ; 

4? A DF egyiittliatómátrix birtokában a transzformáló mátrixok segítségé-
vel F kiszámítható : 

(43) F = V m D F V * . 
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Befejezésül megemlítjük, hogy az egyszersmindenkorra táblázatba 
foglalható különböző rendszámú V transzformáló mátrixok kiszámítása, 

' egyes numerikus feladatok megoldása esetén, feleslegessé válik. A számítás — 
mivel valószínűleg előnyösen programozható — nagyteljesítményű elektroni-
kus számológép segítségével rendkívül gyorsan elvégezhető. 
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П Р И М Е Н Е Н И Е МАТРИЧНОГО ИСЧИСЛЕНИЯ К П Р И Б Л И Ж Е Н Н О М У Р Е Ш Е Н И Ю 
Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Ь Н Ы Х УРАВНЕНИЙ В ЧАСТНЫХ ПРОИЗВОДНЫХ, ОПИСЫ-

ВАЮЩИХ НЕКОТОРЫЕ ПРОБЛЕМЫ ТЕОРИИ УПРУГОСТИ 

J . SZABÓ 

Резюме 

Работа рассматривает приближенное решение линейных дифференциальных урав-
нений четного порядка с двумя переменными с помощью системы уравнений в конечных 
разностях в случае, когда известны граничные значения. По инициативе J . E G E R V Á R Y 
конечные разности четного порядка можно образовывать с помощью хорошо известной 
континуантной матрицы С. Пусть функция F(x, у) определена в некотором прямоуголь-
нике, прямоугольная матрица F = [Fjk] состоящая из то рядов и п столбцев, дает ее 
значения в то x n внутренних точках. Автор показывает, что умножая ее слева на сте-
пени континуантной матрицы то-го порядка С т и, соответственно, справа на степени 
континуантной матриц Сп-в случае однородных граничных условий могут быть обра-
зованы относящиеся к тохп внутренним точкам области конечные разности четного 
порядка на основании формулы 

A2r Fjk у_ 1 
Дж2а Д ^ О - О ] (Да:)2« (Ay)4v - ° ) с::, Fcr 

В настоящей работе автор на двух примерах показывает, что между элементами 
матриц коэффициентов DF И DP относящихся к матрицам Fp и соответственно Р, содер-
жащих тохп значений неизвестной функции и соответственно возмущающей функции, 
фигурирующих в уравнениях в конечных разностях, описывающих известные граничные 
задачи теории упругости, может быть дано пригодное для численных вычислений соот-
ношение. Между матрицей F и относящейся к ней матрице коэффициентов D преобра-



A MÁTRIXELMÉLET ALKALMAZÁSA 6 3 1 

зующие матрицы \ т Vn и образуемые из собственных векторов континуантных матриц 
Cm и соотв. Сп создает связь в форме F VmDV* и соотв. D = V,* FVn так, что С,п = УтлтУт 
и Си = V,iA,,Vn, где А т и А„ диагональные матрицы, образованые из собственных зна-
чений Cm и соотв. Сх. 

Ü B E R E I N E ANWENDUNG D E R MATRIZENRECHNUNG ZUR NÄHERUNGS-
LÖSUNG VON G E W I S S E N P A R T I E L L E N D I F F E R E N T I A L G L E I C H U N G E N 

DER F E S T I G K E I T S L E H R E 
J . SZABÓ 

Verfasser bemerkt , dass in dem Falle, wenn die Unbekannten eines zweidimen-
sionalen Problems in einem quadratischen bzw. rechteckigen Matrix zusammengefasst 
werden, die zweiten partiellen Differenzenquotienten nach den zwei unabhängigen 
Veränderlichen (x, y) mi t gleichzeitiger Berücksichtigung der Randbedingungen durch 
rechtsbzw. links-seitige Multiplikation mit einer Kontinuanten-Matrix (C) herstellbar 
sind. E s sei zum Beispiel die Funkt ion F(x, y) durch eine Matrix F = [ F j k ] von m Zeilen 
und n Spalten angenähert , deren Elemente in den mxn Punkten eines rechteckigen 
Netzes den Werten der Funktion F gleich sind, d. h. : Fjk = F(xj, xk), dann gilt die 
Formel 

Auf diese Weise erhält Verfasser eine allgemeine lineare Matrizengleichung ; 
zur Lösung von derartigen Gleichungen wird in der Li teratur meistens die Anwendung 
der Nivellateur vorgeschlagen. Im Gegensatz hierzu entwickelt Verfasser eine, auch 
zur masohinelle Rechnung gut anwendbare, Lösungsmethode, welche die bekannten 
Projektoren (Idempotente-Komponenten) der Kontinuanten-Matrix С verwendet. Die 
auf diese Weise erhaltene Lösung k a n n als die endliche Fouriersche Entwicklung der 
gesuchten Grössen gedeutet werden. 

Zusammenfassung 
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