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A függőhidak számítására vonatkozó néhány ú j a b b munkában egy olyan 
törekvés ismerhető fel, hogy az infinitezimális műveleteket elkerüljék. Ennek 
során a differenciálhányadosokat differenciahányadosokkal, a folytonosan 
megoszló élő terhet koncentrált erőkkel helyettesítik (vö.: [2]). 

E közlemény í ró ja a lánchidak f ini t számítási módjá t már korábban 
kidolgozta az olyan „egyenletes" lánchidak számára , melyeknek merevítő 
t a r t ó j a állandó inercianyomatékkal bír és melyeknek függesztő rúd ja i ekvi-
disztánsak ( lásd: [3]). 

Az alábbiakban az általános (szakaszonként állandó inercianyomatékú 
és változó hosszúságú szakaszokból álló) lánchidak f in i t elméletét épí t jük ki. 
A rúdelmélet Clapeyron-féle egyenleteinek a következetes használata, 
valamint az esetleg folytonosan megoszló élő tehernek koncentrált erőkkel való 
helyettesítése során keletkező lineáris egyenletek megfelelő tárgyalásához 
mátrixelméleti segédeszközöket veszünk igénybe. Lánchidak alapegyenlete-
ként olyan mátrixegyenlet adódik, melynek ismeretlene a merevítő t a r tó 
lehajlási mátrixa. Ennek a mátrixegyenletnek a megoldásához csupán kon-
t inuáns mátrixok invertá lása szükséges, amire egyszerű, gépi úton is könnyen 
végrehaj tha tó számítási utasítást is ta r ta lmaz a dolgozat. Egy n — 1 függesztő-
rúddal bíró lánchíd esetén a horizontális feszültség növekedése számára 
íi-edrendű egyenletet nyerünk. 

A lánchíd mátrixegyenlete, egy olyan határá tmenetnél , amikor a füg-
gesztőrudak száma minden ha táron túl növekszik, a függőhidak jól ismert 
Melan-féle differenciálegyenletébe megy át. 

Az utolsó fe jezetben megmuta t juk , hogy korábbi dolgozatunknak az 
egyenletes lánchidaltra vonatkozó formulái a jelen dolgozatban közölt ered-
ményeknek speciális esetei. 

Valamely merev vagy rugalmas testekből álló rendszer mechanikai 
vizsgálatához szükséges matemat ikai segédeszközök jellege tudvalevőleg a 
rendszer szabadsági fokainak a számától függ. A technikai szilárdságtannak 
azok a problémái, melyek alapjául a l íooke-törvény szolgál, véges sok szabad-
sági fok esetén lineáris algebrai egyenletekre, végtelen sok szabadsági fokkal 
bíró rendszerek esetén azonban lineáris differenciálegyenletekre vezetnek. 

l) E dolgozat tar ta lmilag egyezik a szerzőnek német nyelvű [1] dolgozatával. 
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Történeti t é n y , hogy a l ineáris differenciálegyenletek megoldási elmélete 
— a Green-függvény, illetve a sa já t függvények felhasználásával — korábban 
fe j lődöt t ki, min t a lineáris algebrai egyenletrendszereknek a mátrixelméletet 
felhasználó, analóg megoldási elmélete. Nyilván elsősorban ennek a körül-
ménynek t udha tó ,be, hogy a függőhidak elméletében eddig m a j d n e m kizárólag 
végtelen sok szabadsági fokkal b í ró modelleket vet tek alapul, melyek lineáris 
differenciálegyenletre vezetnek, ugyanakkor véges szabadsági fokkal bíró 
modellek alkalmazására, melyek lineáris algebrai egyenletrendszerre vezetnek, 
al ig tör tént kísérlet . 

Egy függőhíd alkalmas ma temat ika i modelljének a megválasztásánál 
élesen meg kell különböztetnünk a kábelhidakat és a lánchidakat . 

Egy kábelhíd — melynél egy rugalmas gerenda (merevítő ta r tó) és egy 
egydimenziós, ha j lékony kon t inuum (kábel) véges számú merev függesztő-
r ú d d a l van összekapcsolva —, nagyobb számú függesztő r ú d esetén olyan 
egyszerűbb modellel helyettesíthető, melynél a kábel és a gerenda függesztő 
membránnal v a n n a k összekapcsolva, ez a modell pedig közvetlenül a jól ismert, 
először E. M E L A N á l tal felállított lineáris differenciálegyenletre vezet. 

Egy lánchíd azonban, melynek láncrúdjai és függesztőrúdjai merev 
(vagy legfeljebb hosszirányban nyúlékony) rudaknak tek in the tők , sokkal 
pontosabban és előnyösebben helyet tesí thető egy véges sok szabadsági fokú 
modellel, ha az élő (hasznos) terhelést — melynek matemat ikai lag pontos 
eloszlása sem nem ismeretes, sem gyakorlatilag nem lényeges •—, sztatikailag 
ekvivalens és a függesztőrudak alsó végpontjain t ámadó koncent rá l t erőkkel 
helyet tesí t jük. A lánchídnak ez a „f ini t izál t" modellje •—• a technika i szilárd-
ságban legelemibb tóteleinek alkalmazásával — lineáris algebrai egyenletrend-
szerre vezet, melynél az ismeretlenek száma a függesztőrudak számával egyenlő. 

Jelen dolgozatunkban a f en t i módon f ini t izál t lánchídmodell egyensúlyi 
egyenletrendszerét mátrixelméleti segédeszközökkel felállítjuk és megpldjuk. 
Ezzel egyidejűleg azt az — egyes szerzők eredményei alapján se j the tő — tény t 
is kellő megvilágításba helyezzük, hogy a lineáris differenciálegyenletek elmé-
letéből ismert Green-függvénynek (hatásfüggvénynek), illetve a Green-
függvény bilineáris sorfejtésének f in i t analogonokként a fenti egyenletrendszer 
koeff ic iensmátr ixának inverze, illetve annak spektrálfelbontása felelnek meg. 

Avégből, hogy a látszólag lényegesen különböző módszerek és megoldási 
formulák közti összefüggést és analógiát minél világosabban kifejezésre 
ju t tassuk , párhuzamosan fogjuk tárgyalni az egyetlen függesztőrúddal bíró 
és az n — 1 függesztőrúddal bíró láncbíd, va lamint a végtelen sok függesztő-
r ú d d a l (függesztő membránnal) bíró függőhíd alapegyenleteit. Eközben ki 
fog derülni, hogy noha az egyetlen függesztőrúddal bíró lánchíd tárgyalása 
egy egyszerű technikai-szi lárdságtani gyakorló fe ladat ta l egyenértékű, mind-
azonál tal az abból származó egyszerű megoldási formulák n — 1 függesztő-
r ú d d a l bíró lánchíd esetére is meg ta r t j ák érvényességüket, ha az azokban 
szereplő skalárokat megfelelő mát r ixokka l helyet tesí t jük. 

Ezen tú lmenően k imuta t juk továbbá, hogy az n tagú lánchíd számára 
levezetet t mátrixelmélet i megoldási formulák, те —> oo ha tá rá tmene t esetén a 
TIMOSHENKO, К Л И М А Х , B L E I C H s tb. által kábelhidak számára megadott 
megoldási fo rmulákba mennek á t . 

Eddig á l ta lában függőhidak alapegyenletéről beszéltünk. Tudvalevőleg 
azonban minden rugalmasságtani problémához kétféle alapegyenlet tartozik ; 
nevezetesen feszültségi egyenlet és alakváltozási egyenlet. 



A FÜGGŐ HIDAK ÁLTALÁNOS ELMÉLETÉNEK MEGALAPOZÁSA 5 

Valamely függőhíd feszültségi egyenlete (melyben a mereví tő t a r t ó 
hajlítófeszültségi má t r ixa illetve hajlítófeszültségfüggvénye szerepel mint 
ismeretlen) különösen egyszerű alakú. Véges sok függesztőrúd esetén a feszült-
ségi egyenlet együt tha tómát r ixa szimmetrikus kontinuáns, mely tudvalevőleg 
aránylag könnyen invertálható. Végtelen sok függesztőrúd (függesztőmembrán-
nal bíró kábelhíd) esetén a feszültségi egyenlet egy másodrendű lineáris 
differenciálegyenlet, melynek Green-függvénye (hatásfüggvénye) konstans 
keresztmetszet-inercianyomaték esetén explicit megadható, változó kereszt-
metszet-inercianyomaték esetén végtelen sorral ál l í tható elő. 

Valamely függőhíd alakváltozási egyenlete (melyben a mereví tő tar tó 
lehajlási mátrixa, illetve lehajlási függvénye szerepel, mint ismeretlen) lénye-
gesen bonyolultabb mátr ix- , illetve differenciálegyenlet. Egy mátr ixident i tás , 
illetve annak már D . H I L B E B T á l tal felhasznált infinitizemális analogonja 
segítségével azonban lehetővé fog válni, hogy az alakváltozási egyenlet meg-
oldását a feszültségi egyenletére visszavezessük. Ily módon a K Á B M Á N , 
B L E I C H stb. által ta lá l t sorfejtések is beilleszthetők az általános elmélet 
keretébe. 

H a a lánchíd egyenletes (azaz függesztőrúdjai ekvidisztánsak és merevítő-
t a r t ó j a konstans inercianyomatékú), akkor gyakorlati számítás céljából 
legalkalmasabbnak látszik az együt tha tómát r ix jól ismert sajátér tékeinek és 
sa já tmát r ixa inak a felhasználása, minthogy ily módon automat ikusan nyer jük 
a kereset t feszültségi mátr ix, illetve lehajlási má t r ix Fourier-kifejtését. 

Altalános (nem egyenletes) lánchídnál azonban a sa já tér tékek és sa já t -
mát r ixok nem ismeretesek. Ennélfogva ez idő szerint az ál talános lánchidak 
számítását legcélszerűbb az alapegyenletekben szereplő kont inuáns mátrixok 
direkt invertálásával elvégezni. 

Amidőn a jelen munkában a függőhidak számításával kapcsolatban 
annyi ra különböző megoldási módszereket állítunk szembe egymással, mint a 
mátr ixmódszer és az infinitezimális módszer, akkor indokoltnak látszik azok-
nak gyakorlati alkalmasság szempontjából való összehasonlítása. Nyilván 
nem foroghat fenn kétség abban a tekintetben, hogy kevés függesztőrúddal 
bíró lánchíd esetén a mátr ixmódszer a hídban fellépő feszültségeket és alak-
változásokat sokkal pontosabban fogja megadni, mint az infinitezimális mód-
szer. 

Nagy — 30 vagy több függesztőrúddal bíró — lánchidaknál a fent i 
két módszerrel nyer t eredmények közti különbség előreláthatólag oly csekély 
lesz, hogy azt az anyagi állandók bizonytalansága mellett el lehet hanyagolni. 
H a azonban figyelembe vesszük, hogy a differenciálegyenletek megoldó 
formulá i mindig gyakorlatilag kényelmetlen limeszprocesszusokat (Green-
függvény használatánál paraméteres integrált, sa já t függvények használatánál 
végtelen sorokat) t a r ta lmaznak , akkor arra a megállapításra kell ju tnunk , 
hogy a finit mátrixmódszer alkalmazása ez esetben is előnyösebb. 

Minden rendszernél, mely egy vertikális erők által igénybe vet t kábel t 
vagy láncot t a r ta lmaz , tehát függőhídnál is — egy differenciál- vagy mátr ix-
egyenlet megoldásán kívül — még a kábel-, illetve láncfeszültségnek az igénybe-
vétel által előidézett változását, vagyis a horizontális feszültség növekedését 
is ki kell számítani. Ez a számítás általában úgy történik, hogy a keresett 
feszültségnövekedés számára kinematikai és rugalmasságtani meggondolá-
sokkal meghatározó egyenletet ál l í tunk fel, és ennek legnagyobb gyöke szolgál-
t a t j a a keresett feszültségnövekedést. 
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A feszültségnövekedés kiszámítása finitizált lánchíd esetében sem* 
lineáris feladat. Egyetlen függesztőrúddal bíró lánehídnál is másodfokú 
algebrai egyenletet kell megoldani, n —- 1 függesztőrudat tar ta lmazó lánehídnál 
тг-edfokú algebrai egyenlet, kábelhídnál pedig transzcendens egyenlet adódik. 
Ezen egyenletek közelítő megoldására különböző módszereket javasoltak. 

Egyenletes lánchíd esetében a feszültségnövekedés meghatározására 
szolgáló egyenlet olyan alakra hozható, melyből egyetlen pozitív gyök létezése 
felismerhető és az közelítőleg könnyen kiszámítható. 

Általános lánchíd esetén a meghatározó egyenlet közelítő megoldása 
nehézkes feladat. I lyen esetben célszerűbb egy inverz eljárás, melynél a feszült-
ségnövekedést a gyakor la tnak jól megfelelő közelítő ér tékkel előírjuk és ezután 
olyan hídterheléseket veszünk fel, melyek a meghatározó egyenletet kielégítik. 

Hogy a jelen munká t lehetőleg könnyen olvashatóvá tegyük, azt a 
következőképpen osztot tuk fejezetekre. 

1? Az első fejezetben röviden ismerte t jük a lineáris differenciálegyen-
letek és a kont inuánsmátr ixok közti összefüggést. 

2? A második fejezetben idézzük és mát r ixa lakban kifejezzük a vertikális 
erők által igénybe vet t lánc, illetve gerenda jólismert egyensúlyi egyenleteit. 

3? A harmadik fejezet egy két tagú, egyetlen függesztőrúddal bíró 
lánchíd hajlítófeszültségének és lehajlásának elemi ú ton történő kiszámítását 
tar ta lmazza. Egyidejűleg adódik a másodfokú egyenlet is, mely a horizontális 
feszültség növekedését meghatározza. 

4? A negyedik fejezetben megmuta t juk , hogy az előzőleg a két tagú 
lánchíd számára levezetett elemi megoldási formulák n-tagú lánchíd esetére 
is érvényesek maradnak , ha a skaláris mennyiségeket megfelelő mátr ixokkal 
helyettesí t jük. Levezet jük továbbá a lánchíd terhelése és az ennek következ-
tében beálló horizontális feszültségnövekedés közti összefüggést. 

5? Az ötödik fejezetben elvégezzük a ha tárá tmenete t , melynél a függeszt ő-
rudak száma minden ha táron túl növekszik és ily módon megkapjuk a kábcl-
lii dak differenciálegyenletét. 

6? A hatodik fejezetben azokkal az egyszerűsödésekkel és gyakorlati 
előnyökkel foglalkozunk, melyek egyenletes lánchíd, illetve kábelhíd esetén 
bekövetkeznek. 

1. fejezet 

1. §. Ebben a fejezetben rá k ívánunk muta tn i azokra az analógiákra, 
melyek egyrészt a lánchidak f ini t elméletében szereplő kontinuáns-mátrixok, 
másrészt a kábelhidak infinitizemális elméletében szereplő másodrendű 
differenciálegyenletek közt fennállnak. 

Hogy a kontinuánsok és a másodrendű lineáris differenciálegyenletek 
közti összefüggést megvilágíthassuk, néhány fogalmat kell előrebocsátani. 

Ha adva van az oszlop- (vagy sor-) mátr ixoknak egy végtelen sorozata : 

2) j _ _ _ 

ahol a felső index a mátr ixok rendszámát jelenti, akkor ezen mátr ixok mind-
egyikét ábrázolhat juk oly módon, hogy választva egy tetszőleges L > 0 számot, 
az L/n, 2L/n, .. ., (n — 1) L/n abszcisszáknak ordiná taként az / ( п ) mátrix 
/(í1)./г") ' • • • >/n"-i elemeit felel tet jük meg. Előfordulhat , hogy az ily módon nyert 
pontcsoportok minden határon túl növekvő n esetén egy folytonos görbévé 
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sűrűsödnek. Ez esetben azt fogjuk mondani , hogy a mátr ix-sorozatnak a limese 
egy folytonos, egyváltozós függvény. Pontosabban : 

lim /<"> = f(x) , 
П—» со 

ha (0, L) in terval lumban minden x-re 

lim /<">=/(*) . 
n~*oo 

кЦп->х 
Ugyanilyen módon a négyzetes mátr ixoknak valamely G(fI) végtelen 

sorozata konvergálhat egy, a 0 < x, у < L négyzetben definiált G(x, y) 
folytonos, kétváltozós függvényhez. 

Mátrix-szorzatoknak a sorozata megfelelő ha tá rá tmenet esetén egy 
ha tározot t integrálhoz konvergál. Valóban : 

L 
T " T 

lim — " ^ h 

n—ico Ti 
( 1 . 1 ) - * о 

A _ A 

' <J(n)*f(n) = lim V UÍn) fín) = f </(*) /(*) dx 
á i n J 

" t L 

lim -G<")/<"> = lim V Д » ) - = Г f ) / ( £ ) d £ 
N->Œ И N-»«O B = I I 

0 

Fentiekből látható, hogy egy mátrix-szorzatokból álló sorozat limesze nem a 
két limeszfüggvény szorzata, hanem azoknak szorzatintegrálja. 

A mátrix-számítás univerzálitása abban is megnyilvánul, hogy nemcsak 
az integrál , hanem a derivált függvény is előállítható, mint egy mátrix-
szorzat-sorozat limesze. Ha ugyanis az /<п) oszlopmátrixot, melynek elemei 
valamely, a 0 és A helyeken eltűnő, differenciálható f{x) függvénynek /(A/n), 
. . . , /((те — 1) А/те) értékei , megszorozzuk a — те2/А2С^п) kontinuánssal, akkor 

L 
1 0 . . . 0 

- C U O / < " > = - -

A 2 0 A 2 

2 - 1 

1 

A ' 2  

те 

/ M 

2 

2 A 

/ те 

'("I 

(те - 1) А 

2 / 1 — 1 
1 те те 

те 

> 
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adódik, a szorzatmátr ix elemei t e h á t az f(x) függvénynek a második különbségi 
hányadosai. H a m á r most f(x) kétszer folytonosan differenciálható, akkor a 
f en t i értelemben a következő limeszreláció adódik : 

l i m — C<"> / < " > = - d L M . 
n-,« L2 dx2 

2. §. Ezen előkészületek u t á n a reciprok mátr ix és a Green-függvény 
köz t i fent emlí te t t analógia könnyen illusztrálható. 

Tekintsük a következő egyenletrendszert : 

( 1 - 2 ) f C 0 y = q L - . 
L n 

vagy részletesebben kiírva 
— +2 yr Vi+1 

E n n e k a megoldása : 

(1.3) 

L 
n 

L 
I l -

ii 
i = l , 2 , . . . , n - l ) 

У о = Уп = 0 J 

L г-1 L 

v a g y a CQ 1 inverznek ismert a l a k j á t felhasználva 

L i(n — j) 

Vi^^Quii — 
y = i n 

ahol 9ij = 

n n 

L j(n — i) 
n n 

ha i < j 

ha i è j • 

Ez az egyenlet (lásd : 2. fejezet , 2. §.) meghatározza egy ж = 0 és x = L 
köz t kifeszített h ú r egyensúlyi a lakjá t , midőn annak x = L/n, 2Ljn, ..., 
(n — 1) L/n p o n t j a i a qx Ljn, q2 Ljn, ..., qn-i L/n transzverzális erőkkel 
vannak terhelve. 

Ha most az (1.2) egyenletben, melyet az n2/L2C0y — q alakban is 
í rha tunk , az n—> oo ha tá rá tmenete t végrehaj t juk , akkor a 

(1.4) 
d2y 
dx2 • q(x) 

összefüggést, vagyis egy olyan hú rnak a differenciálegyenletét nyer jük, melyre 
a q(x) megoszló terhelés hat . Ugyanennél a ha tárá tmenetnél azonban az 
Ljn Cq1 inverz á tmegy a 

l i m 
Л-.00 
iL 
— — > x П 

iL 
n 

Ák 
n x(L-Ç) 

L 

Щ ь - Щ 
n \ n ) 

ha x ^ £ 

_S{L-x) 
L 

— ha x ^ S 
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formulákba, azaz éppen az (1.4) differenciálegyenlet jól ismert Green-függvé-
nyébe (kifeszített húr hatásfüggvénye). Egyidejűleg (1.3) á tmegy (1.1) f igye-
lembevételével az 

L 
y{x) = J G(kJ)q(Ç)dÇ; y(0) = y(L) = 0 

о 

megoldási formulába. 

3. §. A kábelhidak szokásos elméletében másod- és negyedrendű lineáris 
inhomogén differenciálegyenletek lépnek fel, melyek változó inercianyomatékú 
mereví tő tar tó esetén változó együt tha tókkal bírnak. Egyik megoldási módszer 
fő segédeszköze a 

(1.5) - d ^ L + XQ{x) = q{x) 

а х 2 

differenciálegyenlethez és az 

( 1 . 6 ) 2 / ( 0 ) = z / ( i ) = 0 

kerületi feltételekhez ta r tozó G(x, f ; Я) Green-függvény. q(x) egy állandó 
faktortól eltekintve az x helyen muta tkozó inercianyomaték reciprokát 
jelenti, és L hosszúságú szimmetrikus híd esetén kielégíti a q(x) = q(L — x) 
relációt. Ebben az esetben a G(x, f ; Я) Green-függvény a megfelelő 

(1.7) d ^ L - X Q { x ) y ^ Q 
dx2 

homogén egyenlet egyetlen part ikulár is megoldása segítségével következő-
képpen szerkeszthető meg. 

Legyen u(x; Я) az (1.7) differenciálegyenletnek az «(0; Я) = 0, u'x(0; Я) = 1 
kezdeti feltételek ál ta l egyértelműen meghatározot t megoldása ós tegyük 
fel, hogy u(L; Я) ф 0. Ekkor a kereset t Green-függvény 

G ( » , ! ; A ) = 

u(L ; Я) 

и{ф,Х)и{Ь-хф) ha 

u(L ; Я) 

és az (1.5) inhomogén egyenletnek az (1.6) kerületi feltételeket kielégítő 
megoldása 

y ( * ) = J ö ( ® , f ; A ) g ( f ) á f 
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4. §. Je len m u n k á b a n kiépí t jük a lánchidaknak egy elméletét , melyben 
kétszeresen szimmetrikus kont inuánssal bíró lineáris egyenletrendszerek 
k i tün te t e t t szerepet j á t szanak . Ezek az egyenletek — mátr ix-sz imbólumokkal 
írva — a következő alakot veszik fel : 

С y = 

<h - h 0 . . 0 0 

a2 -b2 .. 0 0 

0 ~b2 
a3 • • 0 0 

0 0 0 . . . an- 2 —bn-2 

0 0 0 . . . —bn-2 an-1 

У\ 

Уч 

Уз 

Уп-г 

Уп-1 

Яг 
Яч 

Яз 

Яп-2 

Яп-1 

<1 

I t t a híd sz immetr iá ja m i a t t АК = АП~К, ЪК = ЪП-К-\. Az У = С - 1 f/ megoldás 
előállításához szükséges С - 1 inverz má t r ix numerikus kiszámítására e helyen 
egy gyakorlat i lag jól használha tó számítási u tas í tás t adunk meg, mely kihasz-
nál ja a reciprok mátr ix és a Green-függvény közt i fentebb i l lusztrál t analógiát . 

Számítsuk ki az 

ul — b1 u2 

— bx ux + 0-2 w2 — b2 u3 

= 0 
= 0 

— bn_3Un-3 + ön-2 Un-2 — bn-4,Un-x = 0 

homogén l ineáris egyenletrendszernek az u0 = 0, u x = 1 kezdet i feltételek 
á l ta l egyér te lműen meghatározot t megoldását , felhasználva az alábbi rekurziós 
formulát : 

(1.8) uk+1 = 
ak щ — bk-1 uk-г 

bk 
(k = 1 , 2 , . 

Tegyük fel továbbá, hogy 

un = an-iun-i — Ьп-гип-чф 0 

Ekkor a C _ 1 inverz m á t r i x n a k <7,̂  elemeit a 

Ui Un — j 

(1.9) 9ij 
Un 

UjUn-j 
Un 

ha i j 

ha i á j 

(b j : 1 , 2 , 

, n 1) 

. , n - 1 ) 

fo rmulák a d j á k és az adot t inhomogén egyenletrendszer megoldása : 

(1.10) 
n - l 

Vi = ^ 'Jij 9, > • = 1 , 2 , ,71 1) • 
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Az infini tezimális és a f in i t módszer kr i t ika i összehasonl í tásánál figye-
lembe kell vennünk , hogy az (1.7) homogén differenciálegyenlet u(x; A) meg-
oldásának a tényleges előállí tása variábil is q(x) esetén mindig vég te len pro-
cesszusokat , pl. A szerinti sorbafe j tés t igényel. Ezzel szemben a megfelelő 
homogén algebrai egyenletrendszernek a megoldásához csupán véges számú 
a lapművele t elvégzése szükséges. 

2. fejezet 
Függőleges erőkkel terhelt lánc egyensúlya 

1. §. H a egy (függőleges síkban levő) те-tagú A0, Ax, ..., An l ánc (1. ábra), 
melynek &-adik csuklója, Ak, (xk, у к) k o o r d i n á t á k k a l rendelkezik, és arra 
qk függőleges erő ha t , ezen erők h a t á s a a la t t egyensúlyban v a n , akkor a 

Vk-i 
Ук*1 
Ук 

1 

Akt 
А-к+1 

^ s u Л * — — ' 

Як Sk ГА  

Ik-;,:-. lk.k+l 
* г X 

xk-1 
с 

X k 

1. á b r a 
« f t + 1 

tk-\,к feszültségek, a koord iná ták és az e rők közöt t az alábbi összefüggéseknek 
kell fennál laniok : 

(2 .1 ) 

(2.2) 

ЖА_1 — Xk Xk+1 — xk 
tk-l,k h tk,k+1 — U 

Sk-l,k Sk,k+1 

. Ук-1 — Ук,. Ук+1 — Ук , n tk-l,k h tk,k+1 : h Ук = о 
Sk-l,k Sk,k+1 

А (2.1) egyenletekből következik , hogy a tktk+1 húzófeszültségnek a 
tk,k+i {Xk+i — Xk)lsk,k+i vízszintes komponense az egész lánc m e n t é n állandó, 
azaz 

(2.3) 
"01 

о t -"a 
b n — 12 

12 

•I"n xn — 1 

— 1, n 
tn-l,n A . 

H a a ífc, fc+i/Sfc, fc+i mennyiségeket (2.3) segítségével a (2.2) egyenle-
tekből e l iminál juk , akkor 

(2.4) 4 
Ук+1 — у к _ У к — у к-1  

\хк+1 — хк хк — хк-1 
+ Як = О 
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adód ik . Je löl jük az egyes l ánc t agok vízszintes vetületeinek a hosszát , vagy is 
az Xk+1 — Xk di f ferenciákat lu, fc+i-gyel. Ekkor a lánc (2.4) egyensúlyi egyen-
letei a következő a lakot öltik : 

(2 .6) 

— 7 - У 0 + 

1 , 1 

— + — Wi 
"01 4 2 

"2/2 
"12 

1 , l 1 • 1 \ 1 

— 2 / i + — + — 2 / 2 - — 2/3 
4 2 V"12 ' 2 3 / 4 3 

h 
h 

1 , / 1 , 1 1 1 

* « - » + Г — + i — г * - 1 ' } — 
« • n — 2 , n - l "Ti—2, п—1 « t i — l , n ' С П — l , n 

2/n 

I t t az 7/0 és т/„ kerületi é r t é k e k tetszőlegesen előírhatók és ekkor a t ö b b i 
У1,2/2 2/n-i o r d i n á t á k a t a (2.5) egyenletek egyér te lműen megha tá rozzák . 
A következőkben az 

(2.6) 2/0 = Уп = 0 

ese t vizsgálatára szor í tkozha tunk . H a beveze t jük а С sz immetr ikus kon t i -
n u á n s t , t ovábbá az у és q osz lopmatr ixokat : 

(2.7) 

C = 

a k k o r a (2.5) egyensúly i egyenleteket és a (2.6) ke rü l e t i fel tételeket a következő 
mát r ixegyenle tbe fogla lha t juk össze : 

7 - 1 1 l - l 
«•01 «12 

7 - 1 
«12 • • • 0 2/1 il 

/ - I 
«•12 

7 - 1 1 7 - 1 
«•12 «23 0 2/2 ii 

f . 4 = • 

0 0 Inh 4 - 1 - 1 
, n — 1 «•n-l, n _ Jn-1_ JLn-1_ 

(2.8) « » - I « - ' 

Innen a l ánc egyensúlyi helyzetének megfelelő yk c suk lóord iná táka t 
m i n t a qk terhelő e rők függvényét közvetlenül n y e r j ü k a következő a lakban : 

y = -C-iq . 
h 

Könnyen igazolható , hogy az i t t fellépő rec iprokmát r ix explicit a l a k j a 
a következő : 

/ 0 1 hn loi lin • / o i / n - l , n 

( 2 . 9 ) 

Ion 
loi lin loi lin • /02 ln-l,n 

Ion • • 

_loiln-l,n loi / n - l , n • • lo, n — 1 In—1, n 

i t t lij (г < j) az Z / , , + 1 + / , + I , í + 2 + • • • +lj-i,j hosszúságot jelenti . 
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H a a (2.8) egyenlet m indké t oldalát ba l ró l az e* = [1, 1, . . . , 1 ] sor-
vek tor ra l szorozzuk, 

^01 ln — l,n h h 

adódik . Ez az egyenlet összefüggést állapít meg az össztehernek a horizontális 
feszültséghez való viszonya és a szélső l áncrudak haj lásai közö t t . 

azaz 
2. §. H a az összes függőleges terhelő erők egyenlők és ekvid isz tánsak , 

3 l = ? 2 = • • • = Яп-i = Я 

• • = »п—l, n = ' I 
akko r 

(2.10) ^ = c = I c 0 = -
l l 

hl — ^12 

" 2 - 1 0 

- 1 2 — 1 

0 — 1 2 

0 0 0 

0 0 0 

0 " 

0 

0 

2 — 1 

- 1 2 

q = qe=q 

és (2.8), (2.10) szer int 

" h ^ 2 h 

1 ( т е - 1 ) " 

2 (те — 2) 

_ (те — 1 ) 1 _ 

vagyis va l amenny i lánccsukló az 

(2.11) у = -±-a:(nl — a;) 
2hl 

parabo lán fekszik. 
Az (те — 1) q össztehernek a h horizontális feszültséghez való viszonya 

ez esetben 
( т е - l ) g _ У1 + Уп-i _ ^Ух 

h l l 

A legmélyebb csukló, i l letve csuklópár o r d i n á t á j a (2.11) szerint 

g те2 — 1 

h 8 

Я_ 
h 8 

I pá ra t l an те-re 

páros и-ге. 
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Az 1. fejezetben k imuta t tuk , hogy a — C0 y mátrix-szorzat elemei a 

, • • • > 2 / n - i > 0 

számsorozat második differenciáival egyenlők. H a most (2.8)-ban az 

nl = L; C = - ^ C 0 ; qk = qi— 
L \ n I n 

helyettesítéseket végezzük (itt q(x) jelentse az x helyen a hosszegységre eső 
megoszló terhelést), akkor az 

n 1 L 
rrC 0y = — q — 
L h n 

egyenletet , és innen az l = L/n—*-0 ha tá rá tmene t te l a jól ismert 

differenciálegyenletet nyer jük , mely egy kötélnek a q(x) megoszló terhelés 
hatása a l a t t elfoglalt egyensúlyi a l ak j á t határozza meg. 

Függőleges erőkkel terhelt gerenda egyensúlya 

3. §. Vizsgáljunk egy egyenes rugalmas gerendát , mely terheletlen 
ál lapotban az ж-tengely (0, L) szakaszával esik egybe, és végpont ja iban 
t ámasz tva van. Osszuk fel a gerendát a 

0 = x0 < x1 < x2 < . . . < xn-i < xn = L 

abszeisszájú pontokkal az lkjk+1 = %k+1 —%k hosszúságú (хкук+1) szakaszokra. 
Az {Xk,k+1) szakasz keresztmetszetének inercianyomatéka legyen Jk.k+1, 
a gerendaanyag rugalmassági modulusa pedig legyen E. 

H a ez a gerenda az xk osztáspontokban t á m a d ó transzverzális qk erők 
hatása a l a t t egyensúlyban van, akkor az ezen pon tokban fellépő mk hajlító-
feszültségek, vk lehajlások és a qk erők között az a lábbi összefüggéseknek kell 
fennállaniok : 

Vk+1 — Vk _ Vk — Vk-1 

(2.13) * M f l l k ~ 1 ' k 

, 1 ( lk,k+l , 0/ lk,k+1 , h-l,k l . lk-l,k \ r, 
~ ^ F \ T ~ ~ m k + 1 W — +

 T ^ R K + T^-™"-* = ° 

OJb {Jk,k+1 \Jk,k+1 Ufc-l.fc' Jk-l,k I 

( 2 U ) m k + 1 - m k _ m k - m k - 1 + q ^ o 

h,k+1 hc-l,k 
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Ha most még a (2.7) mátr ixokon kívül а К hajlékonysági má t r ixo t 
és az m , v oszlopmátrixokat is bevezet jük : 

(2.15) 

K = 
6 E 

01 + h 

Joi ^12 

J 12 

12 

12 

42 1 23 

Jl2 J 21 

— — — — 

m 1 V l 

m 2 4 

, m = , V — 

-Vn- 1_ 

akkor a (2.13) és (2.14) egyensúlyi egyenletek és a t ámasz to t t végeknek meg-
felelő 

( 2 . 1 6 ) 2/o = 2/n = 0 , m0 = mn — 0 

kerületi feltételek az alábbi mátr ixegyenletekbe foglalhatók össze : 

(2.17) Сю = К m 

( 2 . 1 8 ) С m = q . 

Н а ezen egyenletekből m-e t kiküszöböljük, akkor a következő a lakban 
kapjuk meg az összefüggést a vk lehajlások és a qk transzverzális erők közöt t : 

CK-1 С V = q 

Ю = С ~ 1 К С - i g . 

4. §. Egyenletes lánchíd esetén a gerenda egyenlő szakaszokra van osztva 
és keresztmetszetének inercianyomatéka állandó : 

l01 = = .. . = l ; J01 = J12 — С = C0 . 

А К hajlékonysági mátr ix ebben az esetben kifejezhető C0 és az E 
egységmátr ix segítségével : 

K = — 
EJ 

' A i о 
6 6 

1 4 1 
6 6 6 

1 ф 
6 6 

EJ\ 
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Н а а К és С mát r ixok ezen kifejezéseit a (2.17) és (2.18) egyenletekbe 
helyettesí t jük, akkor azok az 

E J C 0 » = | E - l c 0 ) m 
l2 \ 6 

1 г 

yC 0m = q 

egyszerűbb a lakba mennek á t . 
H a ezekben a mátr ixegyenletekben az 1. fejezet 1. §-ban részletesen 

leírt ha tá rá tmene te t elvégezzük l — L/n, esetére, akkor az a lább i 
jól ismert differenciálegyenleteket nyer jük :s) 

(2.19) = 
dx2 

( 2 , 0 > 

Ezek a q(x) transzverzális megoszló terhelés a lat t álló gerenda v(x) l eha j lásá t 
és m(x) hajlítófeszültségét határozzák meg. 

3. fejezet 

1. §. -Kéttagú lánchíd alapegyenletei és azoknak megoldása 

A most tárgyalandó lánchíd két lánctagból, egy függesztőrúdból és egy 
támasztot t gerendából áll. 

A 2a. ábra azt az állapotot m u t a t j a , midőn a láncot csupán a p hol t 
teher (önsúly) terheli (vagyis az az erő, mely a gerenda-középpont és a t ámasz-
táspontok koll ineári tásának fenntar tásához szükséges). Ebben az á l lapotban 
a lánc egyensúlyi egyenlete (2.18) szerint 

(3.1) 2Ly = } - p . 
I h 

Terheljük most a gerendát középpont jában q transzverzális erővel 
(élőteher, 2b. ábra). Ennek a tehernek valamely q részét a lánc hordja , és 
ennek fo ly tán feszültségének h horizontális komponense H - r a változik. E b b e n 
az állapotban az egyensúlyi egyenlet 

(3.2) + = + . 
t H 

2) Lásd pl.: [6], 268—269 oldalak. 
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A (3.1) és 3.2) egyenletek kivonásával nye r jük a lánc alakváltozási egyenletét : 

2 1 („ H-h 
l V

 = h { q h ~ V 

A gerenda q — g te rhe t hordoz, t ehá t annak közepén a hajlítófeszültség:3* 

( g - g ) * (3.4) 

és a lehajlás : 

(3.6) 

m • 

V 

2 

( g - g ) * 3 

6 EJ. 

шгшгшшгш 7Z77, 

2a. ábra 2b. ábra 

Ha a (3.4) és (3.5) egyenletekből g- t e l iminál juk,akkor a hajlítófeszültség, 
lehajlás és a terhelés közöt t az alábbi összefüggés adódik : 

(3.6) 
2 2 H H-h 
— m A V = q V 
l l h 

Ha azonban (g — q )-t a (3.4) és (3.5) egyenletekből elimináljuk, akkor 
a hajlítófeszültség és a lehajlás közt fennálló 

(3.7) 
2 4 1 

— V = 

l QEJ 
m 

összefüggést nyer jük. H a már most w-vek innen származó értékét (3.6)-ba 
helyettesí t jük, akkor a lánchíd „feszültségi egyenletéhez" jutunk : 

(3.8) 
2 ál \ H-h 

b H m = q V . 
I 6 EJ) h 

3) Lásd pl.: [6], 680—681 oldalak. 
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Innen a hajlítófeszültség explicit formulá ja : 

H-h q p 
(3.9) m = . 

А + я-lL 
l 6 EJ 

A hajlitófeszültségnek a lánc közreműködése fo ly tán bekövetkező 
csökkenése világosan felismerhető, ha a (3.9) egyenlettel a d o t t értéket a (3.4) 
egyenletből (a lánc h iányában) adódó 

ql 
• m = —-

2 
értékkel összehasonlítjuk. 

Ha végül a (3.7)-ből adódó m értéket (3.6)-ba helyet tesí t jük, akkor a 
lánchíd „alakváltozási egyenlete" adódik : 

,„ iQ EJ 2 H\ H-h 
3.10 ® = g V 

( í 3 I J h 

és innen a lehajlásnak az explicit formulája 

H-h 
q — V 

(3.11) V = h 6 EJ ( 2H 

A lehajlásnak a lánc közreműködésétől származó csökkenését ezen 
formulának (3.5)-tel való összehasonlítása muta t ja . 

A lehajlásnak (3.11) formulája még a következő alakban is í rha tó : 

И / 2 ! - 1 í 2 , TT 4 М _ 1 1 / H — h 
(3.12) v = - \ \ - \ - - + H—- g p H \ \ l ) \l 6 EJ] j\ h 

mely később különösen célszerűnek és ál ta lánosí thatónak fog bizonyulni. 

2. §. Összes formuláinkban előfordul a megváltozott és egyelőre ismeret-
len H horizontális feszültség. Ennek a kiszámítása céljából a lánctagok nyúlási 
viszonyait kell figyelembe venni. 

Mindkét lánctag re la t ív nyúlása a középső csuklónak v vertikális elmoz-
dulása fo ly tán (magasabb rendű kis mennyiségek elhanyagolása mellett) 

As_ _ ]/> + (У + v)2 — 1ll2 + y2 _ yv^ 
s ~ s2 

vagy y-nak (3.1)-ből eredő értékét felhasználva : 

(3.13) _ 
s 2hs2 
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Másrészt a teljes feszültségnövekedés a lánctagokban ( Я — h)sjl, t ehá t 
a nyúlási egyenlet : 

As H — h s 

ahol F a tagok keresztmetszetének területe. A (3.13) és (3.14) egyenletekből 

h(H - h) „ s3 
(3.15) v = — - 2 — v ' pEF P 

következik. 
Ha végül v-t a (3.11) —(3.15) egyenletekből elimináljuk, akkor H meg-

határozására szolgáló fent emlí tet t másodfokú egyenletet nyer jük : 

Я — h 
q V 

h h(H - h) a s3 

(3.16) = — 2 — . У ' EJ H pEF Р 
6 h 2 — ' 

P l 

Ennek az egyenletnek pozitív q esetén mindig pontosan egy olyan Я 
gyöke van, mely nagyobb, mint h. 

4. fejezet 

Egy n-tagú lánchíd mátrixegyenletei és azok megoldása 

Vizsgáljunk most egy olyan lánchidat , mely n lánctagból, n — 1 füg-
gesztőrúdból és egy végpontjain támasz to t t gerendából áll (3. ábra). Jelöljék 

2 A Matemat ika i K u t a t ó Intézet Közleményei II . /1—2. 
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•••>1п-г,п a gerendaszakaszok hosszá t ; 
•/nl, ,/12, ...,Jn_ln a keresztmetszetek inerc ianyomatékai t ; 
5 o i > s i 2 > • • •>

 sn-i,n a lánctagok hosszát ; 
Уо — 0. Уъ У2> • • • ' Уп-1. Уп — 0 a lánccsuklók ordinátái t ; 
Pi, Pi, ..., Pn-i a gerendacsomópontok kollinearitásának fennta r tásához 

szükséges, az egyes lánccsuklókra holt teherként ható erőket. 

A híd szimmetr iá ja folytán fennállnak az alábbi egyenletek : 

h-l,k —ln-k,n-k+1 > Pk — Pn-k , 

Jk-l,k = Jn-k,n-k+l , Ук=Уп=к , 

Sk-l,k = Sn-k,n-k+l • 

H a a lánc a holt teher ha tása a la t t egyensúlyban van, akkor a (2.8) 
egyenlet szerint fenn kell állni a 

(4.1) Cl 

egyenletnek, ahol С és у a, (2.7)-ben bevezetett mát r ixoka t , p a plt p2, . . 
Pn-i holt terhek má t r i xá t és Л a kezdeti horizontálfeszültséget jelentik. 

Legyen ezek u t á n a gerenda (merevítő tar tó) csomópontjaiban a 

. ? 2 . ,Яп-í , 4 

9fi 

92 

_9n-i_ 

vertikális erőkkel (élő teher) terhelve. 
A lánc ennek a tehernek egy bizonyos q részét fogja hordozni, és ennek 

folytán csuklói vertikális elmozdulásokat szenvednek, melyek egy v oszlop-
mát r ixba foglalhatók össze, továbbá a láncfeszültség horizontális komponense 
H-га fog változni. 

Ebben az ál lapotban a lánc egyensúlyi egyenlete a következő : 

(4.2) С ( î f + t>) = — ( p + § ) . 
H 

A (4.1) és (4.2) egyenletek kivonásával nyer jük a lánc alakváltozási 
egyenletet : 

(4.3) С v • 
H ч 

H-h 
, 1 . 
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Alkalmazzuk már most a gerenda számára a 2. fejezetben levezetett 
egyensúlyi egyenleteket. 

A gerenda a q — q terhet hordozza és az innen származó m hajl í tó-
feszültségi mátr ixot (2.18) szerint az alábbi egyenlet határozza meg : 

(4.4) С m = q—q . 

А V lehajlási mát r ix és az m hajlítófesziiltségi mátrix közt (2.17) szerint 
fennáll a következő egyenlet : 

(4.5) C » = K m . 

H a q-t a (4.3) és (4.4) egyenletekből elimináljuk, akkor a következő 
összefüggés adódik a hajlítófeszültség, a lehajlás és a terhelés között : 

j j д 

(4.6) С ( m + H v ) = q p . 
h 

Ha most Си-nek (4.5)-ből adódó értékét (4.6)-bahelyettesí t jük, akkor a 
lánchíd feszültségi egyenletét nyer jük : 

(4.8) (C + Я К) m = q - H ~ h
 p . 

h 

Innen a hajlítófeszültség explicit formulája : 

(4.9) m = + 

Ha végül m - n e k (4.5)-ből adódó értékét : K _ 1 C ü - t (4.6)-ba helyette-
s í t jük, akkor a lánchíd alakváltozási egyenletéhez ju tunk : 

(4.10) (CK- 1 С + Я C) « = г / - H ~ h p . 
h 

A V együt tha tó mátr ixának a kiszámítása, t ehá t látszólag az invertálása 
is rendkívül nehézkes és bonyolult. Azonban egy alkalmas identi tás felhasz-
nálásával a (3.12)-vel analóg megoldási formulát fogunk t u d n i megadni. 
E mátrixidenti tás a következő : 

(CK"1 С + Я С)- 1 = {CK-1 (С + Я К) j - 1 = 
(4.11) 

= (С + Я К ) - 1 К С - 1 = Я - 1 { С - 1 - (С + Я К ) - 1 } . 

A lehajlásnak explicit, gyakorlat i számításra alkalmas formulája t ehá t 
a következő : 

(4.12) г ^ Я - ^ С - 1 - ( C + H K ) ~ 1 } { q - H ^ ~ p 

2 * 
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A (4.9) és (4.12) fo rmulák összehasonlításából l á t ha tó , hogy az m haj l í tó-
feszültségí mát r ix k iszámí tása u t á n a v lehajlási m á t r i x n a k a k iszámítása 
fe l tűnően egyszerű f e l ada t , mert az ennek fo lyamán szükségessé váló C _ 1 

rec ip rokmát r ixo t a (2.9) képlet explicit a lakban a d j a meg. 
H a a jelen pa r ag ra fu sban levezetet t formuláka t egyet len függesztőrúddal 

bíró l ánch íd ra a lkalmazzuk, akkor az összes mát r ixok skalárokra redukálód-
nak és ped ig a híd sz immet r i á j a fo ly t án 

C = A ; K = A — 
l 6 E.J 

lesz. Ez ese tben a (4.1)—(4.12) egyenletek a (3.1)—(3.12) egyenletekbe mennek 
á t . Ezzel k i m u t a t t u k , hogy az и - tagú lánchíd egyenletei a 3. fe jezet elemi, 
skalár egyenleteiből, megfelelő m á t r i x o k helyettesítésével szá rmaz ta tha tók . 

Analógia muta tkoz ik a H meghatározására szolgáló egyenlet felállítá-
sánál is. 

H a a &-adik lánccsukló koord iná t á i terhelés e lő t t , illetve u t á n (xk, yk), 
illetve (xk + uk ; yk + vk), akkor s ^ + i - n e k A s j ^ + i növekedését az 

« 

(«fc,ft+1 + A Sk,k+l)2 — 4,k+i = 

= (Xk+1 + Uk+1 — Xk - Uk)2 + (Ук+l + Vk+1-yk- Vk)2 — {Xk+1 - Xk)2 — (Ук+1 - Ук)2 

egyenlet határozza meg. I nnen — magasabbrendű kis mennyiségek e lhanya-
golásával — 

Sk,k+i Ask,k+i = (ajft+i — xk) (iífc+i — Uk) + (ук+i — У к) (vk+i — vk) 

adódik. 
H a ezeket az egyenleteket (lk,k+i = xk+i — XFC-val való osztás után) 

]c = 0-tól к = n — l - ig összegezzük, a k k o r 

( 4 . 1 3 ) V = g { U k + i _ щ ) + yjEtlEZl* { V k + i _ V k ) 

Í~?q lk,k+1 ^ o Xk+i—Xk 

adódik. 
H a a lánc szélső csuklói rögzí te t tek, akkor 

n-1 
У (Uk+1 — Uk) = 0. 

k=0 
T o v á b b á (4.1)-re való t ek in te t t e l n y e r j ü k , hogy 

V Ук-1 ~ J k Ы г - V k ) = y ( y j L Z ^ l _ Vk = (C y)* v = A p*v. 
ifr^Xk+í — Xk \xk — Xk-1 xk+1 — xkl h 

Az sk,k+i hosszúságú lánctag nyú lás i egyenle te : 

Ask,k+i _ H — A sk,k+i 
sk,k+1 EE lk,k-Vl 
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Ezen értékeknek a (4.13) egyenletbe való helyettesítése u t á n 

EF £ l\k+1 

vagy a (4.12) egyenlet figyelembevételével 

(4.14) p* { C _ ï — (С -f H К ) - 1 } L - = Ш ^ т y < 
M h ! EF Ai n 

k+1 

k=о lk,k+l 

adódik. 
Ez az n-edfokú algebrai egyenlet ha tá rozza meg a H horizontális feszül t -

séget, mint a hídkonstánsoknak és a terhelésnek a függvényét . 

5. fejezet 

Végtelen sok tagú lánchíd (kábelhíd) differenciálegyenlete és annak megoldása 

Vizsgáljuk most az w-tagú lánchídból n —> °° esetben keletkező függő-
hidat , mely egy kábelből, egy függesztőmembránból és egy L hosszúságú 
támaszto t t gerendából áll. 

Jelöljük 
a keresztmetszet inercianyomatékát az x helyen J(cc)-szel ; 
a kábel ord iná tá já t az x helyen y(x)-szel ; 
a gerenda egyenes a lak jának fenntar tásához szükséges, holt t eherként 

ha tó , megoszló terhelést az x helyen és a hosszegységre vona t -
koz ta tva p(x)- szel. 

A híd szimmetr iája fo ly tán fennállnak az alábbi egyenletek : 

J(x) = J(L-x) , y(x)=y(L—x) ,p(x) = p(L — x) . 

Ha a kábel a holtteher hatása a la t t egyensúlyban van, akkor (2.12) 
szerint fenn kell állnia a 

( 5 . 1 ) 
ax2 h, 

differenciálegyen let nek. 
Terheljük most a gerendát q(x) megoszló vertikális terheléssel (élő teher ) . 

A kábel a tehernek egy bizonyos q (x) részét fog ja hordani, ennek folytán a n n a k 
pont ja i v{x) vertikális elmozdulást szenvednek és a A horizontális feszültség 
H - r a fog változni. Ebben az állapotban az egyensúlyi egyenlet : 

(5.2) ~ f - { y ( x ) + v ( x ) } = ± { p ( x ) + q ( x ) } . 
ax2 H 
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(5.1)-ből és (5.2)-bői következik : 

d2v(x) 1 I . H — h Л 
(5.3) _ _ e _ { g ( a f ) T « X ) ) - . 

A gerenda a q(x) — q(x) terhet hordozza és az ennek folytán benne kelet-
kező m(x) ha j l í tó feszültséget (2.20) szer int az alábbi differenciálegyenlet 
határozza meg : 

(5.4) _ = . 

A v(x) lehaj lás és az m(x) hajlí tófeszültség között (2.19) szerint fennál l a 

(5.5) -
dx2 EJ(x) 

differenciálegyenlet. 
Ha (5.3)-ból és (5.4)-ből q(x)-et elimináljuk, akkor 

(5.6) ^ ^ _ { m { x ) + H v ( x ) } = q ( x ) - I Í ^ p ( x ) . 
dx2 h 

adódik. H a d2v(x)/dx2-nek (5.5)-ből adódó értékét (5.6)-ba helyet tesí t jük, 
akkor a kábelh íd feszültségi (differenciál-)egyenletét nye r jük : 

(5.7) - : ^ + m(x) = q{x) - ^ ^ . 
dx2 EJ(x) h 

A támasztásnak megfelelő kerületi fel tételek : 

(5.8) m{0) = m(L) =-- 0 . 

•Ha t o v á b b á т(ж)-пек (5.5)-ből adódó értékét (5.6)-ba helyet tesí t jük, 
akkor a lehaj lás számára a jól ismert Melan-féle differenciálegyenletet 
nyerjük : 

(5.9) E J ^ l - H ^ ^ q ^ - ^ p i x ) . 

dx4 dx2 h 

Ezt a differenciálegyenletet az alábbi kerület i feltételek mellet t kell megoldani : 

(5.10) w(0) = v"(0) = v{L) = v"(L) = 0 . 
A függőhidakkal foglalkozó dolgozatok többségében a Melan-féle 

differenciálegyenlet direkt tárgyalását t a lá l juk . Az előző paragrafus eredményei, 
különösen az ottani (4.12) inverziós fo rmula közelfekvővé teszik, hogy a 
Melan-féle differenciálegyenletet a Green-függvóny segítségével a feszült-
ségi egyenletre vezessük vissza. 
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Ebből a célból a következőképpen j á r h a t u n k el. Legyen G(x, £ ; A) a 

d2z X 
(5.11) z = 0 
v dx2 EJ(x) 

differenciálegyenletet és a 

(5.12) 2(0) = z(£) = О 

kerület i fe l té te leket kielégítő Green-függvény. H a átmenet i leg bevezetjük az 

r{x) = q(x) - H h p{x) 
h 

rövidebb jelölést, akkor a f e n t i Green-függvény segítségével — mely m o s t 
az inverz m á t r i x szerepét veszi á t — az m(x) haj l í tófeszültség számára az 
(5.7) feszültségi egyenletből a következő explici t kifejezést nye r jük : 

L 

(5.13) - m(x) = I" G(x, £ ; H) r(£) d£ . 
á 

A v(x) lehaj lás azonban (5.5) szerint ugyancsak az (5.11) differenciál-
egyenletnek felel meg Я = 0 paraméte r é r t ék mellett és ugyanazoknak a 
(5.12) kerület i fel tételeknek, következésképpen a G(x, £ ; 0) függvény segítsé-
gével explicit előállí tható : 

L 

- v(x) = ( G(x, £ ; 0) - - m ( £ ) d£ . J EJ (£) 
• • о 

H a ide m(x)-nek (5.13) a l a t t i ér tékét he lye t tes í t jük , a k k o r 

L ! L \ 

v(x)= fö(x,í;0) -— -- Г G(t,£:H)r(£)d£ \dt = J EJ(t) J EJ(t) 
о 
L L 

= j*. j G(x,t-,0)-~-G(t,£-,H)dt r(£) d£ 

adódik. 
Az utolsó zárójelben fellépő „ i t e r á l t " Green-függvény azonban egy 

HiLBERT-től származó azonosság segítségével a 

H~i{G(x,£;0) -G(x,£;H)} 

alakra hozha tó , mely lényegében nem egyéb, mint a (4.11) má t r ix fo rmula 
inf ini tezimál is analogonja.4 ) 

4> Lásd : [4], 21. oldal. 
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Eszer in t a Melan-féle differenciálegyenlet megoldása a G(x, | ; A) 
Green-függvény segítségével a következő módon ál l í tható elő : 

L 

(5.14) v(x) = ~^{G(xJ-,0)-G(xJ;H)} | g ( f ) - . 

о 

K ö n n y e n verif ikálható, hogy a K Á R M Á N 5 ' , B L E I C H [2] és mások által 
megadott megoldási formulák , mint speciális esetek (5.14)-ben foglal ta tnak. 

6. fejezet 

Az egyenletes függőhíd 

Összes eddigi eredményeink ál ta lánosan érvényesek lánchidakra, melyek-
nél az egyes gerendaszakaszok hossza és keresztmetszetének inercianyomatéka 
tetszőlegesen előírtak, va lamint kábelhidakra, melyeknél a keresztmetszet 
inercianyomatéka tetszőlegesen változó. 

A jelen fejezetben egyenletes függőhidakkal foglalkozunk, melyeknél a 
merevítő t a r t ó keresztmetszetének inercianyomatéka állandó, és — lánchíd 
esetében — a függesztőrudak ekvidisztánsok. 

A rendkívüli egyszerűsödések, melyek ilyen hidak matematikai vizsgá-
latánál muta tkoznak , ké t körülményre vezethetők vissza. 

Először is ebben az esetben a számításnál szereplő mindkét m á t r i x , 
С és К egyszerű függvénye a (dimenziótlan) C0 kont inuánsnak. T o v á b b á 
ennek a C0 kont inuánsnak (valamint C0 bármely ç>(C0) függvényének) mind 
sajátértékei, mind pedig sa já tmát r ixa i explicit ismeretesek. Hasonló a helyzet 
egyenletes kábelhídnál is, mer t a megfelelő d2zjdx2 — A z = 0 differenciál-
egyenlet sa já tér tékei és sajátfüggvényei explicit ismeretesek. 

Ha egy egyenletes lánchídnak n t ag j a , tehát n — 1 függesztőrúdja 
van, akkor ahhoz n — 1 - e d r e n d ű kont inuáns tartozik. E n n e k a kont inuáns-
nak a sa já tér tékei : 

(6.1) Л1 = 4 sin2 — ; A2 = 4 s i n 2 2 - ; . . . ; An_! = 4 sin2 

2 n 2 n 2 n 

és sa já tmát r ixa i (oszlopmátrix alakban í rva) 

л 
n 

2 л 

(6.2) щ = 

sm 

sm 
n 

sm (n — 1) л 
n 

, u 2 , Un-1 — 

. (n — 1) л 
sin — 

n 
. 2(п — \)л 

sm — — 
n 

. (n — 1) л 
s m - ' — 

n 

5) Lásd pl.: [5], 317—319. oldalak. 
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Ezen sa já tmátr ixoknak a rendszere ortogonális és normált . Ezek a 
sa já tmátr ixok eléget tesznek a 

C 0 u k = Kkuk. k = 1,2, . . . ,n — I 

egyenleteknek. Innen látható, hogy a 

(6.3) С 0x=uk 

inhomogén lineáris egyenletrendszernek a megoldása rögtön felírható a követ-
kező a lakban : 

X = — Uk . 
Ал 

H a azonban a (6.3) egyenletrendszer jobboldalán a sa já tmát r ixoknak 
valamely 

C0® = ßlUl + ßiU2 + - • •+ ßn — 1 Un—l 

alakú lineáris kombinációja áll, akkor a megoldás nyi lván additive tevődik 
össze azokból a megoldásokból, melyek az egyes sa já tmátr ixokhoz ta r toznak , 
azaz 

ж = — их + — и2 + . . . + О?— Un-1 
A! A„. 

I lyenformán az a kérdés vetődik fel, vajon lehet-e bármely b oszlop-
mátr ixot , mely a C 0 a e = b egyenlet jobboldalán áll, az иъщ, ...,un-i 
sa já tmát r ixok lineáris kombinációjaként előállítani? Ez a kérdés a C0 konti-
nuánssal kapcsolatban felvetve egyenértékű egy oszlopmátrix harmonikus 
analízisének a tanulmányozásával . 

Valóban, miként valamely (0 és л helyen eltűnő) f(x) függvény „végtelen" 
harmonikus analízisénél azt a sin x, sin 2x, . . . függvények lineáris kombiná-
ciójaként 

f(x) — ß1 sin x + ß2 sin 2 x + ... 

alakban állítjuk elő, éppúgy valamely b oszlopmátrix „véges" harmonikus 
analízisénél azt az 

U f t 
2 
n 

sm 
len 

s i n 

n 

2kn 
n 

sm (n — 1 ) к л 
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sa j á tmá t r ixok lináris kombinác ió jaként 

(6.4) b = ß1u1 + ß2u2 + . . . + ß n-lUn—l 

alakban á l l í t j uk elő. (A C0 kont inuáns s a j á t m á t r i x a i te l jesen megfelelnek a 
s inus-függvényeknek, hiszen képei nem egyebek, m i n t sin x, sin 2x, ..., 
sin (n — \)x képeinek húrpol igonja i ekvidisz táns abszcisszákkal.) 

A f en t i előállítás lehetősége az uk s a j á t m á t r i x o k rendszerének teljessé-
géből következik . 

A ßv ß2, ..., ßn-i koefficiensek k iszámí tásánál — éppúgy, m i n t 
végtelen Fourier-sor ese tében — a s a j á tmá t r i xok or togonal i tásá t és normál t -
ságát haszná l juk fel. Avégből ugyanis, hogy a (6.4) k i fe j tésben a ßk együ t t -
ha tó t megkap juk , a (6.4) egyenlet m i n d k é t oldalát megszorozzuk balról 
w*-val. Az ortogonal i tás köve tkez tében a jobboldalon va lamennyi skalár is 
szorzat e l tűn ik , egyet lennek, u%nk-nak a kivételével. Ez a szorzat azonban 
a normáltság mia t t 1-gyel egyenlő. Ily módon 

ß«=u*b 

adódik. 
A C0.x = b egyenlet megoldása t e h á t következőképpen végezhető : 

Számítsuk ki a 6 oszlopmátr ix ßk „véges" Four ie r -együ t tha tó i t a következő 
formula segítségével : 

(6.5) ßk = u*b = ГЦк 
< n \ 1 

. 4ti , , . 2 к л , , . (n— 1)кя 
S i n \- bo S i n h . . . + bn-1 S i n  

n n n 

E k k o r az a d o t t egyenlet megoldása : 

( 6 . 6 ) = + + + . 
A j ÁJ A n _ l 

Mielőtt ez t a módszert az egyenletes lánchíd alapegyenleteinek megoldá-
s á r a felhasznál juk, még egy kiegészítést kell közbe ik ta tnunk . 

Az alapegyénletekben n e m a Cn matr ix , hanem — mikén t emlí te t tük -— 
ennek a m á t r i x n a k valamely <p(C0) függvénye. A <p(C0) m á t r i x n a k azonban a 
mát r ixe lméle tnek egy köz ismer t tétele szer int (lásd pl.: [7]) C0-lal meg-
egyező s a j á t m á t r i x a i vannak , és s a j á t é r t é k e i : ç)(A1), ÇJ(A2), . . . , Ç>(A„_I). A 

(6.7) < p ( C 0 ) x = b 

a l a k ú egyenlet megoldásánál t e h á t a (6.6) fo rmulában a Xk nevezőket (p(Xk)-val 
kel l helyettesí teni , azaz 

(6 .8) 
k^í 9 > ( 4 ) 

A (6.6) va l amin t (6.8) f o r m u l á k az ismeret len x osz lopmátr ixnak véges 
Four ier -k i fe j tésé t szolgál ta t ják . 
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E z e n előkészületek lehetővé teszik, hogy egy egyenletes l ánch íd alap-
egyenlete i t a kon t inuánsmát r ix sa j á t é r t éke i és s a j á t m á t r i x a i segítségével 
o ld juk meg. 

Egyenletes lánchíd esetén ugyanis 

loi = hz — • • • = ln-i,n — l ; J01 — J 12 Jn—l,n — J , 

t o v á b b á többnyi re 

Pi = lh ••Pn-\ = P 

E b b e n az esetben t e h á t 

(6.9) С = — Cn; К = 
L 0 EJ 

, p = pe 

Ezeknek felhasználásával az egyenletes lánchídnak (4.8) feszültségi egyenlete 
a köve tkező alakot öl t i : 

/ с 0 + ^ ( е - 1 с Л 
1 EJ 

m 

6° fl 
q-

H - h 
p e 

Az egyenlet koeff ic iensmátr ixa t e h á t ez esetben <p{C0), ahol 

cp(x) = X - f 
Hl2 

EJ 
1 - * 

6 

Avégből , hogy ezen egyenlet m ismeret lenét , m i n t a II p a r a m é t e r explicit 
f üggvényé t előáll í thassuk, előbb a q és e osz lopmátr ixokon harmonikus 
anal íz is t kell vég reha j t anunk . (6.5) felhasználásával az t t a lá l juk , hogy 

(6 .10) 
q = ß1u1 + ß2u2 + .. . + ßn-iu„-i; ßk = u$q 

e = exщ + s2u2 + . . . + £„-iu„_i ; e2k+i: 
f 2 k n 
- c o t g — ; e2fc = 0 . 

E z e n ér tékeket felhasználva, a feszültségi egyenlet explicit megoldását a 
köve tkező a lakban nye r jük : 

(6.11) m = l 

о H-h 
n—1 ßk ——рек 

h 
Hl2 

YJ 
í — 

u k . 

A (4.10) a lakvál tozási egyenlet a f en tebb bevezete t t jelölésekkel így 
í r h a t ó : 

EJ 
Y 

С« IE — — С, 
\ - 1 

C0 + 
Hr \ 
y C „ j v = q -

H-h 
h 

ре 
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Az egyenlet e g y ü t t h a t ó m á t r i x a most ip(C0), ahol 

6 

és a n n a k explicit megoldása a (6.10) koefficiensek felhasználásával 

О H-h 
n—1 Pk pSk 

( в - 1 2 ) — ~ — — Uk. 
k= 1 EJ X\ H . 

Az x relat ív feszül tségvál tozást meghatározó egyenlet felállí tása cél-
jából (4.14)-ben p* = pe*, H — h = x h, h,k+1 = I helyet tesí téseket végez-
zük, t ovábbá V-nek (6.12) ér tékét is behe lye t tes í t jük . I ly módon 

(6.13) y 
k= 1 ,3 ,5 

VEkßk p24x h3x 
EJ  
P Ä 

4 

n-i 
V 

4 
6 

ET r í _ 

+ ( l + x ) h *=° 

8k,k-rl 
l 

adódik . (A baloldali összegben a páros indexű t agok h iányzanak , mer t vala-
m e n n y i e2k eltűnik.) A (0, oo) in te rva l lumban ezen egyenlet bal oldala csök-
kenő, jobb oldala p e d i g növekvő függvénye ^-nek . Ennél fogva egy olyan 
tehereloszlás mellet t , mely x = 0-nál a baloldalt pozi t ívvá teszi, a (6.13) 
egyenletnek egyetlen pozitív gyöke van. 11a ez a x gyök ki v a n számítva , 
akkor H = h( 1 + x). 

Н а a V lehajlási m á t r i x (6.12) véges Four ier -sorában rögzí te t t L mellett 
az n —v oo, l = Ljn —> 0 h a t á r á t m e n e t e t vég reha j t j uk , akkor az egyenletes 
kábe lh íd v(x) lehajlási függvénye számára a következő, már K Á R M Á N , BLEICH 
és mások által megado t t végtelen Fourier-sor t n y e r j ü k : 

(6.14) 

I t t 

es 

, H-h 
Pk Г PEk 

, , -г-» h . клх 
v(x) - > — : r sin 

EJ 
кл 

+ H 
к л 

[L 

ßk = — sin ^ Л Х dx 
L J L 

(2к + 1)л 
; e 2 k = 0 . 
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Ugyanezen határá tmenet te l (6.13)-ból a / relatív feszültségnövekedést 
meghatározó transzcendens egyenletet az alábbi a lakban nyer jük 

2 
fc— 1,3,5,. 

pßk — p2SkX 
EJ к л 

ы h L 

h3X 

EF J ds 
dx 

dx 

+ ( 1 + ' X ) 

I t t ds a holt tehernek megfelelő kábelgörbe ívelemét jelent i az x helyen. 

(Beérkezett : 1957. II. 25.) 
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ОБОСНОВАНИЕ И ПОСТРОЕНИЕ ОБЩЕЙ ТЕОРИИ 
ВИСЯЩИХ МОСТОВ С ПОМОЩЬЮ ТЕОРИИ МАТРИЦ*' 

J . E G E R V Á R Y 

Резюме , 

В некоторых новых работах, относящихся к теории висящих мостов, 
мы встречаемся с тенденцией ободить инфинитезимальных действий. 
При этом производные заменяются отношением приращения функции к при-
ращению независимой переменной, непрерывно распределяющиеся живые 
нагрузки — концентрированными силами (см. [2]). 

В настоящей работе мы строим конечную теорию цепных мостов. Для 
подходящего рассмотрения линейных уравнений, получающихся от после-
довательного применения уравнений C L A P E Y R O N теории стержня и от за-
мены возможно встречающейся непрерывно распределяющейся живой на-
грузки концентрированными силами, используются вспомогательные сред-
ства теории матриц. В качестве основного уравнения цепных мостов полу-
чается такое матричное уравнение, в котором неизвестным является мат-
рица прогибания укрепляющей опоры. Для решения этого матричного урав-

*) Содержание этой работы тождественно с работой на немецком языке [ I ] автора. 
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нения необходимо лишь обращение континуантных матриц, легко выпол-
няемая и на машина. Схема вычислении также содержится в работе. В случае 
цепного моста с n— 1 подвесным стержнем для роста горизонтального на-
пряжения получается уравнение ?г-ого порядка. 

Уже упомянутое матричное уравнение в случае такого предельного 
перехода, когда число подвесных стержней ростёт.до бесконечности, пере-
ходит в хорошо известное дифференциальное уравнение M E L A N висящих 
мостов. 

Последняя глава содержит упрощения, имеющие место в случае равно-
мерных цепных мостов. 

BEGRÜNDUNG UND DARSTELLUNG EINER ALLGEMEINEN THEORIE 
DER HÄNGEBRÜCKEN MIT HILFE DER MATRIZENRECHNUNG*> 

J . E G E R V Á R Y 

Zusammenfassung 

Mehrere neuere Aufsätze über die Berechnung der Hängebrücken lassen 
eine Tendenz erkennen, infinitesemalen Operationen zu vermeiden. Die 
Differentialquotienten werden dabei durch Differezenquotienten, die stet ig 
verteilte lebende Last durch Knotenlas te ersetzt . (Vgl. [2].) 

In der vorliegenden Arbei t wird eine f in i t e Theorie der Ket tenbrücken 
aufgebaut . Bei konsequenter Verwendung der Clapeyronschen Gleichungen 
der Balkentheorie und bei Annäherung der eventuell stetig vertei l ten lebenden 
Las t durch Einzelkräfte (Knotenlaste) werden zur sachgemässen Behandlung 
der auf diese Weise ents tehenden linearen Gleichungen matrizentheoretische 
Hilfsmitteln herangezogen. Als Grundgleichung einer Ket tenbrücke ergibt 
sich eine Matrizengleichung welche als Unbekann te die Durchbiegungsmatrix 
des Versteifungsträgers en thä l t . Zur Auflösung dieser Matrizengleichung ist 
n u r das Invert ieren von Kont inuan tenmat r i zen notwendig, wofür einfache, 
auch maschinell gut durchführbare Rechenschemata angegeben werden. 
Be i einer Ket tenbrücke mit n — 1 Hängestäben erhält man f ü r die Zunahme 
der Horizontalspannung eine Bestimmungsgleichung m-ten Grades. 

Bei einer Grenzübergang, wobei die Anzahl der Hänges täbe unbegrenzt 
zunimmt, geht die vorher e rwähn te Matrizengleichung in die wohlbekannte 
Melansche Differentialgleichung der Hängebrücken über. 

Im letzten Paragraph werden diejenigen Vereinfachungen besprochen, 
welche sich bei einer gleichmässigen Ket tenbrücke einstellen. 

*) Diese Arbei t ist dem I n h a l t nach identisch mit der deutschsprachigen 
Arbei t [1] des Verfassers. 
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