A FUGGOHIDAK ALTALANOS ELMELETENEK MEGALAPOZASA
ES FELEPITESE MATRIX-SZAMITAS SEGITSEGEVELY

EGERVARY JENO

A fiigg6hidak szamitésira vonatkozé néhany tjabb munkaban egy olyan
torekvés ismerhets fel, hogy az infinitezimalis mtiveleteket elkeriiljék. Ennek
sordn a differencialhanyadosokat differenciahanyadosokkal, a folytonosan
megoszlé €16 terhet koncentralt erdkkel helyettesitik (v6.: [2]).

E kozlemény irdja a lanchidak finit szdmitdsi médjat mar kordbban
kidolgozta az olyan ,egyenletes” lanchidak szdmara, melyeknek merevité
tartéja allandé inercianyomatékkal bir és melyeknek fiiggeszté radjai ekvi-
disztdnsak (lasd: [3]).

Az aldbbiakban az altaldnos (szakaszonként allandé inercianyomatékt
és valtozo6 hosszusdgu szakaszokbodl all6) lanchidak finit elméletét épitjik ki.
A radelmélet Clapeyron-féle egyenleteinek a kovetkezetes hasznilata,
valamint az esetleg folytonosan megoszlé é16 tehernek koncentralt erékkel valo
helyettesitése soran keletkez6 linedris egyenletek megfelel§ targyalasahoz
métrixelméleti segédeszkozoket vesziink igénybe. Léanchidak alapegyenlete-
ként olyan matrixegyenlet adddik, melynek ismeretlene a merevité tarto
lehajléasi matrixa. Ennek a matrixegyenletnek a megoldasdhoz csupin kon-
tinuans matrixok invertalasa sziikséges, amire egyszerti, gépi tton is konnyen
végrehajthato szamitasi utasitast is tartalmaz a dolgozat. Egy n — 1 fiiggeszt6-
raddal bir6é linchid esetén a horizontalis fesziiltség novekedése szadmara
n-edrendli egyenletet nyeriink. :

A linchid méatrixegyenlete, egy olyan hataritmenetnél, amikor a fiig-
gesztérudak szdéma minden hataron tul novekszik, a fiigg6hidak jol ismert
Melan-féle differencidlegyenletébe megy ét.

Az utols6 fejezetben megmutatjuk, hogy korabbi dolgozatunknak az
egyenletes lanchidakra vonatkozé formuldi a jelen dolgozatban ko6zolt ered-
ményeknek specidlis esetei.

Valamely merev vagy rugalmas testekbdl &ll6 rendszer mechanikai
vizsgalatahoz sziikséges matematikai segédeszkozok jellege tudvalevbleg a
rendszer szabadsagi fokainak a szadmatdl fiigg. A technikai szilardsagtannak
azok a probléméi, melyek alapjaul a Hooke-torvény szolgal, véges sok szabad-
sagi fok esetén linearis algebrai egyenletekre, végtelen sok szabadsagi fokkal
bir6 rendszerek esetén azonban linedris differencidlegyenletekre vezetnek.

1) E dolgozat tartalmilag egyezik a szerzének német nyelvii [1] dolgozataval.
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Torténeti tény, hogy a linearis differencidlegyenletek megoldési elmélete
— a Green-fiilggvény, illetve a sajatfiggvények felhasznildsdval — kordbban
fejlédott ki, mint a linedris algebrai egyenletrendszereknek a métrixelméletet
felhasznald, analég megoldasi elmélete. Nyilvan els@sorban ennek a koriil-
ménynek tudhato be, hogy a fiigg6hidak elméletében eddig majdnem kizirélag
végtelen sok szabadségi fokkal biré modelleket vettek alapul, melyek linearis
differencidlegyenletre vezetnek, ugyanakkor véges szabadsdgi fokkal biré
modellek alkalmazasira, melyek linearis algebrai egyenletrendszerre vezetnek,
alig tortént kisérlet.

Egy fiigg6hid alkalmas matematikai modelljének a megvélasztésinal
élesen meg kell kiillonboztetniink a kabelhidakat és a lanchidakat.

Egy kabelhid — melynél egy rugalmas gerenda (merevits tartd) és egy
egydimenziés, hajlékony kontinuum (kabel) véges szdmt merev fiiggeszto-
raddal van osszekapcsolva —, nagyobb szdmu fiiggeszt6 rad esetén olyan
egyszeribb modellel helyettesithet6, melynél a kabel és a gerenda fiiggesztd
membrannal vannak Gsszekapesolva, ez a modell pedig kézvetleniil a jél ismert,
elszor E. MELAN altal felallitott linedris differencialegyenletre vezet.

Egy lanchid azonban, melynek ldncrudjai és fiiggeszt6ridjai merev
(vagy legfeljebb hosszirdnyban nytlékony) rudaknak tekintheték, sokkal
pontosabban és elénydsebben helyettesitheté egy véges sok szabadsigi foka
modellel, ha az él6 (hasznos) terhelést — melynek matematikailag pontos
eloszlasa sem nem ismeretes, sem gyakorlatilag nem lényeges —, sztatikailag
ekvivalens és a fiiggesztérudak alsé végpontjain tamadé koncentréalt erkkel
helyettesitjiik. A lanchidnak ez a ,finitizalt”’ modellje — a technikai szilard-
sagban legelemibb tételeinek alkalmazéasival — lineéaris algebrai egyenletrend-
szerre vezet, melynél az ismeretlenek szdma a fliggesztérudak szaméaval egyenl6.

Jelen dolgozatunkban a fenti médon finitizalt ldnchidmodell egyenstlyi
egyenletrendszerét matrixelméleti segédeszkozokkel felallitjuk és megoldjuk.
Ezzel egyidejlileg azt az — egyes szerzk eredményei alapjan sejtheté — tényt
is kell6 megvildgitasba helyezziik, hogy a linearis differencidlegyenletek elmé-
letéb6l ismert Green-fiiggvénynek (hatasfiiggvénynek), illetve a Green-
fiiggvény bilineédris sorfejtésének finit analogonokként a fenti egyenletrendszer
koefficiensméatrixanak inverze, illetve annak spektralfelbontésa felelnek meg.

Avéghdl, hogy a latszélag lényegesen kiillonb6z6 médszerek és megoldasi
formuldk kozti oOsszefiiggést és analdgiat minél vildgosabban kifejezésre
juttassuk, parhuzamosan fogjuk targyalni az egyetlen fiiggesztéraddal bird
és az n — 1 fliggesztéraddal biré lanchid, valamint a végtelen sok fiiggeszt6-
raddal (fiiggeszt6 membrannal) biré fiiggbhid alapegyenleteit. Ekoézben ki
fog deriilni, hogy noha az egyetlen fiiggesztéruddal biré lanchid targyaldsa
egy egyszerl technikai-szilardsagtani gyakorld feladattal egyenértékii, mind-
azonaltal az abbdl szarmazé egyszerti megoldasi formuldk n — 1 fiiggeszto-
raddal biré lanchid esetére is megtartjik érvényességiiket, ha az azokban
szerepl6 skaldrokat megfelel6 matrixokkal helyettesitjiik.

Ezen ttlmenden kimutatjuk tovabbé, hogy az n tagh lanchid szdméra
levezetett méatrixelméleti megoldési formuldk, n — co hatirdtmenet esetén a
TimvosaENKO, KARMAN, BreicH stb. 4ltal kébelhidak szdméra megadott
megoldasi formulakba mennek at.

Eddig altalaban fiigg6hidak alapegyenletérél beszéltiink. Tudvalev6leg
azonban minden rugalmassédgtani problémahoz kétféle alapegyenlet tartozik ;
nevezetesen fesziiltségi egyenlet és alakvaltozéasi egyenlet.
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Valamely fiigg6hid fesziiltségi egyenlete (melyben a merevité tartéd
hajlitéfesziiltségi matrixa illetve hajlitéfesziiltségfiiggvénye szerepel mint
ismeretlen) kiilonosen egyszerti alakti. Véges sok fiiggesztérad esetén a fesziilt-
ségi egyenlet egylitthatémétrixa szimmetrikus kontinudns, mely tudvalevéleg
aranylag konnyen invertélhaté. Végtelen sok fiiggesztorad (fiiggesztémembran-
nal bir6 kabelhid) esetén a fesziiltségi egyenlet egy mésodrendl linedris
differencialegyenlet, melynek Green-fiiggvénye (hatasfiiggvénye) konstans
keresztmetszet-inercianyomaték esetén explicit megadhatd, valtozé kereszt-
metszet-inercianyomaték esetén végtelen sorral allithaté eld.

Valamely fiigg6hid alakvéltozéasi egyenlete (melyben a merevitétarté
lehajlasi métrixa, illetve lehajlasi fiiggvénye szerepel, mint ismeretlen) lénye-
gesen bonyolultabb méatrix-, illetve differencidlegyenlet. Egy matrixidentitas,
illetve annak mar D. HiBerT 4ltal felhaszndlt infinitizemalis analogonja
segitségével azonban lehetévé fog vilni, hogy az alakvaltozasi egyenlet meg-
oldasit a fesziiltségi egyenletére visszavezessitk. Ily mdédon a KARMAN,
BLeIicH stb. 4ltal taldlt sorfejtések is beilleszthet6k az altalanos elmélet
keretébe.

- Ha alanchid egyenletes (azaz fiiggesztérudjai ek vidisztansak és merevito-
tartéja konstans inercianyomatéku), akkor gyakorlati szamitds céljabol
legalkalmasabbnak latszik az egyiitthatomatrix jol ismert sajatértékeinek és
sajitmatrixainak a felhaszndldsa, minthogy ily médon automatikusan nyerjiik
a keresett fesziiltségi matrix, illetve lehajlisi matrix Fourier-kifejtését.

Altalinos (nem egyenletes) lanchidndl azonban a sajatértékek és sajat-
matrixok nem ismeretesek. Ennélfogva ez id6 szerint az altalanos lanchidak
szamitasat legeélszertibb az alapegyenletekben szereplé kontinudns matrixok
direkt invertalasidval elvégezni.

Amidén a jelen munkaban a fiigg6hidak szédmitédsaval kapcsolatban
annyira kiilonb6z6 megoldasi modszereket allitunk szembe egyméssal, mint a
matrixmddszer és az infiniteziméalis mddszer, akkor indokoltnak latszik azok-

- nak gyakorlati alkalmassig szempontjabol valé Osszehasonlitdsa. Nyilvan

”.o

nem foroghat fenn kétség abban a tekintetben, hogy kevés fliggesztéruaddal
biré lanchid esetén a méatrixmddszer a hidban felléps fesziiltségeket és alak-

valtozédsokat sokkal pontosabban fogja megadni, mint az infinitezimalis mdd-

szer.

Nagy — 30 vagy tobb fiiggesztéraddal bird lanchidaknél a fenti
két modszerrel nyert eredmények kozti killonbség el6relathatélag oly csekély
lesz, hogy azt az anyagi allandék bizonytalansaga mellett el lehet hanyagolni.
Ha azonban figyelembe vessziik, hogy a differencidlegyenletek megoldé
formulai mindig gyakorlatilag kényelmetlen limeszprocesszusokat (Green-
fiiggvény hasznalatanil paraméteres integralt, sajatfiiggvények hasznédlatdnal
végtelen sorokat) tartalmaznak, akkor arra a megallapitdsra kell jutnunk,
hogy a finit matrixmdédszer alkalmazéisa ez esetben is elénydsebb.

Minden rendszernél, mely egy vertikalis erék altal igénybe vett kébelt
vagy ldncot tartalmaz, tehat fiigg6hidnél is — egy differencial- vagy métrix-
egyenlet megoldasén kiviil — még a kébel-, illet ve lancfesziiltségnek az igénybe-
vétel altal elGidézett véltozasat, vagyis a horizontalis fesziiltség novekedését
is ki kell szamitani. Ez a szamitds altaliban Ggy torténik, hogy a keresett
fesziiltségnovekedés szamara kinematikai és rugalmassigtani meggondola-
sokkal meghatarozé egyenletet allitunk fel, és ennek legnagyobb gydke szolgal-
tatja a keresett fesziiltségnovekedést.

1#
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A fesziiltségnovekedés kiszamitiasa finitizdlt ldnchid esetében sem®
linearis feladat. Egyetlen fiiggesztéraddal biré lanchidnil is mésodfok
algebrai egyenletet kell megoldani. n — 1 fliggesztérudat tartalmazé lanchidnal
n-edfokn algebrai egyenlet, kdbelhidnédl pedig transzcendens egyenlet adédik.
Ezen egyenletek kozelité megoldasara kiilonb6z6 modszereket javasoltak.

Egyenletes lanchid esetében a fesziiltségnovekedés meghatdrozasira
szolgélo egyenlet olyan alakra hozhaté, melybdl egyetlen pozitiv gyok létezése
felismerhet6 és az kozelit6leg konnyen kiszdmithato.

Altalanos lanchid esetén a meghataroz6 egyenlet kozelité megoldésa
nehézkes feladat. Ilyen esetben célszer(ibb egy inverz eljards, melynél a fesziilt-
ségnovekedést a gyakorlatnak j6l megfeleld kozelits értékkel elGirjuk és ezutdn
olyan hidterheléseket vesziink fel, melyek a meghatirozé egyenletet kielégitik.

Hogy a jelen munkét lehetSleg konnyen olvashatové tegyiik, azt a
kovetkezéképpen osztottuk fejezetekre.

17 Az els6 fejezetben roviden ismertetjilk a linedris differencidlegyen-
letek és a kontinudnsmatrixok kozti ijsszefiiggést.

27 A méasodik fejezetben idézziik és matrixalakban kifejezziik a vertikélis
erCk altal igénybe vett lanc, illetve gerenda jélismert egyensulyi egyenleteit.

37 A harmadik fe]ezet egy kéttagh, egyetlen fiiggesztéraddal bird
lanchid hajlitéfesziiltségének és lehajlasinak elemi Gton torténd kiszdmitésat
tartalmazza. Egyidejiileg adédik a masodfoku egyenlet is, mely a horizontalis
feszultseg novekedését meghatarozza.

42 A negyedlk fejezetben megmutatjuk, hogy az elozoleg a kéttagh
lanchid szamara levezetett elemi megoldési formuldk n-tagh linchid esetére
is érvényesek maradnak, ha a skaldris mennyiségeket megfelel§ matrixokkal
helyettesitjiik. Levezetjiik tovabba a lanchid terhelése és az ennek kovetkez-
tében beallé horizontélis fesziiltségniovekedés kozti Osszefiiggést.

57 Az 6t6dik fejezetben elvégezziik a hatdrdtmenetet, melynél a fiiggesztd-
rudak+szima minden hataron tal novekszik és ily médon megkapjuk a kabel-
hidak differencialegyenletét.

6. A hatodik fejezetben azokkal az egyszerlisodésekkel és gyakorlati -
elényokkel foglalkozunk, melyek egyenletes lanchid, illetve kdbelhid esetén
bekovetkeznek.

1. fejezet

1. §. Ebben a fejezetben rd kividnunk mutatni azokra az analdgidkra,
melyek egyrészt a lanchidak finit elméletében szerepld kontinudns-matrixok,
masrészt a kébelhidak infinitizemélis elméletében szerepldé méasodrendi
differencialegyenletek kozt fennallnak.

Hogy a kontinudnsok és a mésodrendii linedris differencidlegyenletek
kozti Osszefiiggést megvildgithassuk, néhéany fogalmat kell el6rebocsatani.

Ha adva van az oszlop- (vagy sor-) matrixoknak egy végtelen sorozata :

fOfO o,

ahol a fels6 index a matrixok rendszdmét jelenti, akkor ezen matrixok mind-
egyikét dbrazolhatjuk oly médon, hogy vélasztva egy tetszéleges L > 0 szédmot,
az L[n, 2Ln, ..., (n — 1) L/n abszcissziknak ordindtaként az fO méatrix
FO M, . D) elemeit feleltetjiik meg. Eléfordulhat, hogy az ily médon nyert
pontesoportok minden hatiron tal novekvd n esetén egy folytonos gorbévé
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stirtisodnek. Ez esetben azt fogjuk mondani, hogy a métrix-sorozatnak a limese
egy folytonos, egyvaltozés fiiggvény. Pontosabban :
lim ™ = f(z) ,
Nn—oo
ha (0, L) intervallumban minden z-re
lim 0 = f(z) .

n— o

kLIn—-x

Ugyanilyen médon a négyzetes métrixoknak valamely G™ végtelen
sorozata konvergalhat egy, a 0 < x,y < L négyzetben definidlt G(x,y)
folytonos, kétvaltozos fiiggvényhez.’

Métrix-szorzatoknak a sorozata megfelel6 hataratmenet esetén egy
hatarozott integralhoz konvergil. Valéban :

L & L -
lim — g™* f® = lim ,Z gim fim e J g(x) f(z) da

n—o n n—oo o
(1.1) o
L C L
lim = G 7 — lim > G4 fip = — f(; , dE .
nl_.n; n I nl_.lg — fx n (=5 /&) de

0

Fentiekbd&l lathaté, hogy egy métrix-szorzatokbdl 4ll6 sorozat limesze nem a
két limeszfiiggvény szorzata, hanem azoknak szorzatintegralja.

A matrix-szamitds univerzéilitisa abban is megnyilvanul, hogy nemesak
az integral, hanem a derivéilt figgvény is eléallithaté, mint egy métrix-
szorzat-sorozat limesze. Ha ugyanis az f™ oszlopmatrixot, melynek elemei
valamely, a 0 és L helyeken elt(ing, differencidlhaté f(x) fiiggvénynek f(L/n),

.o» f((m — 1) L/n) értékei, megszorozzuk a — n*/L2C{” kontinudnssal, akkor

RS ] —f(-nli)
2 : Sad 0 vf(?-né)
o %C(()mf(n) A ;‘.2 G ; i . s
[0 2 —f(("_nLL)_
)
1 ; A
T ) )
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adédik, a szorzatmatrix elemei tehdt az f(x) fiiggvénynek a méasodik kiilonbségi
héanyadosai. Ha mar most f(x) kétszer folytonosan differencidlhaté, akkor a
fenti értelemben a kovetkez8 limeszrelicié addodik :

lim ™ ¢ /o gt a2 f(zx)
n—o 2 0 dx’
2. §. Ezen elkésziiletek utdn a reciprok méatrix és a Green-fiiggvény

kozti fent emlitett analégia konnyen illusztralhato.
Tekintsiik a kovetkez6 egyenletrendszert :

' n L
1.2 140 U
(1.2) I oY =19 i
vagy részletesebben kiirva
_yi-—1+2yi—yi+1_q.£ (i=112r"'vn—1)
£ : n Yo=Yn=0 :
n
Ennek a megoldésa :
L L
Pt el s O
(1‘3) Yo n CO q n ’
vagy a (! inverznek ismert alakjat felhasznalva
n ¥ n n
U= 2 919~ » ahol  g;;=
B . k)
: Pl L
n n

Ez az egyenlet (lasd : 2. fejezet, 2. §.) meghatirozzaegy x = 0ész = L
kozt kifeszitett hir egyenstlyi alakjit, midén annak z = L/n,2L/n, ...,
(n — 1) L/n pontjai a ¢, L/n,qy L|n, ..., qn—1 L|n transzverzilis er6kkel
vannak terhelve. ;

Ha most az (1.2) egyenletben, melyet az n%/L?C,y = q alakban is
irhatunk, az » — oo hatiratmenetet végrehajtjuk, akkor a

a2y
1.4 — = =q(x
(1.4) T aE)
Osszefiiggést, vagyis egy olyan htrnak a differencidlegyenletét nyerjiik, melyre
a g(x) megoszl6 terhelés hat. Ugyanennél a hatdrdtmenetnél azonban az
L/n €5t inverz atmegy a

E(L_7_L)

n n ::x(L—E) Sl
7 7 <

lim i

Ll (L_%) §(L

";«‘ F :(L_x) e
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formuldkba, azaz éppen az (1.4) differencidlegyenlet jol ismert Green-fiiggvé-
nyébe (kifeszitett har hatéasfiiggvénye). Egyidejfileg (1.3) atmegy (1.1) figye-
lembevételével az :

L .
y@) = [ Gk Eq@)ds;  y(0) =ydL) =0
0

megoldési formuldba.

3. §. A kébelhidak szokésos elméletében mésod- és negyedrendii lineéris
inhomogén differenci4legyenletek lépnek fel, melyek valtozé inercianyomatéka
merevitétarto esetén valtozé egyiitthatékkal birnak. Egyik megolddsi médszer
f6 segédeszkoze a

a2y
(1.5) —E§+Jm@=ﬂ@

differencidlegyenlethez és az
(1.6) y(0)=y(L) =0

keriileti feltételekhez tartozé G(z, &; A) Green-fiiggvény. po(x) egy allandd
faktortél eltekintve az 2 helyen mutatkozé inercianyomaték reciprokat
jelenti, és L hosszisdgh szimmetrikus hid esetén kielégiti a po(z) = o(L — 2)
rel4ciét. Ebben az esetben a G(z, & A1) Green-fliggvény a megfelels

a2y
] B, —2 —Ao(x)y=0
(1.7) i ey

homogén egyenlet egyetlen partikuldris megoldésa segitségével kovetkezs-
képpen szerkeszthet6 meg.

Legyen u(x; 4) az (1.7) differencidlegyenletnek az u(0; ) =0, u(0; 4) =1
kezdeti feltételek altal egyértelmlien meghatirozott megoldésa és tegyiik
fel, hogy w(L; 2) = 0. Ekkor a keresett Green-fiiggvény

w(@; A) u(lL — &;4)

ha =&
w(L;2)

Kz, &;4) =
w(é;A) w(L—z;4)
w(L ; )

2§

és az (1.5) inhomogén egyenletnek az (1.6) keriileti feltételeket kielégitd
megoldasa

L
y@) = [ G, &3 @) dé .
0
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4. §. Jelen munkdban kiépitjilk a lanchidaknak egy elméletét, melyben
kétszeresen szimmetrikus kontinudnssal biré linedris egyenletrendszerek
kitiintetett szerepet jatszanak. Ezek az egyenletek — métrix-szimbélumokkal
irva — a kovetkez6 alakot veszik fel :

a —b 0 0 0 21 U5
=By Gy —by 0 0 Ya 92
0 —b, a 0 0 Ys qs
Cy— 2 ; e 4 i
0 0 0 An-g —bn_o Yn—2 qn—2
- 0 0 0 —bn_s On_1 .|| Yn—1 /| P Gn—1

Itt a hid szimmetridja miatt ax = an_x, bx = by—x—1. Azy = C~1q megoldas

el6allitisdhoz szitkséges €~ inverz matrix numerikus kiszdmitésira e helyen

egy gyakorlatilag j6l hasznalhaté szdmitdsi utasitist adunk meg, mely kihasz-

nalja a reciprok matrix és a Green-fiiggvény kozti fentebb illusztralt analégiat.
Szamitsuk ki az

ay uy — byuy =

— by uy + aguy — by ug =0
— bn_3Un_3+ @n_sUn—g—bp_2Un_1=20

homogén line4ris egyenletrendszernek az wu, = 0, u; = 1 kezdeti feltételek

altal egyértelmiien meghatarozott megoldasat, felhasznalva az alabbi rekurziés

formulat :

Qi U — br—1 Up—1
b

(1.8) Uk+1 = (b=1,2; viv ;m =)

Tegyiik fel tovabba, hogy
Un = @n_3Un_1— bn_g Un—s7#0 .
Ekkor a C—1 inverz matrixnak g;; elemeit a

Ui Un—j

ha =g
Un
(1.9) gij = (0. =11,2, ,m—1)
hod In R RS S
Un
formulédk adjak és az adott inhomogén egyenletrendszer megoldésa :
n-—1
(1.10) Yi= D94 =20 R )
j=1
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Az infinitezimalis és a finit médszer kritikai Osszehasonlitasanal figye-
lembe kell venniink, hogy az (1.7) homogén differencidlegyenlet u(z; A) meg-
oldasédnak a tényleges el6allitiasa varidbilis g(z) esetén mindig végtelen pro-
cesszusokat, pl. A szerinti sorbafejtést igényel. Ezzel szemben a megfeleld
homogén algebrai egyenletrendszernek a megolddsdhoz csupan véges szdml
alapmiivelet elvégzése sziikséges.

2. fejezet
Fiiggtleges erékkel terhelt linc egyensiilya

1. §. Ha egy (fiigg6leges sikban lev) n-tagt 4,, 44, ..., 4,lanc (1. dbra),
melynek k-adik csukléja, Ay, (xx, yx) koordinitikkal rendelkezik, és arra
qr figgbleges erd hat, ezen erék hatésa alatt egyensulyban van, akkor a

yhn

LS8

4 k+1
Yr

ly-1:: Ip, k1

Tr—1 Ly Zp+1
¢ 1. 4bra

tr—1,x fesziiltségek, a koordinatak és az er6k kozott az alabbi Osszefiiggéseknek
kell fennéllaniok :

Gt T Tpsi—2
(21) tk—l,k sl AR +tk.k+1M:0
Sk—1,k Sk, k+1
(2.2) o S LS T s i
Sk—1,k Sk, k+1

A (2.1) egyenletekbdl kovetkezik, hogy a # x+1 hlzéfesziiltségnek a

tr, k+1 (Tr+1 — @k)/Sk, k+1 vizszintes komponense az egész lanc mentén &llando,
azaz

X, — Xy — X
2.3 L =2 t,= ... ="ty a=h.
( ) 801 01 812 12 B n—-1,n

Ha a tx k+1/Sk k+1 mennyiségeket (2.3) segitségével a (2.2) egyenle-
tekbdl eliminaljuk, akkor

Yi+r:1 — Ye Y — Yr—a
2.4 h — ==16)
24) (xkﬂ L R xk—1) i
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adédik. Jeloljiik az egyes linctagok vizszintes vetiileteinek a hosszét, vagyis
az Tr+1 — @k differenciékat Uy, x+1-gyel. Ekkor a lanc (2.4) egyensilyi egyen-
letei a kovetkezs alakot oltik :

1 1 1 1 @1
a7 TRy SATEE L eI ol
e [lm x lm) S h
1 fir. 13 1 %
2.5 et s phide (B Yl _ %
(2.5) - I (llz == lzs) Ys s Ys 7
1 1 1 1 iy
ln—2,n—1 % + (ln—ﬂ,n—l + ln—l,n) el ln—l,nyn h :

Itt az y, és yn keriileti értékek tetszélegesen eldirhaték és ekkor a t5bbi
Y1 Y2s - - -, Yn—1 ordinadtikat a (2.5) egyenletek egyértelmiien meghatirozzak.
A kovetkez6kben az

(2.6) Yo=Yn=0

eset vizsgdlatdra szoritkozhatunk. Ha bevezetjiikk a C szimmetrikus konti-
nuanst, tovibbd az y és q oszlopmatrixokat : 1

(2.7)
ond B S 0GR L RS 0 I—yl 4
el i bt S N R 0 Ys s
G= ¢ P2y | s s o i 0 ’
0 | SRR ST o . Yn—1 In—1

akkor a (2.5) egyensiilyi egyenleteket és a (2.6) keriileti feltételeket a kivetkezs
matrixegyenletbe foglalhatjuk &ssze :

1
2.8 Cy=-gq.
(2.8) Yy h‘l

Innen a lidnc egyensilyi helyzetének megfelels y; csukléordinatikat
mint a gx terhel erdk fiiggvényét kozvetleniil nyerjiik a kovetkezs alakban :

1
=—C"1q .
Yy ) q
Kénnyen igazolhatd, hogy az itt felléps reciprokmétrix explicit alakja
a kovetkezd :

B 7Y Dol To R Y b

(2.9) e — ki lo1 lon loz lan o loalng,n
lOn . ‘e .
l01 ln—l,n l02 ln—l,n se e lO,n—lln—l.n

itt l,'j (’l/< 7.) az li,i+1 +li+1,,‘+2 + ... +lj—1,j hOSSZflSégOt jelent-i.
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Ha a (2.8) egyenlet mindkét oldalat balrél az e* = [1,1, ...,1] sor-
vektorral szorozzuk,
qu+92+ S iflney
h

adodik. Ez az egyenlet osszefiiggést 4llapit meg az Gssztehernek a horizontélis
fesziiltséghez valé viszonya és a széls6 lancrudak hajlasai kozott.

@!‘__*_____yn_.l :e*Cy_: _l_e*q
lo]_ n—-1,n h

2. §. Ha az 0sszes fiiggleges terhel6 erék egyenl6k és ekvidisztédnsak,
azaz

9i s = Jova-dpay =4
la=ts=" .. =lhgn=1,
akkor
~ 2 —1 S 0 P et
-1 2 -1 ... 0
1 1 0 —1 R i 0
R et SRR T bl
050 (4 S e | :
Ao SR AT Ll g &
és (2.8), (2.10) szerint
T 1(n —1)7]
2(n — 2
y:ico—lqez_ll : ;
h 2h :
| (e —1)1_]
vagyis valamennyi lancesuklé az
q
2.11 = —znl —x
(2.11) ST )

parabolan fekszik.
Az (n — 1) q ossztehernek a h horizontélis fesziiltséghez valé viszonya

ez esetben
n—1)g _p1+Yn-1_ 2%
h l l

A legmélyebb csukld, illetve csuklépar ordinitaja (2.11) szerint

g nt—1
8

l paratlan n-re

3
q n? .
& ?l péros n-re.
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Az 1. fejezetben kimutattuk, hogy a — C,y méatrix-szorzat elemei a
0:y17y2; LK :yn—-l’o

szamsorozat masodik differencidival egyenlék. Ha most (2.8)-ban az

nl=L; C:%Co§ w=q

(kL)_L

n n

helyettesitéseket végezziik (itt g(z) jelentse az @ helyen a hosszegységre esé
megoszlé terhelést), akkor az

L VN
L o hqn

egyenletet, és innen az n— oo, | = L/n— 0 hatdritmenettel a j6l ismert

a2y 1
2.12 ERTR L
( ) da? h )

differencidlegyenletet nyerjiik, mely egy kotélnek a ¢(x) megoszlé terhelés
hatésa alatt elfoglalt egyenstlyi alakjat hatdrozza meg.

Fiiggtleges erkkel terhelt gerenda egyensilya

3. §. Vizsgiljunk egy egyenes rugalmas gerendit, mely terheletlen
allapotban az z-tengely (0, L) szakaszéval esik egybe, és végpontjaiban
tdmasztva van. Osszuk fel a gerendat a .

Q=g < o< a8 & Ll Ty K By

abszcisszaju pontokkal az Iy j+1 = ®x+1 — @, hosszusagh (ax,x+1) szakaszokra.
Az (@, k+1) szakasz keresztmetszetének inercianyomatéka legyen Jy x+1,
a gerendaanyag rugalmassagi modulusa pedig legyen E.

Ha ez a gerenda az x; osztiaspontokban tdmadé transzverzélis gy er6k
hatésa alatt egyenstlyban van, akkor az ezen pontokban fellépd my hajlito-
fesziiltségek, vy lehajlasok és a g, er6k kozott az alabbi osszefiiggéseknek kell
fennallaniok :

Ukl+1 S Uk Ukl— vk;} G
(2.13) Kokl k—1,k
1 I Ui, k41 Ui, ki1 le—1,k b1,k }
SERCe ) Mri1 + 2| —= —+ — | my + — My ;=20
6E | Jx, i1 Jierr  Jr-1,x Jr—1,k :
(2.14) mk+1—mk_mk—m_k—1+qk:0 :

lk,k+1 lk——l,k
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Ha most még a (2.7) matrixokon kiviil a K hajlékonysagi métrixot
és az m, v oszlopmatrixokat is bevezetjiik :

e = o = o~
(2.15) ‘ oL lm) _ll_z i my o,
Joo  Ji J1s ;
my Uy
K _—__:!-_. l_lg_ (ﬁ _+_ l23) ne = P=
6 J1s Jio  Jys
s T _'nln—-l o _’Un—l_

akkor a (2.13) és (2.14) egyensulyi egyenletek és a témasztott végeknek meg-
feleld

(2.16) Yo=Yn=20, Mg = Mn =0

keriileti feltételek az alabbi matrixegyenletekbe foglalhatok oGssze :
(2.17) Cv =Km

(2.18) Cm=gq .

Ha ezen egyenletekbdl m-et kikiiszoboljiik, akkor a kovetkez6 alakban
kapjuk meg az Osszefiiggést a vy lehajlasok és a ¢ transzverzalis er6k kozott :

(K-1Cv=gq
v=C1KC1q.

4. §. Egyenletes lanchid esetén a gerenda egyenl6 szakaszokra van osztva
és keresztmetszetének inercianyomatéka allando :

R L TSR R s T NE

A K hajlékonysigi méatrix ebben az esetben kifejezheté C; és az E
egységmétrix segitségével :

i
LR
6 6
P
TN SRR ! 1
g s Ml b
S EA 64
0 14
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Ha a K és C métrixok ezen kifejezéseit a (2.17) és (2.18) egyenletekbe
helyettesitjiik, akkor azok az

E-—Jcovz(E—iCO)m
I3 ¢ 6

egyszer(ibb alakba mennek &t.

Ha ezekben a métnxegyenletekben az 1. fejezet 1. §-ban részletesen
leirt hatardtmenetet elvégezziikk I = L/n, m — oo esetére, akkor az aldbbi
jol ismert differencidlegyenleteket nyerjiik :»

d2v(x)
-d*m(z)
- (2.20) R = q(x). .

Ezek a g(x) transzverzalis megoszl6 terhelés alatt 4116 gerenda v(z) lehajlasat
és m(x) hajlitéfesziiltségét hatirozzék meg.

3. fejezet
‘1. §.-Kéttagi lanchid alapegyenletei és azoknak megoldasa

A most targyalandé lanchid két lanctagbdl, egy fiiggesztéradbél és egy
tamasztott gerendabdl 4ll.

A 2a. 4bra azt az allapotot mutatja, midén a ldncot csupin a p holt
teher (6nsuly) terheli (vagyis az az er6, mely a gerenda-kézéppont és a tAmasz-
taspontok- kollinedritdsinak fenntartisahoz sziikséges). Ebben az allapotban
a lanc egyenstlyi egyenlete (2.18) szerint

3.1 Zy=—»p.
(3.1) ly hp

Terheljiilk most a gerendit kozéppontjaban ¢ transzverzéilis erGvel
(él6teher, 2b. abra). Ennek a tehernek valamely § részét a lanc hordja, és
ennek folytan fesziiltségének A horizontédlis komponense H-ra valtozik. Ebben
az allapotban az egyenstilyi egyenlet

2 ; i )
(3.2) 7(y+v)=—§(p+q).

?) Lasd pl.: [6], 268—269 oldalak.
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A (3.1) és 3.2) egyenletek kivonédsaval nyerjiik a ldnc alakvaltozasi egyenletét :
3v=l{@—ﬂ“ﬁp)_
l H h
A gerenda g — § terhet hordoz, tehat annak kézepén a hajlitéfesziiltség: 3

(3.4) e Ag = a)
; 2
és a lehajlas :
AR W
(3.5) 5 )G
6 EJ.

2a. 4bra 2b. abra

Ha a (8.4) és (8.5) egyenletekbdl -t eliminaljuk, akkor a hajlitéfesziiltség,

lehajlas és a terhelés kozott az alabbi Gsszefiiggés adédik :
2 2H H—h

3.6 —m+—v=q—
(3.6) = q 7

Ha azonban (¢ — q)-t a (3.4) és (3.5) egyenletekbdl eliminéljuk, akkor
a hajlitéfesziiltség és a lehajlas kozt fennall6
(3.7) 2ot

l 6 BJ

osszefiiggést nyerjilk. Ha mér most v-vek innen szarmazd értékét (3.6)-ba
helyettesitjilk, akkor a lanchid ,fesziiltségi egyenletéhez’’ jutunk :

) 4] H—h
3.8 Blogy Sd e g o mig
(3.8) (l+ GEJ)m 4—=T0p

P .

%) Lasd pl.: [b6], 680—681 oldalak.
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Innen a hajlitéfesziiltség explicit formuldja :

ey,
(3.9) m=— 3
2 + T
6 BJ

A hajlitofesziiltségnek a linc kozremiikodése folytan bekovetkezd
csokkenése vildgosan felismerhetd, ha a (3.9) egyenlettel adott értéket a (3.4)
egyenletbdl (a lanc hidnyaban) adddo

L
2

értékkel osszehasonlitjuk.
Ha végiil a (3.7)-b6l adédé m értéket (3.6)-ba helyettesitjiik, akkor a
lanchid ,,alakvaltozisi egyenlete” adédik :

(3.10) (GEJ 2H)v:q—H——kvp
h
és innen a lehajlasnak az explicit formulédja
ety
(3.11) ERT .,
6EJ  2H
3 l

A lehajlasnak a lanc kozrem(ikodésétsl szarmazé csokkenését ezen
formuldnak (3.5)-tel valé Osszehasonlitasa mutatja.
A lehajlasnak (3.11) formulija még a kovetkezd alakban is irhato :

2 s w:%“%yd_(§+HeﬂA } ____ﬁﬂ

h

mely késébb kiilonosen célszerinek és altalanosithaténak fog bizonyulni.

2. §. Osszes formuldinkban eléfordul a megvaltozott és egyel6re ismeret-
len H horizontalis fesziiltség. Ennek a kiszamitasa céljabol a lanctagok nytlési
viszonyait kell figyelembe venni.

Mindkét lanctag relativ nyuldsa a kozépsé csuklonak v vertikalis elmoz-
duldsa folytan (magasabb rendi kis mennyiségek elhanyagoldsa mellett)

AL N R R e L b

s Vlz + 92 82
vagy y-nak (3.1)-bél eredd értékét felhaszndilva :

(3.13) De _ plv

s 2hs?




A PUGGOHIDAK ALTALANOS ELMBLETHENEK MEGALAPOZASA 19

Mésrészt a teljes fesziiltségnovekedés a lanctagokban (H — R)s/l, tehat
a nyulasi egyenlet :

s
3- 14 . — TN e— —
( ) s HE .1

ahol F a tagok keresztmetszetének teriilete. A (3.13) és (3.14) egyenletekbdl

(3.15) o MH—H), 8
pEF B

kovetkezik.
Ha végiil v-t a (3.11)—(3.15) egyenletekbdl eliminaljuk, akkor H meg-
hatdrozésira szolgld fent emlitett mésodfokt egyenletet nyerjiik :

Bty
. e 3
15:16) EJ : H :h(HEFh)z%'
okl e

Ennek az egyenletnek pozitiv ¢ esetén mindig pontosan egy olyan H
gyoke van, mely nagyobb, mint A.

4. fejezet

Egy n-tagi lanchid madtrixegyenletei és azok megoldasa

Vizsgaljunk most egy olyan lanchidat, mely n linctagbdl, » — 1 fiig-
geszt6radbél és egy végpontjain tdmasztott gerendabél 4ll (3. dbra). Jeldljék

g1 e
Yeur N.%_

o (V
yk \ W

lk-1.1 U, ket

3 lIII”II”II/I/IIIIIIIIlllllllllﬂllllllflllllwI/IIII//
-1,k Sk, ket
Pr-7 Py Prer

3. abra

2 A Matematikai Kutaté Intézet Kozleményei I1./1—2.
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lots ligy -+ -, ln_1,n & gerendaszakaszok hosszit ;
Jo1» J19, - - In_1,n a keresztmetszetek inercianyomatékait ;
So15 S325 ++ -5 Sn—1,n @ lanctagok hosszat ;
Y=0,%,¥s -y Yn-1,Yn = 0 a lanccsukl6k ordinatiit ;
P1s P2 - -+, Pn—1 @ gerendacsomoépontok kollinearitdsdnak fenntartdsihoz

sziikséges, az egyes lanccsuklokra holt teherként haté erdket.

A hid szimmetridja folytdn fennillnak az alébbi egyenletek :

by il e S Pk = Pn—k ,
g =Pk niki1 s Yt = Yn=k "
Sk—1,k —Sn—k,n—k+1 -

Ha a ldnc a holt teher hatisa alatt egyensulyban van, akkor a (2.8)
egyenlet szerint fenn kell 4llni a

1
(4.1) Cy=—p
h

egyenletnek, ahol C ésy a (2.7)-ben bevezetett matrixokat, p a p;, p,, .. .,
Pn—1 holt terhek matrixat és & a kezdeti horizontélfesziiltséget jelentik.
Legyen ezek utan a gerenda (merevité tarté) ecsomépontjaiban a

Vb1
9>
Q1,Q2,-~-,Qn_—1, q = :

L1 |
vertikalis erékkel (él6 teher) terhelve.

A lanc ennek a tehernek egy bizonyos § részét fogja hordozni, és ennek
folytan csukldi vertikalis elmozduldsokat szenvednek, melyek egy » oszlop-
matrixba foglalhaték ossze, tovabba a lancfesziiltség horizontdlis komponense

- H-ra fog valtozni.

Ebben az 4llapotban a linc egyenstlyi egyenlete a kovetkezd :
1 A
(4.2) o g T ey

A (4.1) és (4.2) egyenletek kivondsival nyerjiikk a linc alakvAaltozasi
egyenletet :

(4.3) c:;:l(q—}ih:fp) ;
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Alkalmazzuk méar most a gerenda szamara a 2. fejezetben levezetett
egyensulyi egyenleteket.

A gerenda a q — ¢ terhet hordozza és az innen szirmazé m hajlito-
fesziiltségi matrixot (2.18) szerint az aldbbi egyenlet hatdrozza meg :

(4.4) Cm=q—7q .

A v lehajlasi matrix és az m hajlitéfesziiltségi matrix kozt (2.17) szerint
fennall a kovetkez6 egyenlet :

(4.5) ' Cv=Km .

Ha ¢-t a (4.3) és (4.4) egyenletekbél elimindljuk, akkor a kovetkezd
osszefiiggés adddik a hajlitofesziiltség, a lehajlas és a terhelés kozott :

H—h
(4.6) C(m—}—H'v):q——h—p.

Ha most Cwv-nek (4.5)-b6l adédé értékét (4.6)-ba helyettesitjik, akkor a
lanchid fesziiltségy egyenletét nyerjiik :
H—h

(4.8) (C+HK)1n:q—~h‘p.

Innen a hajlitéfesziiltség explicit formulaja :
(4.9) m:(c+HK)—1(q—H—;’3p) :

Ha végiil m-nek (4.5)-b6l ad6dé értékét : K—1Cv-t (4.6)-ba helyette-
sitjik, akkor a lanchid alakvdltozdsi egyenletéhez jutunk :

(4.10) (CK—lc+HC)v:q—fL;’ip ,

A v egyiitthaté méitrixdnak a kiszdmitésa, tehat latszolag az invertélasa
is rendkiviil nehézkes és bonyolult. Azonban egy alkalmas identitds felhasz-
nalasival a (3.12)-vel analég megolddsi formuldt fogunk tudni megadni.
E métrixidentitas a kovetkez6 :

(CK-1€ 4+ HC)-1 = {CK-1(C + HK)}"! =
(4.11) :
= (C+ HK)-1KC-1= H-1{C-1 — (C+ HK)-1} .

A lehajlasnak explicit, gyakorlati szamitasra alkalmas formulija tehat
a kovetkez6 :

: (4.12) v=H-1{C-1— (C+ HK)-1} 'q_ o h_ hp) ;
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A (4.9) és (4.12) formuldk Gsszehasonlitasabél lathato, hogy az m hajlito-
fesziiltségi matrix kiszamitédsa utdn a o lehajlisi métrixnak a kiszdmitdsa
feltin6en egyszer(i feladat, mert az ennek folyamén sziikségessé valé C-1
reciprokmétrixot a (2.9) képlet explicit alakban adja meg.

Ha a jelen paragrafusban levezetett formulakat egyetlen fiiggesztéruddal
bir6 ladnchidra alkalmazzuk, akkor az 6sszes matrixok skaldrokra redukaldd-
nak és pedig a hid szimmetriaja folytan

lesz. Ez esetben a (4.1)—(4.12) egyenletek a (3.1)—(3.12) egyenletekbe mennek
at. Ezzel kimutattuk, hogy az n-tagt lanchid egyenletei a 3. fejezet elemi,
skalar egyenleteibél, megfelel6 méatrixok helyettesitésével szdrmaztathatok.

Analégia mutatkozik a H meghatarozisira szolgalo egyenlet felallité-
sanal is.

Ha a k-adik lancesuklé koordinatai terhelés el6tt, illetve utdn (ay, yk),
illetve (ax + wk; yr + vi), akkor sgx+1-nek Ask k41 novekedését az

.

(8, k+1 + D8k k+1)> — S ki1 =

= (Tr+1+ Wrr1— Tk — Ug)® + Y1+ V1= Yr— 06)% — (@41 — T1)2 — (Yr+1 — Yi)2

egyenlet hatirozza meg. Innen — magasabbrend(i kis mennyiségek elhahya-
golasaval —
Ste, k1 A 8, ke+1 = (@1 — Th) (W1 — i) + (Y1 — Yi) (Vk+1 — V)

adodik.
Ha ezeket az egyenleteket (Ixx+1 = @x+1 — @x-val valéo osztés utén)
k = 0-t6l k = n — 1-ig Osszegezziik, akkor

N
(4.13) 2 it ALHI = 2 (k41 — i) ykﬂ L (Ve+1 — vk)

ot Ui, k1 xk+1 — T
adodik.
Ha a lanc széls6 csukldi rogzitettek, akkor
7
> (w1 — we) = 0.
k=0

Tovabbéa (4.1)-re valé tekintettel nyerjiik, hogy

n-1
yk+1 — Yk 2 i e —Ju-3 L Ykr Uy . PRl O
(Vkt1 — k) = E ( )”k Cy)*v= 4

=0 Tk+1 — Tk f= &k — Xg—1  Tk+1— Tk
Az sg k+1 hosszlisagt lanctag nyulési egyenlete :

Askrr  H—h 8k+1

Sk, k+1 EF lk.k-%l
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Ezen értékeknek a (4.13) egyenletbe valé helyettesitése utan

(H—1)h &8
EF k=0 llzc,k+1

ge=

b

vagy a (4.12) egyenlet figyelembevételével

e 3\ Ahy =14
(4.14) p*{C1— (C+HK)—1}(q_Ii_?fp)_H(H h) h S:,IH—I
b BollT - e B oy

adédik.

Ez az n-edfoku algebrai egyenlet hatdrozza meg a H horizontalis fesziilt-
séget, mint a hidkonstinsoknak és a terhelésnek a fiiggvényét.

5. fejezet

Végtelen sok tagu lanchid (kabelhid) differenciilegyenlete és annak megoldasa

Vizsgéljuk most az n-tagt lanchidbdl n — oo esetben keletkezd fiiggs-
hidat, mely egy kabelbdl, egy fiiggesztémembrianbdl és egy L hosszisagt
tamasztott gerendabdl all.

Jeloljiik

a keresztmetszet inercianyomatékit az x helyen J(z)-szel ;

a kabel ordinatajat az a helyen y(x)-szel ;

a gerenda egyenes alakjanak fenntartdsihoz sziikséges, holt teherként

hat6, megoszlé terhelést az x helyen és a hosszegységre vonat-
koztatva p(x)-szel. '

A bhid szimmetridja folytdn fennallnak az aldbbi egyenletek :
J@)=JL—2) , y@)=yL —2) , p@)=pL—2) . .

Ha a kéabel a holtteher hatisa alatt egyenstlyban van, akkor (2.12)
szerint fenn kell allnia a

P _ 1 pia)

5.1 —
(5.1 axs ik

differencidlegyenletnek.

Terheljitk most a gerendat ¢(z) megoszlé vertikalis terheléssel (616 teher).
A kébel a tehernek egy bizonyos §'(x) részét fogja hordani, ennek folytdn annak
pontjai v(z) vertikdlis elmozdulast szenvednek és a A horizontilis fesziiltség
H-ra fog valtozni. Ebben az allapotban az egyenstlyi egyenlet :

(5.2) —j%wm+um=§@m+mm-
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(5.1)-bdl és (5.2)-bol kovetkezik :
o) 1. H—h
5.3 _—— = — r) — —— x o
(5.3) > . B () e

A gerenda a g(z) — § () terhet hordozza és az ennek folytin benne kelet-
kezé m(x) hajlité fesziiltséget (2.20) szerint az aldbbi differencidlegyenlet
hatérozza meg :

a2 m(x 5
(5.4) — T _ ) — @) -
daz,..
A v(x) lehajlas és az m(x) hajlitéfesziiltség kozott (2.19) szerint fennall a

Z R o d
dez  EJ(x)

(5.5) m(x)

differencidlegyenlet.
Ha (5.3)-bdl és (5.4)-b8l §(z)-et elimindljuk, akkor

d? H—h i
(5.6) — ——{m(z) + Ho(@)} = g(x) — ——p(x) .

da? h
adédik. Ha d%(m)/dxz—nek (5.5)-b6l adodo értékét (5.6)-ba helyettesitjiik,
akkor a kdbelhid fesziiltségi (differenciil-)egyenletét nyerjiik :

A2 m(x) H 5k e
e A =0

(5.7)

A timasztasnak megfelel keriileti feltételek :
(5.8) m(0) =m(L) =0 .
Ha tovabbd m(z)-nek (5.5)-b6l adddo értékét (5.6)-ba helyettesitjiik,

akkor a lehajlas szaméra a jol ismert Melan-féle differencidlegyenletet
nyerjiik :

Pw) L dPv@) P el
(5.9) BJ = H Yo s q(x) ‘h p(x) .

Ezt a differencidlegyenletet az alabbi keriileti feltételek mellett kell megoldani :
(5.10) ' (OY=wt(0)y=m(L) = ol(L) =0

A figgbhidakkal foglalkozé dolgozatok tobbségében a Melan-féle
differencidlegyenlet direkt targyalasat talaljuk. Azel6z6 paragrafuseredményei,
kiilonosen az ottani (4.12) inverziés formula kozelfekv6vé teszik, hogy a
Melan-féle differencidlegyenletet a Green-fiiggvény segitségével a fesziilt-
ségi egyenletre vezessitk vissza.
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Ebbél a célbél a kivetkezéképpen jarhatunk el. Legyen G(x,&;1) a

2 y)
(5.11) MEend i g
da?  EJ(x)

differenciadlegyenletet és a
(5.12) 2(0) = 2(L) = 0
keriileti feltételeket kielégité Green-fiiggvény. Ha dtmenetileg bevezetjilk az

H—h

r(x) = q(x) — —— p()
h
rovidebb jelolést, akkor a fenti Green-fiiggvény segitségével — mely most
az inverz métrix szerepét veszi a4t — az m(x) hajlitéfesziiltség szimara az
(5.7) fesziiltségi egyenletbdl a kovetkezs explicit kifejezést nyerjiik :
¥
(5.13) — m(@) = | G(x,&; H) (&) dé
0

A v(x) lehajlds azonban (5.5) szerint ugyancsak az (5.11) differencial-
egyenletnek felel meg A = 0 paraméter érték mellett és ugyanazoknak a
(5.12) keriileti feltételeknek, kovetkezésképpen a G(z, &;0) fliggvény segitsé-
gével explicit elGallithaté :

Ha ide m(x)-nek (5.13) alatti értékét helyettesitjiik, akkor

ofz) — JGxt 0)- jG(t £ H)r(&) dE ]df_

—[ ijt 0) ) Q(t, & ; H)dt \ r(&) d&
adédik.
Az utolsé zirdjelben felléps ,,iteralt” Green-fiiggvény azonban egy
HiLBERT-t6] szarmazd azonossag segitségével a

H-1{G(x,£;0) — Q(=x,&;H)}

alakra hozhatd, mely lényegében nem egyéb, mint a (4.11) matrixformula
infinitezimélis analogonja.®

9 Lasd: [4], 21. oldal.
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Eszerint a Melan-féle differencidlegyenlet megoldisa a G(w, &;2)
Green-fiiggvény segitségével a kovetkez6 mddon allithaté el6 :

L

614 ofa)=~ (6@ 850 — 6, {q<s> ~E=l }df :
0

Konnyen verifikalhato, hogy a KArRMAN®Y, BLEICH [2] és mésok Aaltal
megadott megoldéasi formulédk, mint specidlis esetek (5.14)-ben foglaltatnak.

6. fejezet
Az egyenletes fiiggohid

Osszes eddigi eredményeink 4ltaldnosan érvényesek lanchidakra, melyek-
nél az egyes gerendaszakaszok hossza és keresztmetszetének inercianyomatéka
tetszb6legesen eldirtak, valamint kédbelhidakra, melyeknél a keresztmetszet
inercianyomatéka tetszélegesen valtozo.

A jelen fejezetben egyenletes fiigg6hidakkal foglalkozunk, melyeknél a
merevit6 tarté keresztmetszetének inercianyomatéka allandd, és — lanchid
esetében — a fiiggesztérudak ekvidisztansok.

A rendkiviili egyszertisodések, melyek ilyen hidak matematikai vizsgé-
latdnal mutatkoznak, két koriilményre vezethet6k vissza.

El8szor is ebben az esetben a szadmitédsnal szereplé mindkét méatrix,
C és K egyszerl fiiggvénye a (dimenziétlan) €, kontinuansnak. Tovabba
ennek a C, kontinudnsnak (valamint C, barmely ¢(C,) fiiggvényének) mind
sajatértékei, mind pedig sajatmatrixai explicit ismeretesek. Hasonlé a helyzet
egyenletes kabelhidnal is, mert a megfelel6 d%*/dx? — Az = 0 differencial-
egyenlet sajatértékei és sajatfiiggvényei explicit ismeretesek.

Ha egy egyenletes lanchidnak n tagja, tehdt n» — 1 fliggesztéradja
van, akkor ahhoz n — 1-edrend(i kontinuéns tartozik. Ennek a kontinuéns-
nak a sajatértékei :

LD . —1
(6.1) 21=4sin21;12=4sm2-—n;___;/1,1_1:451112 g b
2n 2n 2n
és sajatmatrixai (oszlopmétrix alakban irva)
B o P FECeR s W e
sin — Sivfare s
n n
. 2@ . 2(n—1)m
i Sin z— R sin __n_._
2 2
6.2 Wis= B g . 5 W=t o /] 1= T :
( ) 1 Vn 2 n Vn :
o N 2
sin (n 1) T i (n 1) 7T
(2 n

5) Lasd pl.: [5], 317—319. oldalak.
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/

Ezen sajatmatrixoknak a rendszere ortogondlis és normalt. Ezek a
sajatmatrixok eleget tesznek a

Coukzlkuk. k=1,2,...,n—1
egyenleteknek. Innen lathaté, hogy a
(6.3) Cox = wuy

inhomogén lineéaris egyenletrendszernek a megoldasa rogton felirhaté a kovet-
kez§ alakban : ;
1

XL=—Ur .
k

Ha azonban a (6.3) egyenletrendszer jobboldalin a sajitmatrixoknak
valamely

Cow:ﬂlul"‘ /32u2+- et Bno1Un_1

alaktl linedris kombinéci6ja all, akkor a megoldds nyilvan additive tevédik
ossze azokbol a megoldasokbol, melyek az egyes sajatmatrixokhoz tartoznak, .
[ -1

azaz
1
T = e DT

X
8 R T

Ilyenformdn az a kérdés vetddik fel, vajon lehet-e barmely b oszlop-
matrixot, mely a Cyx = b egyenlet jobboldalin &ll, az w;, u,, ..., Us_q
sajdtmétrixok linedris kombindcidjaként el6allitani? Ez a kérdés a €, konti-
nuénssal kapcsolatban felvetve egyenérték(i egy oszlopmatrix harmonikus
analizisének a tanulményozisaval.

Valéban, miként valamely (0 és  helyen eltiing) f(z) fliggvény ,,végtelen”
harmonikus analizisénél azt a sin z, sin 2z, ... fiiggvények line4ris kombina-
cidjaként

f(x) = Bysinz + fysin2x 4. ..

alakban allitjuk elS, éppugy valamely b oszlopmatrix ,,véges”” harmonikus
analizisénél azt az

’ 4
S
n

e ae
BN
n

V@
U = R
n

1)k

. (n—
sin B i
n
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sajdtmatrixok linaris kombinacidjaként
(6.4) b=ﬁ1u1+ﬂ2u2+...+ﬂn_1un_1

alakban allitjuk el6. (A C, kontinuins sajatmatrixai teljesen megfelelnek a
sinus-fiiggvényeknek, hiszen képei nem egyebek, mint sin ,sin 2z, ...,
sin (n — 1)z képeinek hurpoligonjai ekvidiszténs abszcisszdkkal.)

A fenti el6allitas lehet&sége az w; sajatmétrixok rendszerének teljessé-
gébdl kovetkezik. :

A By, By« .., Puo1 koefficiensek kiszadmitdsdndl — éppugy,  mint
végtelen Fourier-sor esetében — a sajdtmatrixok ortogonalitisat és normaélt-
sagat hasznaljuk fel. Avégbd&l ugyanis, hogy a (6.4) kifejtésben a f; egyiitt-
hatot megkapjuk, a (6.4) egyenlet mindkét oldalat megszorozzuk balrdl -
uy-val. Az ortogonalitds kovetkeztében a jobboldalon valamennyi skaléris
szorzat eltlinik, egyetlennek, wuf wi-nak a kivételével. Ez a szorzat azonban
a normaltsag miatt 1-gyel egyenlé. Ily médon

. br=uib
adddik.

A Cyax = b egyenlet megoldisa tehidt kovetkezGképpen végezhetd :
Szamitsuk ki a b oszlopmatrix fi ,,véges” Fourier-egyiitthatéit a kovetkezd
formula segitségével :

(6.5) Pr=uib= 1/ (b Sln—+b2 m2kn+...+b 1sm( — 1 kn
Ekkor az adott egyenlet megoldasa :
By B B
6.6 r="14 3 e
iy }'.1 2 2o Kb An—1 :

Miel6tt ezt a mddszert az egyenletes lanchid alapegyenleteinek megoldé-
sara felhasznaljuk, még egy kiegészitést kell kozbeiktatnunk.

Az alapegyenletekben nem a €, matrix, hanem — miként emlitettiikk —
ennek a matrixnak valamely ¢(C,) fiiggvénye. A ¢(C;) métrixnak azonban a
matrixelméletnek egy kozismert tétele szerint (lasd pl: [7]) Cy-lal meg-
egyez$ sajatmatrixai vannak, és sajatértékei: @(4)), (4s), - .., @(4,-1). A

(6.7) P(Cx=0b

alakt egyenlet megoldasanél tehat a (6.6) formuldban a A, nevezSket @(4)-val
kell helyettesiteni, azaz

n—1
ﬁk
6.8) =
( ,(S: ‘P(lk)

A (6.6) valamint (6.8) formuldk az ismeretlen & oszlopmatrixnak véges
Fourier-kifejtését szolgaltatjik.
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Ezen el6késziiletek lehet6vé teszik, hogy egy egyenletes lanchid alap-
egyenleteit a kontinudnsmétrix sajatértékei és sajatmétrixai segitségével
oldjuk meg.

Egyenletes ldnchid esetén ugyanis

101=l12= Zln—l,n=l§ Jo1=J12= =Jn_1,n=J s

tovabbé tobbnyire

Di=Ps— o= Pn-1=P
Ebben az esetben tehat
0 1 l 1
6.9 C==C:K=—|E—=C/|;, p=npe .
(6.9) G EJ[ SG| p=p

Ezeknek felhasznilasival az egyenletes linchidnak (4.8) fesziiltségi egyenlete
a kovetkez6 alakot o6lti :

le(
pe .

i, 4 E®

1
Eg
| EJ o

6

m _H—h
e sgicer

Az egyenlet koefficiensmétrixa tehit ez esetben ¢(C,y), ahol

Avégb6l, hogy ezen egyenlet m ismeretlenét, mint a H paraméter explicit
fiiggvényét eldallithassuk, elébb a q és e oszlopmétrixokon harmonikus
analizist kell végrehajtanunk. (6.5) felhasznélasival azt talaljuk, hogy

q="Fu+ feup+. ..+ BrrUn-_1; Br=ufq
(6.10)

3 kr
e=£1u1+82u2+...-{—e,,_lun_l; 82k+1=‘/;cotg%; Ear.— 0%

Ezen értékeket felhasznilva, a fesziiltségi egyenlet explicit megoldasit a
kovetkez6 alakban nyerjiik :

n-—1 Br — A Péxk
(6.11) m:l% S
= B
EJ 6
(4.10) alakvéiltozdsi egyenlet a fentebb bevezetett jelolésekkel igy
irhat¢ :
EJ WP et o IR H—h
{7;C4E—Ecq Gt Gjo=a—""pe.
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Az egyenlet egyiitthaté matrixa most p(C,), ahol

EJ 2 H
'l’(x)z—l:;—x_l-*"-i‘a’
l1— -2

és annak explicit megoldésa a (6.10) koefficiensek felhasznilasival

S
n—l ﬂk——h—psk
(6.12) g e rwa
k

Az y relativ fesziiltségviltozist meghatérozé egyenlet felallitdsa cél-
jabdl (4.14)-ben p* = pe*, H—h = g h, lyx+1 = | helyettesitéseket végez-
ziik, tovdbbéd v-nek (6.12) értékét is behelyettesitjiik. Ily médon

(6.13) \" pecbr—pPekx Wy f [%'m]s
2
SRl A padps BT
12h .
6

adédik. (A baloldali Gsszegben a péros index(i tagok hidnyzanak, mert vala-
mennyi ey eltlinik.) A (0, o) intervallumban ezen egyenlet bal oldala csok-
kend, jobb oldala pedig niévekvd fiiggvénye y-nek. Ennélfogva egy olyan
tehereloszlds mellett, mely y = 0-nal a baloldalt pozitivvi teszi, a (6.13)
egyenletnek egyetlen pozitiv gyoke van. Ha ez a x gyok ki van szamitva,
akkor H = k(1 + ).

Ha a v lehajlasi matrix (6.12) véges Fourier-sordban rogzitett L mellett
az m— oo, | = L|/n — 0 hatiridtmenetet végrehajtjuk, akkor az egyenletes
kéabelhid »(z) lehajlasi fiiggvénye szdmdra a kivetkezs, mir KARMAN, BLEICH
és mésok 4ltal megadott végtelen Fourier-sort nyerjiik :

o
Bt o ke
(6.14) v(x):z o - 2sin Z ;
LAl
L L
Itt
- k
2 L
== ) sin dx
B qu() I
0
és
4
Eapai— s Gy =01

2k+1)n
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Ugyanezen hatardtmenettel (6.13)-bél a y relativ fesziiltségnovekedést
meghatarozé transzcendens egyenletet az alabbi alakban nyerjik

) i
2o plipiey WY [d_sr e
km\3 EJ (kn\2? EF ) \dx
k=g bt fe | 1
i Bt o P,

Itt ds a holt tehernek megfelel6 kdbelgorbe ivelemét jelenti az x helyen.

(Beérkezett : 1957. II. 25.)
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OBOCHOBAHHME U MOCTPOEHME OBLUEN TEOPUU
BUCSALMX MOCTOB C MIOMOLIBbK TEOPUU MATPUL®

J. EGERVARY

Pe3iome :

B HeKOTOpBIX HOBBIX Pab0TaxX, OTHOCSILMXCSA K TEOPUU BUCALIMX MOCTOB,
Mbl BCTpeuaemcsi C TeHJeHUueid 000JUTh WH(PUHUTE3UMAJIbHBIX [EeHCTBHM.
[Tpu 3TOM IPOU3BO/IHBIE 3AMEHSIIOTCST OTHOLIEHHEM NPUPALLEHUs (YHKIMHU K IIpH-
palleHNI0 HE3aBUCUMOM IlepeMeHHOM, HEIIPEPBLIBHO paclpeelisonecst »KUBbIe
HArpy3KH — KOHLEHTPMPOBAHHBIMM cHIaMH (cMm. [2]).

B Hacrosiueit pa6ote MBI CTPOMM KOHEUHYIO TEOPUIO LIEMHBIX MOCTOB. J1isi
MOAXO/SIIEr0 PacCMOTPEHHUsT JIMHEHHBIX YPaBHEHH, MOJIyYaloOLMXCs OT I0CIe-
JI0BATEJILHOTO0 NMpHMeHeHUs ypaBHeHUI CLAPEYRON TEOPHMM CTEpP)KHS M OT 3a-
MEHBI BO3MOJKHO BCTpeyalowieiicsl HelpephlBHO paclipe/ielisiiolencst »UBoil Ha-
IPY3KM KOHLIEHTPMPOBAHHBIMU CHUJIAMHU, UCIIOJIB3YIOTCS BCIIOMOTaTesIbHBIE Cpej-
CTBa TeOpHMM Mmarpul. B KauvectBeé OCHOBHOIO ypaBHEHHUSsI LIENHBIX MOCTOB IT0JIy-
YaeTcsl TaKoe MaTPUYHOE YpaBHEHHE, B KOTOPOM HEM3BECTHLIM SIBJISIETCSI Mart-
puna nporubaHus yKperJisiiomei onopsel. s peiieHust 9T0ro MaTpUuyHoOro ypas-

*) Copmeprkanue 9T0M pabOTH TOXIECTBEHHO ¢ PaboToit Ha HeMelKOM s3biKe [1] aBTOpa.
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HEeHHUsT HeoOXOAMMO JMIIb o0palleHre KOHTHHYAHTHBIX MATpPMIl, JIETKO BBINOJI-
Hslemasi M Ha MalmHa. CxeMa BBIUMCIIEHHH TaK)Ke COJIep)KUTCsi B pabote. B ciyuae
LIENTHOT0 MOCTA ¢ 7—1 TOJBECHBIM CTEPIKHEM JJIsI POCTa TOPU30HTAILHOTO Ha-
NPSDKEHUST T10J1yYaeTcsi ypaBHeHHMe 7-0T0 TNOPSIIKA. :

Vike YNOMSIHYTOe MaTpUYHOEe ypaBHEHUWe B Clyyae TaKOTO IpeesbHOTO
riepexojia, KOTjia Yucilo MOABECHBIX CTeP)KHEH POCTET.10 6eCKOHEYHOCTH, Mepe-
XOAUT B XOpOILIO M3BecTHoe AMddepeHnnanpHoe ypaBHeHne MELAN BHCSIIMX
MOCTOB.

ITocneaHsist r1aBa COAEPIKUT YNPOLIEHUST, UMEIOLHEe MECTO B CJlyyae paBHO-
MEpPHBIX LIeMHbIX MOCTOB.

BEGRUNDUNG UND DARSTELLUNG EINER ALLGEMEINEN THEORIE
DER HANGEBRUCKEN MIT HILFE DER MATRIZENRECHNUNG®

J.. EGERVARY

Zusammenfassung

Mehrere neuere Aufsitze iiber die Berechnung der Hingebriicken lassen
eine Tendenz erkennen, infinitesemalen Operationen zu vermeiden. Die
Differentialquotienten werden dabei durch Differezenquotienten, die stetig
verteilte lebende Last durch Knotenlaste ersetzt. (Vgl. [2].)

In der vorliegenden Arbeit wird eine finite Theorie der Kettenbriicken
aufgebaut. Bei konsequenter Verwendung der Clapeyronschen Gleichungen
der Balkentheorie und bei Annaherung der eventuell stetig verteilten lebenden
Last durch Einzelkrifte (Knotenlaste) werden zur sachgeméssen Behandlung
der auf diese Weise entstehenden linearen Gleichungen matrizentheoretische
Hilfsmitteln herangezogen. Als Grundgleichung einer Kettenbriicke ergibt
sich eine Matrizengleichung welche als Unbekannte die Durchbiegungsmatrix
des Versteifungstriagers enthélt. Zur Auflésung dieser Matrizengleichung ist
nur das Invertieren von Kontinuantenmatrizen notwendig, wofiir einfache,
auch maschinell gut durchfithrbare Rechenschemata angegeben werden.
Bei einer Kettenbriicke mit »—1 Héngestdben erhédlt man fiir die Zunahme
der Horizontalspannung eine Bestimmungsgleichung n-ten Grades.

Bei einer Grenziibergang, wobei die Anzahl der Hangestédbe unbegrenzt
zunimmt, geht die vorher erwahnte Matrizengleichung in die wohlbekannte
Melansche Differentialgleichung der Héngebriicken iiber.

Im letzten Paragraph werden diejenigen Vereinfachungen besprochen,
welche sich bei einer gleichméssigen Kettenbriicke einstellen.

*) Diese Arbeit ist dem Inhalt nach identisch mit der deutschsprachigen
Arbeit [1] des Verfassers.
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