AZ L(z) VALOSZINUSEG-ELOSZLASFUGGVENYROL
RENYI ALFRED

A valdszinliségszamitasban és a matematikai statisztikdban, kiilénosen
a rendezett mintdk elméletében szerepet jatszik az
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eloszlasfiiggvény. Hérom tételt emlitiink meg, amelyekben ez a fiiggvény

eléfordul. _

: 1° Erpés PAnL és M. Kac 1946-ban bebizonyitottak ([1]), hogy ha
&, 8, .., &n, ... egyforma eloszlast fiiggetlen valdszintliségi valtozok, ame-

lyeknek véarhat6 értékiik 0 és szérdsuk 1, tovabba

i &L G i & 68 L= mEX il

1=k=n

akkor £,/Jn eloszlasfiiggvénye L(z)-hez konvergil, ha n — oo,
27 M. Kac 1949-ben kimutatta ([2]), hogy az L(z) fiiggvény adja meg

Yu sup |Fyz)— F(x)|

—00 X< ®

hatareloszlasit, ha F,(z) egy F(z) folytonos eloszlasfiiggvényti valészintiségi

valtozo értékeibdl vett v-eleml (&4, &, ..., &) minta empirikus eloszlasfiige-
vénye, ahol » maga is valészin(iségi valtoz6, amely fiiggetlen a &, &, ...,
&, ... valtozoktol, és u varhatd értékii Poisson-eloszlassal rendelkezik: a

hatéreloszlids a @—> co esetére értendd. -
3% A rendezett mintidk elméletére vonatkozé dolgozatomban ([3])
bebizonyitottam, hogy ha Fn(x) egy F(x) folytonos eloszlasfiiggvényli valo-
szinfiségi valtozé értékeire vonatkozé n elemi minta empirikus eloszlas-
fiiggvénye, akkor
Vn sup ﬁ_’,i(x) — F()
0<a=F(x) F(x)

|
|
|
|

L(zVa/(1 —a)) értékeinek tablazata megtaldlhaté J. JANKO [11] téblazat-
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gylijteményében is (246-—247. oldalak). L(z) numerikus meghatéirozisa z
kicsiny értékeire (pl. ha |z | < 3) az (1) sor els6 néhiny tagjinak kisza-
mitdsaval igen j6 pontossiggal elvégezhet§; ha azonban z értéke nagy,
az (1) sor konvergenciaja lasst. Ezért bir érdekességgel, hogy L(z)-re olyan
eléallitast taldljunk, amely viszont éppen z nagy értékeire teszi lehet§vé L(2)
értékének viszonylag kevés faradsiggal, nagy pontossiggal valé meghatéro-
zésat.V Az aldbbiakban L(z) egy ilyen el6allitisdval foglalkozunk.
A széban forgé elGallitas a kovetkezd :

= 2

(2) Ti)— V%—; J e 2 sgn

00,

Y
cos —={dy
2z ] .

ahol 2 > 0 tetszéleges, és sgn x az x szam elGjele, vagyis

Foo a0
sgna = 0, hawe =10
1 o ] o Y BB T
A (2) jobboldalan 4116 integral értéke a
x u
(3) B(z) — V2%? J‘euf du

normalis eloszlasfiiggvény értéktablazata segitségével igen konnyen kiszamit-
haté ; e célbdl célszerii a (2) azonossigot a kivetkezs alakra hozni :2

(4) Liz)y= f (—1)k{§b((2k + D2)—D((2k—1)2)} .

k=—o

A (2), illetve (4) azonossigra aldbbiakban hirom egyszeri bizonyitdst
adunk, amelyek tulajdonképpen ugyanannak a bizonyitdsnak kiilonboz6
valtozatai. .

A (3) képlet médot nyujt az L(z) eloszlds momentumainak. meghataro-
zasara is, ezért (2) bebizonyitdsa utdn roviden kitériink L(z) momentumai-
nak (2) alapjan vald kiszamitdséira is.

' Elss bizonyitis. Az els6 bizonyitas, amit bemutatunk, a J-fiiggvényekre
vonatkozo6 ismert sorfejtések és transzformécids képletek felhasznaldsan
alapszik. Konnyen belathaté ugyanis, hogy

ot ‘|’i71:
(5) L(z) :J 92(L12_z§] dv

/

) A (4) eld4llitas felhaszndldsra keriilt az L(z | a/(1 — a)) fiiggvény [11]-ben sze-
replé tablazatdnak elkészitésénél. A numerikus szamitdsokat PALASTI ILONA végezte.

g ?) L(z) (4) alatti alakja nem tekinthet$ tjnak, megtaldlhaté pl. [10]-ben. Azonban
az irodalomban nem talaltam meg L(2) (1), illetve (4) alakjai azonossaganak kozvetlen
és egyszer(i bizonyitasat.



(6) Oy(v]7) =2
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ahol (lasd : [4], 195. oldal) Jm 7 > 0 esetében

. pes nt(ﬁ)l

e N\ 2/ cos (2k + V)mv .
k=1 ;

Marmost felhasznilva a

'(:7) Py(v]7) = V% &2 790(%! 5 %

ismert transzformécios képletet (lasd [4 ], 248. oldal), ahol

(8) Fo(v]7) =1 +72 > (— 1) ein gos 2kmv |
K=1

ha Jm T > 0, és tagonként integrilva nyerjiik a (4) és abbdl a (2) azonossagot.

Masodik bizonyitas. A (2) képlet egy masik bizonyitasat is bemutatjuk,
ami a hévezetési egyenlet elméletének egy jolismert tételén alapszik.

Keressiik meg azt az u(z, t) fiiggvényt, amely.a —0 < @ <4 o, ¢ > 0
félsikban x szerint kétszer, ¢szerint pedig egyszer folytonosan derivalhato, kor-
latos, eleget tesz a

ow. ;. 1 3%
) o so
2 022
hévezetési egyenletnek és a
(10) lim u(z, t) = sgn (cos 7x) — o <X < 4 oo

t=-+0

peremfeltételnek. Ismeretes (lasd : [5 ], IIL. tétel), hogy az el6irt feltéfelek az
u(x, t) figgvényt egyértelmlien meghatirozzak. Madrmost nem nehéz verifi-
kélni, hogy az »

N (e 008 (ko D - T

s

$iy Ule,t) —
( (=.%) ok + 1

SRS

k=0

fuggvény eleget tesz a (9) és (10) feltételeknek. Masrészt ismeretes (lasd : [5]),
hogy a (9) egyenletnek eleget tev6 u(x, t) fiiggvény az x-tengely menti perem-
értékei segitségével dltalaban a kovetkezSképpen fejezhetd ki :

(12) u(x, t) . Je— 2t u(y, O)V Sy

Behelyettesitve (12) jobboldalan az w(y, 0) = sgn (cos wy) fiiggvényt, nyer-
jik, hogy a (11) alatti U(z,t) fiiggvény a kovetkez&képpen fejezheté ki:

£

(13) Uz, t) = V;—Tz j.e_ T sgn [cosa(x + y)t)]dy .
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46 RENYI ALFRED
Osszehasonlitva (11)-et és (13)-at, kivetkezik, hogy

2 1\ : B2 _ (2 k+1)*
(14) 12 (—1)%cos (2k + 1)z AR v
e S | 2k 41

1

LR e ult
B Je sgn [cos w(x +y|t)] dy .

— o

Helyettesitve (14)-be az x = 0 és t = 1/422 értékeket, kapjuk a (2) azonossigot.
A (14) azonossag egyben (2) altaldnositasinak is tekinthetd.

Harmadik bizonyitas. Végiggondolva a mésodik bizonyitést, azt ugy
jellemezhetjiik, hogy a (9) hévezetési egyenletet a (10) peremfeltétel mellett
kétféleképpen oldottuk meg : el@szor a megoldast az

k*n*t
e 2 coskmx (k=0,1,...)

alapmegolddsokbdl, méasodszor az

1 CGEa)
s il 4 2t "‘°°<a<+°°

\
alapmegolddsokbdl raktuk ossze, és a két eredmény azonossiagdbol kivetkez
tettiink a (2) azonossig fennallisira. Ez a mddszer 4ltalanos esetben is alkal-
mazhaté. Ha f(x) egy tetszéleges 2z periddust integralhat6 fiiggvény, amelynek
Fourier-sora

EY o
flx) ~ : (an cos nx + b, sin nz)
n=0
akkor i
= i 1 ey
(15) Z (@ancosnz + bpsinnz)e ? = ——— Je 2ty dye:
n=0 ]/ 27t

A (15) azonossag Fouriertl szérmazik ([6]). (15) jobboldalan f(x) Fourier-
soranak tgynevezett (4,2) kozepei allnak ([7]). Weierstrass a folytonos
fiiggvények trigonometrikus polinomokkal valé egyenletes approximalhaté-
sdgara vonatkoz6 hires tételét éppen a (15) azonossig segitségével bizonyi-
totta be! (Lasd : [8], Vol. 3., p. 20.) (2) tehat felfoghaté, mint a Fourier-féle
(15) azonossag specialis esete is.

A momentumok kiszamitasa
(4)-bél kénnyen kovetkezik, hogy
j§ @kt

(16) L'(2) =1(z) = -—— S (@ 1ye " 2
VZn k=0
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Masrészt (1)-bol

e @il

(17) o) =5 2 (—1@k+1)e 37 .
2% k=0

Tehat a

(18) AMz)= 1) 12

fliggvény eleget tesz a

19 Az) =4 [ s

(19) @=1[7]

47

fuggvényegyenletnek. (Ezt itt csak kozbevetdleg jegyeztitk meg; (19)-re a

momentumok meghatirozisihoz nincs sziikségiink.)

A (16) képlet alkalmas L(z) momentumainak kiszaimitasira. Ugyanis

(16)-bol

i "_l__}" 1
(20) M, = yww)dz—-gifgflgfi-, S bl e A

0 v
Specialisan g
e
(21) M, = [x =
és
(22) M,=2G
ahol
© LAk
(23) G:‘}: —(*z(—k—_i)—l‘)—z‘:(),gl5965594 PETRR
k=0

2k L 1)

az ugynevezett Caravan-féle allandé (lasd : [9 ], 1I. kotet, 2. oldal), és igy a

szorasnégyzet ;

(24) Dr=log -~
2
(Beérkezett : 1957. 1L 15.)
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0 ®YHKIMHN PACHIPEAEJEHUSA L(z)
A. RENYI

Pe3iome

B Teopun BeposTHOCTEH M MaTeMaTHyecKoH CTAaTUCTUKH (YHKIMST pac-
NpefeIeHust
_(2k+1£7f

2

s M B

Urpaet usBecTHuId posb. (Cm. Hanmp. [1], [2], [3].)
Psig (1) ObICTPO cXOAMTCS ISl MAJIBIX 2, HO OBICTPOTA CXOJMMOCTH YMeHb-
. LIAeTCsi eCJIM z Bodpacraet. [1oaTomy Hy >KHO Jpyroe BeiparkeHue s L(z), KoTopoe
BBITOJIHO JUUIST 00JIbLINX 3HAYEHMI 0T z. TIJIsT 9TOM Leau ciyxuT popmysia

S Ty
2 L()=-— | e 2sgnfcos—=|d
(2) ©) Vo J g ( P
(2 > 0) (rne sgn @ 03HayaeT 3HAK OT @), KOTOPOE MOYKET ObITh MPeodparKeHo
TaKKe B
3) L= 3 (=D + 1)2) — &2k — 1)2)} ,
k=—c0 :
; rjie
: 1 Fas
4 D(D)=—= e 2du .
@) PO |

Xotst (3) umeercs B [10], aBTop craThl He HAWIEN B JINTEPAType MPOCTOIf
BbIBOJ (opmyJibl (3) cooTB. (2) u3 (1). B paGote nanbl Tpy JoKasarenbcTBa Gop-
myasl (3). [lepBoe n0Ka3aTenLCTBO UCMOJIBL3YeT Npeofpa3oBanue 0T O-(yHKIUIA,
BTOpoe (GOpMyJIbl JUIsl pellleHHs] ypPaBHEHUS TEIUIONPOBOJHOCTH M TpPeThe

e i )
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ToaecTBO 0T FOURIER: ecam f(x) nmepuoguueckast UHTerpupyemasi GpyHKIUst
¢ nepuojaom 2m, u psix FOURIER oT f(2) ecThb

(5) f(x) ~ S (an cos nx + b, sin nx)

n=0

TO MMeeT MecTo JJjs £t > 0

S gL 1 i)
(6) E(ancosnx—i—b,,sinnx)e 2 = _——— Je 2t ) dy
¥ n=0" V 27t
®opmyiia (2) nonyyaercs u3 (6) ans1 f(y) = sgn(cos y).
B KoHIe paboTbl BBIYMCIEHBl MOMEHTBI (PYHKIMU pacrpejesenns. B yacr-
HOCTH I10J1y4aercst

o o

(7) J‘zdL(z):V g " J‘zzdL(z):2G

rjae G nocrossHHoe CATALAN,

ON THE DISTRIBUTION FUNCTION L(z)
A. RENYI

Summary
Many problems of probability theory and statistics lead to the cumulative
distribution function
_ @kl

(1) L(z):%i(—l)" Stbisiie 2> 0.
k=0

2k 41

(see e. g. [1], [2], [3]). The series on the right of (1) converges rapidly for
small values of z, but for large values of z the convergence is slow. Therefore
an other formula for L(z) is needed, which enables to calculate easily the
values of L(z) for large values of z. This need is met by the formula

y?

(2) L7y — i J1e_ 2 sgn

Vem

cos gy_) dy 2>0
2z

where sgn « is the sign of # (sgna = +1 for x > 0, sgna = 0 for z = O
and sgn x = —1 for z < 0). Putting

® 0@ == [ b

— 0
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the formula (2) may be brought also to the form

4) L(2) :ké'w (— D {D((2k + 1)2) — D((2k — 1)2)} .

By means of (4) we can calculate the value of L(z) for large values of z, using
a table for @(x).

For the identity (2) three variants of the same proof are given. (The
formula (4) can be found e. g. in [107], but the author did not find in the
literature a simple deduction of the formulae (2) resp. (4) from (1).)

The first proof makes use of a transformation formula for thetafunctions,
the second of the representation in two different forms of the solution of the
heat equation, the third is based on a classical formula, due to FoUurier [7],
according to which if f(z) isan integrable periodic function with period 2z,
the Fourier-series of which is

(5) f(x) ~ \ (a,, cos nx + by, sin nx)
then for ¢ > 0 we have

Y

(6) 2 (an cosnx + b, sinnz)e 2 — —lﬂ— J e 2 fa)dy .
n=0

Applying this formula to
f(x) = sgn (cos x)

whose Fourier-series is
A N (=1 cos(2k + 1) &
=0 2k 41
and putting
i (iﬂ ;
2z

we obtain (2) from (6) for x = 0.
Finally it is pointed out that (2) enables us to calculate easily the mo-
ments of the distribution function L(z); we obtain

n —}— 1)
_1)k
1/* 2 2k -+ 1"

M=

Sl <
(8]
=
=
&
—~
(&)
~
l
B3k
f

Especially M, = J/z/2 and the variance of L(z) is equal to 26 — 7/2 where G
is CATALAN’s constant.

.
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