BOLYONGASI FELADATOKROL
TAKACS LAJOS
A kovetkezbkben a kozonséges és abszorpceids bolyongas néhany specialis
probléméjaval foglalkozunk és korabbi ismert eredmények egyszerii bizonyi-
tasat ismertetjiik.

1. §. Kozonséges bolyongas

Legyenek &, &, ..., &, ... fiiggetlen valészintiségi valtozdk, amelyekre
1
(1) P{5n=1}=P{§n=—1}=E-
Legyen 7, =0, n.=1,2, ... esetén pedig
(2) nn:§1+52+---+§n-

Mint ismeretes, az 7, (n = 0, 1, 2,...) valtozdk sorozata egy egyenesen bolyongé
részecske palyajat irja le. Ha a részecske az @ = 0 pontbdl indul el és min-
den egyes lépésbhen % valészintiséggel pozitiv irdnyba, % valészintiséggel nega-
tiv irdnyba mozdul el egy egységnyit, akkor 7, lesz a részecske helyzetének
abszcisszaja n 1épés megtétele utan.

Ismeretes, hogy

“ n 1
(n+x)2—n, ha  a2=2¢r—n (=010 Sz i)
B Ply,=n}= 2

0 egyébként.

Ugyanis 2" szam n-lépéses palya van és ezek mindegyike egyenléen valdszindi.
Az olyan pélydk szdma, amelyek n lépéssel az ¥ = 2r — n pontba vezetnek,

(n) , ugyanis ekkor a részecske r lépést 1ép pozitiv irdnyba és n — r l1épést
¢

negativ irdnyba.
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A kovetkez6kben bebizonyitjuk az aldbbi ismert hatéreloszlastételt :
A :

(4) lim P{max (||, [nel, .-, [1]) < Vn2} = F(2)

hatareloszlas 1étezik, és fennéll; hogy F(2) = 0, ha z < 0, mig pozitiv z érté-
kekre

(5) F(2) =k§m (— D¥[2(2k + 1)2) — D((2k — 1)2)],
ahol
1 A
D(z) :V—2—;_»£ e 2y

vagy mas alakban :

£ty LE
6 F(z) =— ~— ¢ 82 2= 0
(6) ( n,-§27+1 (= > 0)

Megjegyezziik, hogy a fenti hatéreloszlis nemcsak a specidlis {&,}
valtozékra érvényes, hanem minden olyan {&,} véaltozé-sorozatra, amelyre
M{&} = 0, D{&:} =1, és alkalmazhaté a centralis hatareloszlistétel. Ez az
ErpOs—Kac-féle invariancia elv kiovetkezménye. (Vo.: P. ErRnGs—M. Kac
[5]). A tételt a (6) alakban szokds kimondani. Megjegyezziik azonban, hogy
M. D. DoxsgER [3] eredményébdl kovetkezik, hogy a (4) hatareloszlds meg-
egyezik a &(f) Wiener-folyamatra vonatkozé P{max |& (f) | <2} valdszinii-

0<t<1

séggel. Ezen utébbi valdszintiség pedig a hdvezetési differencidlegyenlet
specialis megoldasaként adodik. Ily médon megkaphatjuk az (5) alakot. Erre
vonatkozéan utalunk A. SOMMERFELD [15 ] konyvére. (V6. még : U. GRENAN-
DER—M. RosENBLATT [7], L. BAcHELIER [2], P. Lfvy [11], W. FELLER [6]).
Az (5) és (6) képletek azonossiganak kozvetlen bizonyitdsidval foglalkozik
e fiizethen RENYI A. [14] dolgozata.

2. §. Abszorpcios bolyongas
Az (1) alatti {&,} valtozdk segitségével definidljuk az {n¥} valtozék
sorozatit a kovetkezOképpen. Legyen n§ = 0, n=1,2, ... esetén pedig
1"7;';-1—1“5“ ha |7n,l<a
(7) M =
l 7]:—1 ’ ha’ ln:‘-—ll =@ ’

ahol a adott pozitiv egész szdm. Az % (n = 0,1,2, ...) valtozék sorozata,
mint ismeretes, abszorbedlé falak jelenlétében bolyongd részecske paly4jat
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irja le. A részecske kiindul az @ = 0 pontbdl és minden egyes lépéshen vagy

pozitiv irdnyba vagy negativ irdnyba egységnyi elmozdulast végez, de ha

egyszer elérte az ¥ = @ vagy ¥ = — a pontot, akkor azonttl ott marad.
Ha | 2*| < a, akkor

(8) P{nt=2a}= ﬁ [P{n=4ja+ 2} —P{n= (4 +2)a —=}] .

j=—o

Ennek a képletnek a fennalldsat rendszerint ,,tiikrozési eljarassal” szoktak
bebizonyitani, azonban egyszertibben is belathaté. Jelolje A a {4ja + }
pontok halmazat és B a {(4j 4+ 2)a —a} pontok halmazit (j =0, 1,
+2,...). Jelolje 4 az 17, €A eseményt és B az 7,€B eseményt. Tovabba
4, jelentse azt az eseményt, hogy 7, = wésmax (|5 |, [n5], ..., [7]) < a.
Altaldban felithaté, hegy P{4}=P{44,} + P{44,}. Most azonban
4,c A, azaz P{AA)} =P {4,). Tovébbd P {44, =P {B}, ugyanis az
A A, esemény azt jelenti, hogy a részecske legalabb egyszer eléri az ¢ = 4 a
pontok egyikét és ugy jut az A halmazba. Az els§ elérés alkalmaval valtoz-
tassuk meg a részecske tovabbhaladisanak iranyat, akkor A helyett a B
halmazba vezetd Ut lesz; mésrészt minden, a B halmazba vezet§ Gtnak
megfelel egy olyan, az A halmazba vezet6 Gt, amely érinti az x = +-a pontok
legaldbb egyikét. Lathaté, hogy a megfeleltetés kolesonosen egyértelmdi,
és mivel minden egyes n- lepeses Gt egyenld valdszinfiségli, tehdt az A4,
és B események valdszin(isége is megegyemk Igy tehat P {4} = P{Ao} +
-+ P {B}. Mivel azonban az A4, esemény megegyezik az 7% = = eseménnyel,
tehat P{nt =2} =P {4} =P {A} — P{B}, ami bizonyitandé volt.

3. §. A hatareloszlastétel bizonyitasa

(4)—(5) bizonyitdsa. Annak a valbszinilisége, hogy az abszorpcids
bolyongasnal az els6 n lépésben nem torténik abszorpcid,

P{—a<nk<a}=

— S P{Mj—Da<n< &+ 1)a}—P{4] +1) @< m < (4 +a}],

j=—

ami (8)-bél —a < @ < a-ra tértégﬁ osszegezéssel adddik. Vagy mas alakban :

o

(9) P{ln*| <a}= > (—D*[P{@k—1a<n.<(2k+1)a}].

Tekintsitk most az n-lépéses palyikat altaliban n-tol fiiggé a = an
mellett, amirél feltessziik, hogy

(10) lim 20y

’
n— V

6 A Matematikai Kutaté Intézet Kozleményei IT./1—2.
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ahol z > 0. Most (9)-bél

W) lm P <Vmz)= 3 (= D@2k + 1)) — B2k — 1)2)] .
n—co k=—o

Ugyanis egyrészt a centrilis hatareloszlastétel szerint

lim P {(2k — 1) a, < 5, < (2k + 1) an} = D((2k + 1) 2) — D((2k — 1)2) ,

n—®

mivel M{n,} =0 és D{n,} = [/n, mésrészt a hatéreloszlas folytonossiga
miatt

lim P {|n%| < |n 2} =lim P{|n%| < a,} .
n— o0 n—so
Tovabba az 6sszegézés és a hatardtmenet sorrendje felcserélhets, mivel a
szereplé sor egyenletesen konvergens.
Nyilvanvalé, hogy
P{lnt| < a}=P{max (|m[,|n|,...,|m]) <a},

tehat (11)-bdl kovetkezik (5) fennallasa is.

(4)—(6) bizonyitdsa. Most ratériink (6) bizonyitasira, ami el8szor
R. von MisEs [12] munkéjiban szerepel. A (8) kifejezésben vegyiik tekintetbe,
hogy 0 < r < [ esetén

n ‘ n n L kn —2r)m
Ve eSS e— 2 SEa s O
(r)+(r+l)+(r+2l)+ l% g l ) A l

(Vo.: E. NETTO [13], 20. oldal). Ennek alkalmazisival és (3) tekintetbevéte-
1ével

2a—-1
] km\" kx
P =da-tri—— cos —| cos /
JZ {1n sk 2a,§( 2a] 2a

ha n 4 2 pdros, kiillonben zérus, (A jobboldal paratlan n + 2 esetén 1/2a).
Hasonléan

2a—1
7 \n kv

1 k
P = 41 9 o o k
Z {Ih=4j+2)a—2}= S k;) (=1} (cos— cos —~

2a

)

ha » 4 2 paros, kiillonben zérus. (A jobboldal paratlan n + z esetén 1/2a).
Tgy tehat (8) a kovetkez alakban is felirhato :

(12) P{nﬁzx}zlz(cos (2j —2:1)7:) s (29';1)%

a j—y
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Ez a relicié minden z-re érvényes (ugyanis, ha » 4+ x paratlan, akkor a jobb-
oldal zérus). Erre a képletre el6szor R. E. ELLis [4 ] jutott differenciaegyenlet
megoldésaval (vo.: Jorpan K. [8], 420. oldal). Mas bizonyitisa a Markov-
lancok elméletével torténik (vo.: A. A. Awis [1]).

Legyen ismét @ = a, a (10) szerinti, akkor

ap—1 p 3 A
P{inm<an}:.12(cosMJ Pogl B ki
a

=0 2a, X<, 2a,
Most
@2j+D=
j 2 ( 4(— 1)
lim - PRk - j cosydy:—.(:—)-
n=e An (3a, 2an 2+ 1=z 2+ 1=
_ @j+D= .
2
és
: n : 2 22\n _ @i+1ya
1inl(00s (gy——l__l_)z) :llm(l—wyi_M_) —=e 822 s
n=yoo 2a, n—e 8nz?
Kovetkezoleg
: SR 4 (=1 -EOE
13) lim P{|n¥| <|nz}=1lim P{|n* <a,}=— $u= HRRE
(13) Bim P(nt] <Vnz) = lim P{nt] <o} — = 2 =

ugyanis egyrészt a hatareloszlis folytonos, méasrészt konnyen igazolhaté,
hogy a hatdrdtmenet tagonként képezhets. (13)-bél (6) fennéllasa is kovet-
kezik.

Megjegyzések. Megjegyezziik, hogy az (5) és (6) alatti eloszlasfiiggvények
azonossagabol az f(z) = F’(z) striségfiiggvényekre a kovetkezd azonossag
nyerhet6 :

_ @j+1a 4 w (2k+1)222

:l N Pt j , 822 A s 5 k _iz_
1(2) z3,~__20( 1)) (2j+ 1)e Von kzo( 1)k (2k + 1)e G

(14)

amely a thetafiiggvények segitségével kozvetleniil is igazolhaté. Ugyanis

2 (804v, 22272
(15) f(Z) s (27!)3’/2 t v )v=ll4 ;

ahol

o Chy s

2 =142 Ze—’""'zcos 2nky .
k=1

1
193(’0, Z)——-ﬁ e
j=—w

6*
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A (14) képletbél konnyen adddik, hogy f(z) Vkielégiti a kovetkezd fliggvény-

egyenletet :
7 XN
== e

Megjegyezziik tovabbé, hogy (14) szerint a kérdéses valdsziniiségeloszlis

s-edik momentuma :
s+3
o sa P( s+ 1)

(16) M= [sz(z) dz = Liod et (g

: : J2x o (2k + )

Ha specidlisan s = 2m +1:
(17) Momiy = —————|Eom| ,
JT

ahol E;, E,, ... az Euler-szamokat jelolik (v6.: CH. JorRDAN [9], 300. oldal).
Specidlisan B, =1, E, = —1,E,=5,E, = —61,E, = 1385 s i. t

4. §. Egy feltételes hatareloszlastétel

Megjegyezziik, hogy a fentiek alapjin kénnyen meghatirozhatjuk az
ismert Kolmogorov-féle eloszlasfiiggvény (v6.: A. N. Kormocorov [10])
kétféle alakjat is. Mégpedig bebizonyitjuk, hogy fennéll

(18) lim P{max(]m[,.lnﬂ, coes|men]) < V2nz|ne, = 0} = K(2)

n—e

ahol K(z) = 0, ha 2 < 0 és pozitiv z értékekre

(19) K(Z) ) 2 (_ l)kevgk‘.’::

vagy mas alakban

fom _@j+1rar

(20) : K(z) =+ S € e B

(18)—(19) bizonyitdsa. (8) szerint fennéll, hogy

P an = | =—0 >y P {ns, = 2k
P{rg— Ol =0} = SV =2} Sy Blvmn =2}
P{n2n =0} y st P {72, = 0}

Ha ebben a kifejezésben @ = ag, a (10) értelmezés szerint, igy n— oo hatar-
Atmenettel azt nyerjilk, hogy

co

lim P {n¥ — 0| Sy e o — 1)k e—2k2
TR {n-n | M2n } 2 ( )

k=0
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ugyanis (2)-bél kifolydlag

oy P (= 2ka}
Ly P{"]2n TR 0}

és konnyen igazolhatd, hogy az Gsszegezés és a hatardtmenet sorrendje fel-
cserélhetd. Ez igazolja (19)-et is.
(18)—(20) bizonyitdsa. (12) szerint fenndll, hogy

s oo HE s e ey

n

— g—2k*2?

Legyen most a fenti kifejezésben a = a,, ~ }/2nz; akkor n-— oo hatér-
atmenettel azt kapjuk, hogy

Hm P bk =0 g, — 0} = V’n 2

n—oco

(2]4 1)"12

ami (20)-at is igazolja.

Megjegyzés. A K(z) eloszlasfiiggvény s-edik momentuma

o

(21) M;":sJ. 211 — K(2)] dz 81;(522)2(”]:3’{_]
k=1

0

Ha specialisan s = 2m, akkor

3 2¢m=1 __ 1) m! m2™ )
]lf;“m == ( ) - [ gm\
gm—1 (Zm)
ahol By, By, ... a Bernoulli szamokat jelolik (v6.: CH. JORDAN [9 ], 234. oldal).
- Specialisan B, = 1/6, By = —1/30, By = 1/42, By = —1/30 s. i. t.

(Beérkezett : 1957. III. 4.)
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T . S Lahs Sie

0b OJHON 3AJJAYE O BJY)XIAHUU
L. TAKACS

Pe3iome

PaccmoTpum 0J1y KAQ0IYI0 YacTULly, KOTOpasi UCXOAs M3 TOukd =0
BELIECTBEHHONW OCHM, MOYKET HA Ka KJOM Luare, He3aBUCHMO OT OCTaJIbHBIX, C TOM
7K€ BePOSATHOCTD CABUHYTHCS HA €MHUILLY B I10JI0YKUTEJIbHOM WJIM OTPHULATEIbHOM
HanpasieHuu. IlycTb nmosojkeHre yacTUIbl I0CJIe 17 1aroB o6o3Havaer 7,. Pac-
CMOTpHUM, jajiee, 3T0 e OJy)KJaHHe ¢ TOH TOJIBKO pasHMIEH, 4TO B TOUKaX
X =a U X= — @ HaX0JUTCs Jorjouamwias creda. ITycrb B 9T0M cilyyae 1oJio-
YKeHHe YacTHIbl Tocjie 711 1aroB obo3Havyaetcss yepe3d 7% ABTOpP AA€T IpocToe
JI0Ka3aTeJbCTBO CJIEAYIOIMX M3BECTHHIX pe3yJIbTaTOB.

Jst 6y KaaHust ¢ MOTJIOIAK0IIEH CTeHON MMeeT MeCTo

0

Plri=2}= > [P{n=4ja+z}—P{n,=(4+2a—a)| =

j=—00

a—=1 . n .
o 2 (cos AL ﬂ—) cos ST
a 1= 2a ’ 2a

Jlast 00bIYHOTO OJIY)1aHUST UMEeT MeCcTo

lim P {max (||, 7], ..., [m|) < Vnz}=F()

n—o

rae F(z) =0, ecim 2 < 0, u B ciiyyae z > 0

4 <)
F@) = D (— D¥[@((2k +1)2) — B ((2k —1)2)] — Z‘ere =

k=—oo

) 0 (— 1)] (2_”'1'1)'1!2
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e

D(z) = —V21—_n— J e_;}:dy .

—

Jlanee, UMeeT MeCTO CJeAYIOWasi TeopeMa 00 YCJI0BHOM IpeesIbHOM pac-
nipejieJIeHUH :

Lim P {max (|n;|, (%], .- ,|%2n]) <V2n 2|9, =0} = K(2) ,

n—«
rie K(z) =0, eciu 2 < 0, a B ciyyae z > 0

) V% o 5] (Ej—{— 1)3n?

K(z) = 2 (— e\ = Vo ol
k=—w Z . j=0

ON RANDOM WALK PROBLEMS
L. TAKACS

Summary

Let us consider the motion of a particle on a straight line, which starts
at = 0, and in each step it can move either a unit distance to the right or a
unit distance to the left with the same probability 1/2, the displacements
being independent of each other. Denote by 7, the position of the particle
after the n-th step. Further let us consider the above random walk with
absorbing barriers at = a and ® = — a. Denote by 7% the position of the
particle at the n-th step.

For the random walk with absorbing barriers we have

P{nt =2} = 2 [P{n = 4ja + 2} — P {n, = (4 + 2) a — @}]

j=—

or

a—1 o n .
P{n} =} :%2(008 (2 ;;1)71) cos (37 —;al)nx

j=0
if 5 4 a.

For the ordiflary random walk we have the following limiting distri-
bution

lim P {max(|m|, 7], ..., lml) < Vnz} = F(@)

et o et ilieks o0
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where F(z) =0 if 2 é O and

o= D (= 14 [B(RE+12) — B2k~ 1) 9] =

Joam—n
’lfz > 0. Here
% 2
LI e
2) = — e
/27 J Y
Further we have : %
'llig:?{maX(lml,lnal, coo s |men]) <

where K(2) =0 if 2 < 0 and

o ' __V—2_"'2°°e‘

K(z) = 1)k e-2ke —
(2) ,kg( Yee g

for-z.> 0.

(-] (2j+l)l"' y
(—1). b T

V2n 2| nen = 0} = K(2) ,

@it
822
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