
BOLYONGÄSI FELADATOKRÓL 

TAKÁCS LAJOS 

A következőkben a közönséges és abszorpciós bolyongás néhány speciál is 
p rob lémájáva l foglalkozunk és korábbi i s m e r t eredmények egyszerű b izonyí -
t á sá t i smer t e t j ük . 

1. §. Közönséges bolyongás 

Legyenek | 1 , | 2 , . . . ,•£„, . . . függet len valószínűségi vá l tozók, amelyekre 

(1) Р { | „ = 1 } = Р { ! „ = _ 1 } = ! . 

Legyen rj0 = 0, n = 1 , 2 , . . . ese tén pedig 

(2) Пп - i i + + - • . + ín . 

Mint ismeretes, az r\n (n = 0, 1, 2,...) vá l tozók sorozata e g y egyenesen bo lyongó 
részecske p á l y á j á t ír ja le. H a a részecske az x — 0 p o n t b ó l indul el és min-
den egyes lépésben ~ valószínűséggel poz i t ív i rányba, ~ valószínűséggel nega-
t ív i r á n y b a mozdul el egy egységnyit , a k k o r r]n lesz a részecske helyzetének 
abszcisszája n lépés megté te le u tán . 

Ismeretes , h o g y 

( n \ l 

n -j- x \ — , h a x = 2 r — n (r = 0 , 1 , . . . , n) 
Г 12" (3) P{Vn = x} = 

egyébkén t . 

Ugyanis 2" s zámú K-lépéses pá lya van és ezek mindegyike egyenlően valószínű. 
Az olyan pá lyák száma, amelyek n lépéssel az x — 2r — n pontba veze tnek , 

' П j , ugyanis ekkor a részecske r lépést lép pozitív i r á n y b a és n — r lépést 
r 

negat ív i r ányba . 
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A következőkben beb izony í t juk az alábbi i smer t határeloszlásté te l t : 
A 

(4) l im P { m a x ( ]Pi ] , |JJ2| Ы ) < fii г} = F(z) 
п-* 0° 

határeloszlás létezik, és f e n n á l l , hogy F(z) = 0, ha z 51 0, míg pozitív z ér té-
kekre 

(5) F(z) = ( - l)k [^((2 к + 1) z) - Ф((2 le - 1) z)], 

ahol 

fc = _ c o 

Z 
У 

у2л 

vagy más a l a k b a n : 

(6) 
4 ^ ( - 1 ) * - w + 1 ) , n ' 

л fto 2? + 1 

Megjegyezzük, hogy a fent i határeloszlás nemcsak a speciális {!„} 
változókra é rvényes , h a n e m minden o l y a n {£„} változó-sorozatra, a m e l y r e 
M {In} = 0, D {In} = 1, és a lka lmazha tó a centrális határeloszlástétel . E z az 
ERDŐS—Клс-féle invar iancia elv következménye. (Vö.: P. ERDŐS—M. KAC 
. [5 ]). A t é t e l t a (6) a lakban szokás k imondan i . Megjegyezzük azonban, hogy 
M . D. DONSKER [3] e redményéből következik , hogy a (4) határeloszlás meg-
egyezik a | ( í ) Wiener - fo lyamat ra vona tkozó P {max | £ (t) | < 2 } valószínű-

Oáíál 
séggel. Ezen u tóbbi valószínűség pedig a hővezetési differenciálegyenlet 
speciális megoldásaként a d ó d i k . I ly módon m e g k a p h a t j u k az (5) a lakot . E r r e 
vonatkozóan u t a l u n k A. SOMMERFELD [15 ] könyvére. (Vö. még : U. GRENAN-
D E R — M . ROSENBLATT [7], L. BACHELIER [2], P. LÉVY [11 ], W . FELLER [6]). 
A z (5) és (6) képle tek azonosságának közve t l en bizonyí tásával fogla lkozik 
e füzetben RÉNYI A. [14] dolgozata . 

2. §. Abszorpciós bolyongás 

Az (1) a l a t t i {!„} vá l t ozók segítségével def iniá l juk az {íj*} vá l tozók 
sorozatát a köve tkezőképpen . Legyen p* = 0, n = 1, 2, . . . esetén ped ig 

(7) r,* 
Vn-1 + Sn, h a j Г 1 * _ х \ < а 

У п - i , h a = a 

a h o l a adot t p o z i t í v egész s z á m . Az у* (n = 0, 1, 2, . . . ) vál tozók soroza ta , 
m i n t ismeretes, abszorbeáló f a l a k jelenlétében bolyongó részecske p á l y á j á t 
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í r ja le. A részecske kiindul az x = 0 pontból és minden egyes lépésben vagy 
pozitív irányba vagy negatív irányba egységnyi elmozdulást végez, de ha 
egyszer elérte az x = a vagy x = — a pontot, akkor azontúl ot t marad. 

На I < a, akkor 

(8) P{v* = x} = jg [P{Vn = 4ja+x}-P{r)n = (4j + 2)a-x}] . 
y = - 00 

Ennek a képletnek a fennállását rendszerint „tükrözési eljárással" szokták 
bebizonyítani, azonban egyszerűbben is belátható. Jelölje A a {4ja -f- x} 
pontok halmazát és В a {(4/ + 2) a — x} pontok halmazát (7 = 0, ± 1 , 
± 2 , . . . ) . Jelölje A az r] n£A eseményt és В az eseményt. Továbbá 
A0 jelentse azt az eseményt, hogy R\N — X és max (| >h l> 112 l> • • • > I УП I) < A. 
Általában felírható, hogy P {A} — P {AA0} -j- P {AA0}. Most azonban 
A0CA, azaz P {AA0} = P {A0}. Továbbá P {AÁ0} = P {B}, ugyanis az 
AA0 esemény azt jelenti, hogy a részecske legalább egyszer eléri az x = ± a 
pontok egyikét és úgy jut az A halmazba. Az első elérés alkalmával változ-
tassuk meg a részecske továbbhaladásának i rányát , akkor A helyett а В 
halmazba vezető út lesz ; másrészt minden, а В halmazba vezető útnak 
megfelel egy olyan, az A halmazba vezető út, amely érinti az X = -±a pontok 
legalább egyikét. Látható, hogy a megfeleltetés kölcsönösen egyértelmű, 
és mivel minden egyes я-lépéses út egyenlő valószínűségű, tehát az AA 0 
és В események valószínűsége is megegyezik. így tehát P {M} — P {M0} + 
+ P {bj. Mivel azonban az a0 esemény megegyezik az íj* = x eseménnyel, 
tehát P [y* = x} = P {A0} = P [A] — P {B}, ami bizonyítandó volt. 

3. §. A határeloszlástétel bizonyítása 

(4)—( 5) bizonyítása. Annak a valószínűsége, hogy az abszorpciós 
bolyongásnál az első n lépésben nem történik abszorpció, 

P{ — a < rj* < a} = 
00 

= [P {(47 - 1) a < Vn < (4) + 1) a) - P {(47 + 1) ar< r/n < (47 + 3) a}] , 

ami (8)-ból — a < x < a-ra tör ténő összegezéssel adódik. Vagy más alakban : 
СО 

(9) P { | V 4 . < a } = ^ (-l)k[P{{2k-l)a<rjn<(2k+l)a}] . 
k= — 01 

Tekintsük most az n-lépéses pályákat általában я-tői függő a — an 
mellett, amiről feltesszük, hogy 

(10) lim ^ = 2 , 

ö A Matematikai K u t a t ó Intézet Közleményei II . / l—2. 



8 4 TAKÁCS I ^ J O S 

ahol z > 0. Most (9)-ből 
00 

(11) lim P{|»?*| <]/%z}== V ( - 1)к[Ф((2к + 1)г)-Ф((2к- l ) z ) ] . 
n — » C O k = — 00 

Ugyanis egyrészt a centrális határeloszlástétel szerint 

lim P {(2к - 1 )an<rjn< (2к + 1) ап} = Ф((2к + 1) г) - Ф((2к - 1) z) , 
п—• » 

mivel M {г]п} = 0 és D {уп} — |/га, másrészt a határeloszlás folytonossága 
miatt 

lim P{\v*\ < = lim P{|i7*| < a n } . 
n-> OO n-»"> 

Továbbá az összegezés és a ha tárá tmenet sorrendje felcserélhető, mivel a 
szereplő sor egyenletesen konvergens. 

Nyilvánvaló, hogy 

p{\ij*\ < a} = P {max (1^1 , j rj2\,... ,\rjn\) < a} , 

tehát ( l l ) - b ő l következik (5) fennállása is. 

(4)—( 6) bizonyítása. Most rá té rünk (6) bizonyítására, ami először 
R. VON MISES [12] munkájában szerepel. A (8) kifejezésben vegyük tekintetbe, 
hogy 0 ^ r < l esetén 

. ( n \ , ( n \ 1 I„ кл \n k(n — 2 г ) л I I I I _i I I I — 1 cos 
V Í " ) + ( * ) + . . . = - V Í 2 o o s 
•J I r + l) Vr.+ 2 l ) i ! i 

{WÖ.: E. NETTO [13], 20. oldal). Ennek alkalmazásával és (3) tekintetbevéte-
lével 

la-1 кл 
cos — 

2a k^o [ 2a 
" клх 

cos 
2a 

ha n + x páros, különben zérus, (A jobboldal pára t lan n -\-x esetén 1 /2a). 
Hasonlóan 

la -1 
^ > { ^ = ( 4 / + 2 ) a - x } = кл cos 

2a ífzо l 2a 
" клх 

cos 
2 a 

ha n -f-x páros, különben zérus. (A jobboldal pára t lan n - f x esetén 1 /2a). 
így t ehá t (8) a következő alakban is felírható : 

( ] 2 ) p = x ) = 1 У í c o s W + 1 M " c o s w+p™ 
a ftи l 2 a j 2a 
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E z a reláció minden x-re érvényes (ugyanis, lia n -f- x pára t l an , akkor a jobb-
oldal zérus). Er re a képletre először R. E. ELLIS [4] ju tot t differenciaegyenlet 
megoldásával (vő.: JORDAN К . [8], 420. oldal). Más bizonyítása a Markov-
láncok elméletével történik (vö.: A. A. ANIS [1]). 

Legyen ismét a = a n a (10) szerinti, akkor 

, , , 1 sri i (2j + 1 ) л | " "Sy ( 2 f + 1) 7tx 

d n ß о l 2a„ ) l í ^ , 2an 

Most 
(21+1) л 

(2j -f 1 ) лх lim -i- cos 
n— an ;x:<0„ 2a„ 1 2 / + 1 ) « / 

cos y dy 

(2j+\)n 

4 ( - l у 
( 2 / + 1 ) л : 

es 

lim I cos —-— - lim 
ln ) п^со 2 an 

l _ (2/ + 1 = -
8 nz2 

(27 + 1)'Л' 
8z' 

Következőleg 

(13) lim P{|í /*| < f n z } = l i m P { | 4 * | < а л } = 4 

n—<» n-»« л jTo 2j + 1 

/ i \7 (27 + 1)'л' 
^ ' - 82' 

ugyanis egyrészt a határeloszlás folytonos, másrészt könnyen igazolható, 
hogy a ha tá rá tmenet t agonkén t képezhető. (13)-ból (6) fennállása is köve t -
kezik. 

Megjegyzések. Megjegyezzük, hogy az (5) és (6) alat t i eloszlásfüggvények 
azonosságából az f(z) = F'(z) sűrűségfüggvényekre a következő azonosság 
nyerhető : 

- (2j+l)* л' . » (2ft+l)*za 

( - l ) ; ' ( 2 / + l ) e 82. = ^ ( _ i ) * ( 2 * + l ) e
 2 

z 7=0 \ k = 0 
(14) 

amely a thetafüggvények segítségével közvetlenül is igazolható. Ugyanis 

2 i d&3{v, z 2 /2 л 2 ) \ 
(15) 

ahol 

I 

(2л)3 '2 dv » = 1/4 

1 ч л 1 ч . 
{ V , » ) = - = 2 / e 2 = 1 + 2 2 e " w 

z cos 2л1ж . 
jiz fc=l 
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A (14) képletből könnyen adódik, hogy/(2) kielégíti a következő függvény-
egyenletet : 

3 2 

Megjegyezzük továbbá , hogy (14) szerint a kérdéses valószínűségeloszlás 
s-edik momentuma : 

5+3 
2 2 Г 

(16) Ms= ^ zs f(z) dz = L 2 ' 2 

+ 1 
( - l ) k 

0 
][2n ftú (ы+iy' 

H a speciálisan s = 2 m -(-1 : 

т \ л 2 т + 1 

(17 M 2 m + 1 = r ^ E m , 
2т(2т)\][2л 

ahol E0, Elt . . . az Euler-számokat jelölik (vő.: CH. JORDAN [9], 300. oldal). 
Speciálisan E0 = 1, E2 = — 1, Et = 5, Ee = — 61, E8 = 1385 s í. t . 

4. §. Egy feltételes határeloszlástétel 

Megjegyezzük, hogy a fentiek a l ap ján könnyen meghatá rozha t juk az 
ismert Kolmogorov-féle eloszlásfüggvény (vö.: A. N. KOLMOGOROV [10]) 
kétféle a l ak j á t is. Mégpedig bebizonyít juk, hogy fennáll 

(18) l im P (max (1^1 , \ г ] 2 \ , ... ,\r)2n\) < ][2nz\r]2n = 0} = K(z) 

ahol K(z) = 0, lia z ^ 0 és pozitív z ér tékekre 

(19) K(z) = 2 ( - 1)ЛЕ"2К!Г! 
к——00 

vagy más alakban 

(20) A(2) = 1 > e 8* . 
2г j=o 

f l S j — f 19) bizonyítása. (8) szerint fennáll, hogy 

p {%*„=о t = 0 } = = у . 

H a ebben a kifejezésben a — a2/i а (Ю) értelmezés szerint , úgv n-*- °° ha tá r -
á tmenet te l azt nyerjük, hogy 

-
lim P {r/2n — 0| rj2n = 0} = У (-l)ke~™"i 
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u g y a n i s (2)-ből k i fo lyó lag 

l i ; 
„-,» p{V2n=0} 

és k ö n n y e n igazo lha tó , h o g y az összegezés és a h a t á r á t m e n e t s o r r e n d j e fel-
c se ré lhe tő . E z igazol ja (19)-et is. 

(18)—(20) bizonyítása. (12) s z e r i n t fennál l , h o g y 

P{%*« = ° } 1 ( 2 1 + 1 ) тг \ 2 п 

^ ' c o s - - - — — - 1 

a 7 
i n j 22n 

=0 i 'a 

L e g y e n m o s t а f e n t i k i fe jezésben a == a2n ~ |/2те z ; a k k o r n —»- ° ° h a t á r -
á t m e n e t t e l a z t k a p j u k , h o g y 

lim P { ^ = 0 | ^ „ = 0 } = i ^ 
2z ; = 0 

e 82* 

a m i (20 ) -a t is igazol ja . 

Megjegyzés. A A"(z) e lo sz l á s függvény «-edik m o m e n t u m a 
OO qq 

(21) Ж * = « Г [1 - Z ( z ) ] dz = Л М V . 

о 

H a spec i á l i s an s = 2m, a k k o r 

( 2 2 m ~ 1 - 1) ml n2m  

M * m ~ 2 - i . ( 2 m)! | j Ö 2 m | 

ahol Д „ Д , . . . a B e r n o u l l i s z á m o k a t je löl ik (vő.: CH. JOEDAN [9 ], 234. oldal) . 
S p e c i á l i s a n b2 = 1/6, bi = —1/30 , b6 = 1/42, bs = —1/30 s. í. t . 

(Beérkeze t t : 1957. I I I . 4.) 
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Рассмотрим б л у ж д а ю щ у ю частицу, к о т о р а я исходя из точки х — 0 
вещественной оси, м о ж е т на к а ж д о м шаге, независимо от остальных, с той 
ж е вероятность сдвинуться на единицу в п о л о ж и т е л ь н о м или отрицательном 
направлении. П у с т ь положение частицы после п шагов обозначает г\п. Рас-
смотрим, далее, это же б л у ж д а н и е с той т о л ь к о разницей, что в точках 
x = а и х = — а находится п о г л о щ а ю щ а я стена . Пусть в этом случае поло-
жение частицы после п шагов обозначается ч е р е з у*. Автор даёт простое 
доказательство следующих известных результатов . 

Д л я б л у ж д а н и я с поглощающей стеной имеет место 

ОБ ОДНОЙ З А Д А Ч Е О Б Л У Ж Д А Н И И 

L. TAKÁCS 

Резюме 

Р [V*=x}= 2 [р {Уп = íja + x}-P{Vn = (4 j + 2) а - ж}] 

Д л я обычного б л у ж д а н и я имеет место 

l im Р { т а х ( Ы , fa2j, . . . ,\r)n|) < friz) = F(z) 

где F(z) = 0, если z ^ 0, и в случае z > О 

СО 4 0 0 

F (2)= ^(-1ПФ{(2к + 1)г)-Ф№-1)г)\ 
Л /=О 2 / + 1 
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где 

Далее, имеет место следующая теорема об условном предельном рас-
пределении : 

l im Р { m a x . | , . . . ,\ij2n\) < í^z\rj2n = 0} = K{z) , 

где K(z) — 0, если z 5 О, а в случае z > О 

ft--» " Z 7=0 

(2J+1)'*' 
3z2 

ON RANDOM WALK PROBLEMS 

L. TAKÁCS 

Summary 

L e t us consider t h e motion of a part icle on a s t raight line, wh ich s tar ts 
a t x = 0, and in each s tep it can m o v e either a u n i t distance t o t h e r ight or a 
uni t d i s tance t o t h e l e f t with t h e s a m e probabi l i ty 1/2, the displacements 
being independent of each other. D e n o t e by rjn t h e position of t h e particle 
a f t e r t h e те-th step. F u r t h e r let us consider t h e above r a n d o m walk with 
absorb ing barriers a t x = a and x = — a. Denote b y rj* the pos i t ion of the 
par t ic le a t the n - t h s tep . 

F o r the r a n d o m walk wi th absorb ing bar r ie rs we have 

со 

P{v*=x}= 2 [P {Vn = 4:ja + x} - P {rjn = (áj + 2)a - x}] j—" 

or 
V 

P { ,* = = I V (cos М ± Щ П e o . W + 1 ) » *  
1 a 2 a ) 2a 

if x Ф ± a . 

F o r the o rd ina ry random wa lk we have t h e following l imi t ing distri1-
bu t ion 

lim Р { т а х ( | % | , | » 7 2 | , . . . , | i j n | ) < lfnz}=F(z) 
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where F(z) = 0 if z < 0 and 

(2j'+ 1)'л« 

л jtfi 2? + 1 

if z > 0. Here 
7. 

у 

Fur the r we have 

l im P { m a x . . . ,\r)in\) < ]f2n z\rj2n = 0} = К (г) , 
n-t со 

where K(z) = 0 if z ^ 0 and 

^ у2л ^ - M Ü 

k=-« j=0 
for z > 0. 

» 


	2. kötet / 1-2.sz.�������������������������
	TAKÁCS L.: Bolyongási feladatokról�����������������������������������������

	Oldalszámok������������������
	81���������
	82���������
	83���������
	84���������
	85���������
	86���������
	87���������
	88���������
	89���������
	90���������


