EINE VERALLGEMEINERUNG DER LAPLACESCHEN METHODE
ANDRAS BEKESSY

1. §. Einfiihrung

Es ist wohlbekannt, dass der asymptotische Wert des Integrals

a

(1) F(@) = [exp{— f®)}dt

0

fiir  — o mit dem -asymptotischen Werte von

f exp {—%x;‘”(O) tz} dt
0

1 1
— das heisst mit 72 [22f”(0)] 2 — iibereinstimmt, wenn  reell, positiv und
0 < a < °° eine von z unabhéingige Konstante ist, und ausserdem die Funktion
f(?) die folgenden Eigenschaften besitzt :
a’ Die Funktion exp {— xf(¢)} ist in [0, a] fiir geniigend grosse Werte
von « integrierbar.
b? Fiir jedes 6 > 0 ist

inf f(t)
ist<a
grosser als Null.
¢? Die Funktion f(£) ist im Punkte ¢ = 0 von rechts stetig und zweimal
differenzierbar, mit f(0) = f’(0) = 0, f7(0) > 0.
Es ist ferner bekannt, dass die Bedingung ¢ durch die folgende, allge-
meinere Bedingung ersetzt werden kann :
¢’° Es sei fir t— 0

f(t) ~ Cte,

wobei C > 0 und @ > 0 sind. In diesem Fall gilt die Formel

@) Jexp {— w ()} dt ~ [exp{— 2Oy dt sy
0 0
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das heisst

a

[exp{——xf(t)}dtwl"[l B

0

1
(Cx) 7=

Die asymptotische Gleichung (2) spielt eine zentrale Rolle bei der
Laplaceschen Methode (Problem der »Funktionen grosser Zahlen«), oder
bei der sogenannten Sattelpunktmethode, wo man die Aufgabe hat, den
asymptotischen Wert von Integralen der Gestalt

' h(z)exp {x f(z)} dz
©
zu bestimmen.

Obgleich zahlreiche und verschiedenartige Verallgemeinerungen der
Laplaceschen Methode in der Literatur vorhanden sind (fiir mehrfache Integ-
rale, fiir zweiparametrige Integrale, u. s. w. siche z. B. in der Arbeit von
A. Erpfryr [1] das Literaturverzeichnis zum zweiten Kapitel, S. 57.), fand
es meines Wissens keine derartige Untersuchung statt, in welcher hinreichende
Bedingungen fiir das Bestehen einer Behauptung von Typus (2) fiir Funktionen
aufgestellt worden wiren, die asymptotisch nicht die Gestalt Ct*, sondern

. die Gestalt — Ct* log ¢ oder allgemeiner, irgendeine Gestalt g(f) haben.

Fiir die Untersuchung solcher Fragen hat A. HaAr eine allgemeine
Methode entwickelt [2], in seinem Artikel zeigt er namlich, dass der asympto-
tische Wert eines Integrals der Gestalt (1) von den Singularititen seiner
Laplaceschen Transformierten abhingt, iiber den Fall ¢.°. geht er aber nicht
hinaus und seine Methode scheint mir in allgemeineren Féllen nicht leicht
anwendbar zu sein. Ebenso scheint derjenige Weg, welcher mit der Transfor-
mation des Integrals (1) in ein Laplace—Stieltjessche Integral der Gestalt

J1 exp {— xs}dQ(s)

beginnt und mit der Anwendung Abelschen Satzen der Laplaceschen Trans-
formation fortgesetzt wird, nicht einfacher zu sein. Jedenfalls beschrinkt
sich die nachstehende Untersuchung auf Sitze, die unmittelbar ohne diesen
Hilfsmitteln erreicht werden kénnen.

Um die Sétze kiirzer zu fassen, sind hier einige — spéter als »die Grund-
bedingungen« genannte — Voraussetzungen aufgestellt :

17 Es sie die Verdnderliche x reel und positiv; es sei 0 < a < oo,
iibrigens sei @ eine von. 2z unabhingige Konstante.

2. Es gebe ein x, > 0 derart, dass die Funktion exp {— 2 f(#)} im Inter-
vall 0 < ¢ < a fiir alle * = x, integrierbar ist.

3? Es sei

inf f(t)

=t<a

fiir jede positive Konstante 6 grosser als Null.
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4° Es soll
lim f(£)
t—+0

existieren und gleich Null sein.
Das folgende Kapitel wirft die Frage auf, ob die Beziehung

a a

(3) ‘ exp{— x f(t)}dt ~ J.exp {(—ag(t))dt
0 0

fiir x — oo aus f(t) ~ ¢(t) (fiir ¢ — -+ 0) gefolgert werden kann — was ja eine
Verallgemenierung der Beziehung (2) wire —, wenn die Funktionen f(¢) und
g(t) bloss die Grundbedingungen befriedigen, wenn also die Funktion g(¢)
nicht gleich C¢* ist, sondern sie eine allgemeinere, nicht ndher bestimmte
Form hat. Da aber (8) sich im allgemeinen als falsch erweist, sind zusétzliche
Bedingungen, die zusammen mit den Grundbedingungen zur Giiltigkeit
der Gleichung (3) hinreichen, fiir die Funktion g¢(¢) aufgestellt worden.

Danach wird gezeigt, dass es ausser den Funktionen von der asymptoti-
schen Gestalt Ct* noch weitere Klassen der Funktionen f(#) gibt, fiir die man
einen asymptotischen Wert des Integrals (1) explizit angeben kann.

2. §. Kriterien

Um zu zeigen, dass die Grundbedingungen 1°—42 fiir das Bestehen der
Behauptung (3) nicht hinreichen, haben wir den folgenden einfachen, fast
trivialen Hilfssatz notig :

Hilfssatz 1. Wenn f(f) den Grundbedingungen geniigt, so sind — fiir
Werte von x, die gross genug sind —, die folgenden Beziehungen giiltig :

I. Falls 0 < 6 < a ist, so gibt es eine positive Zahl #(d) derart, dass

a

jexp {— @ f(t)}dt = O(exp {— x 3(9)})
e 3
gilt.
II. Falls 0 < 0 < a ist, so gilt die Limesrelation
)
exp {ex} - J exp{— x f(¢)} dt >

0

fiir € — e mit jedem & > 0.

Nach den Grundbedingungen 2° und 37 bestehen namlich die Ungleichun-
gen :

a “’ a

J exp{— x f(t)}dt < exp{— (x — xo)di(rtlf f(t)} - J exp{— z, f(t)}dt <

[ ]

< Aexp{—x inf f(#)} ,

i=t=a
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wo A eine von z unabhéngige Konstante ist ; es folgt ferner aus der Grund-
bedingung 4° :

exp {sx}J.exp {—— x f(6)}dt = i‘exp {[e — f(t)] x} dt > Bexp I—?—} .
0 0 )

|

wobei der Wert der Konstante B(d) von x nicht abhéingt. Damit sind beide
Teile des Hilfssatzes bewiesen.
Fiir 0 < b < a folgt

a b
| exp{—aft}dt~ [exp{—zft)dt , (&~ oo)
0 ; 0

unmittelbar aus dem Hilfsatze.
Es sei nun ¢ > 1; die Funktion g(f{) geniige den Grundbedingungen,
es sei f(t) = g(ct) und

lim 9(ct) =
t=+0 g(t)
’ Es kann z. B. g(f) = (— log#)=1, 0 < @ < 1 gewéhlt werden. Somit erhilt
k. man
a!c a al:
[expi—afoyat = [expl—wgopdt~; [exp(—wga
0 0 0

die Beziehung (3) besteht also nicht.

Dieses Beispiel ziegt, dass man die Funktion g(¢), mit welcher f(¢) fiir,
t—+0 asymptotisch ist, zur Giiltigkeit der Relation (3) noch weiteren
zusétzlichen Bedingungen unterwerfen muss. ' ‘

8 Kriterium 1. Wenn die Funktionen f(¢) und ¢(f) den Grundbedingungen
: geniigen, zwischen ihnen die Relation f(f) ~ g(¢) fiir ¢— 4 0 besteht, und
ausserdem eine positive Konstante existiert, damit

[ exp {— cxg(t)} dt
(4) lim sup Oa — =M < o

T [ exp{—agyar
0

ausfillt, so gilt die asymptotische Gleichung (3).

Beweis: Es sei o(t) = f(¢)/g(t) — 1. Nach der Voraussetzung f(f) ~ g(¢)
ist lim o(f) = 0, daher findet man positive Zahlen ¢, und 2 derart, dass fiir
jedes, der Bedingung 0 < { < ¢, unterworfenes ¢ die Ungleichung

1—|o(t)] > e(1 + )
gilt. Es sei nun 0 < 6 < ;. Mit Riicksicht auf die Gleichung
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exp{—z f(t)} =
=exp{—azg(t)}-[1 —zg()a(t) -exp{—xgt)o(®)}] , (0=9(¢) <1),

erhilt man nach elementaren Umformungen die Gleichung

a k

(5) [ exp{—= f(t)}dt:‘[exp (—xg®)dt=1+R, +R,,

0 0
wobei

a

IRy < [ @g(®) | a(t)] exp{—2g() [1 — o)}y de : [ exp{—zg(®)}dt ,

0 0
und
[Bg| = U'exp {—zg(t)}dt + J exp {— x f(t)} dt) :_fexp {—axg(t)}dt
5 5 0

ist. Da die Ungleichung

2g(t) < - exp {we g(t)
Ac

fiir jeden 4, ¢, x und ¢ besteht, ist auch
|R,| < sup }o(t)i-gl-/[—
Gicn=t=s Ac

fiir geniigend grosse Werte von .

Wird nun eine beliebig kleine, positive Zahl ¢ gegeben, so wihle man
die Zahl 6 klein, dass |R,| < ¢ wird und dann @ so gross, dass auch das
Restglied |R,| < ¢ ausfallt, was wegen Hilfssatz 1. moglich ist: Somit ist
die Behauptung bewiesen.

Kriterium 2. Wenn die Funktionen f(¢) und ¢g(f) den Grundbedingungen
geniigen, fiir £ —- 0 die asymptotische Gleichung f(¢) ~ g(f) besteht, ausser- .
" dem eine solche positive Konstante ¢ < 1 existiert, dass

(6) lim sup glet) il

t-+0 g(t)
ausféllt, so gilt auch die asymptotische Gleichung (3).

: Beweis: Es wird gezeigt, dass die Funktion g(f) dem Kriterium 1., (der
Bedingung (4)) geniigt. Nach Ungleichung (6) findet man solche Konstanten
0 <d<1undO< A< 1, dass fiir jedes ¢ im Intervall 0 <t < o

glct) < Zg(t)
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wird, so dass auch die Ungleichung

S

v[eXP{— xg(t)}y dt > Cf exp{— v g(t)} dt + J‘eXP{— xg(t)}dt ,

0 0 dle

also
d a

Jﬁoxp {—Axg(t)dt:

0 0

exp{— xg(t)} dt <~i7

besteht und, mit Riicksicht auf den Hilfssatz 1., auch

a a
J exp{— Az g(t)}dt: | exp{—xg(t)}dt <% 4+ 0o(1) < oo
0 0
ist.
3. §. Der Fall reguliir verinderlicher Funktionen
Wie im Fall f(t) ~ Ct*, (t—+ 0, > 0), wo nebst der Gleichung (2)
-auch

3 2k
Iexp{—th“}dth[l —|—:/) (Cx) =, (¥ — o0)
; 3

bekannt ist, so dass man den asymptotischen Wert der Funktion (1) explizit
angeben kann, so kann der asymptitosche Wert der Funktion (1) in diesem
Sinne explizit angegeben werden, falls die Funktion f(?) fir £ — 4 0 asympto-
tisch gleich einer Funktion von der Gestalt * L(1/t) ist, wobei L(s) zur Klasse
der langsam verdnderlichen Funktionen gehort.

Die Definition und Eigenschaften der langsam verinderlichen Funktio-
nen sind in den Arbeiten von J. KaramMaTA [3], [4] und von J. KOREVAAR,
T. vaN AARDENNE-EHRENFEST und N.G. DE BRUWLN [5 ] angefiihrt, um aber
bequemer zu zitieren, habe ich die spiter benutzten Eigenschaften kurz
zusammengestellt :

Von einer fiir alle s > 0 definierten, positiven Funktion L(s) sagt man,

“dass sie — im Sinne von KARAMATA — langsam verdinderlich ist, oder dass sie

sich langsam verdndert, wenn fiir jede positive Konstante ¢ > 0 der Grenzwert

(7) lim M)—
S— o0 L(S)

existiert und gleich Eins ist.
A? Ist die Funktion L(s) auf jedem Intervall 1 < s < A messbar, so

existiert der Grenzwert (7) in jedem, von Null abgegranzten geschlossenen
Intervall @ < ¢ < b gleichmissig (siehe [5]).
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B? Aus der vorigen Eigenschaft folgt, dass es eine Zahl s, zu jedem
o > 0 und p > 0 derart gibt, dass die Ungleichungen

fxoxlifss) 85\¢
8 SR i dp) b
®) () [82] e <1+e)[sl]

fir jede 8, = 8; = s, gelten.
Ist ndmlich ¢ > 0 und ¢ > 0 gegeben, so wihlt man zuerst eine Zahl
¢ > 1 beliebig, dann eine Zahl g, < o, damit

_1&%_(1 + 04) Bes
log ¢

wird, endlich ein s, derart, dass fiir jedes y im Intervall 1 < y < ¢ und fiir
jedes s = s,

Lys) _

il
L(s) R

ausfilit, was wegen der gleichmissigen Konvergenz des Quotienten mdaglich
ist. Setzt man

also

so ergibt sich
L(sy) ' L(c*sy) j L(c"1sy) L(Ck_[klsl)‘<
Lis) L(c*1s)) L(e*2s) ~ Lisy
<A+ < (140 (140)=

8, \log(1+e)/loge (g \o
o <[2fa+o,
8y 8

i) 4 0) ==

was der erste Teil der Behauptung war. Die Abschitzung nach unten geht
nach demselben Muster.
C? Fiir jede positive Zahl a ist

limws=2 Li(s)— 0"

S— o0

Setzt man nédmlich in der Gleichung (8) s, = s und 0 = /2, so entsteht

s=2 L(s) < 8“”( o) st =828,
1

woraus die Behauptung folgt.
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D Falls o > 1 ist, so ist die Funktion

L*(s) = 8% sup 7 2L(7)

L 2™

fiir s - co asymptotisch gleich L(s).
Fiir jedes o > 0 und s > 0 gibt es ndmlich eine Zahl ¢; > 1 derart, dass

82 L¥(8) == sup’ 775 h(T) < (8¢s) > Lscs) «i(1 - .0)

S<1<< 00
gilt, daher erhalt man
L (s) L(s c)
1 e Tl
G Ty ( + o) 76)

da offensichtlich LZ*(s) > L(s) ist. Aus (8) folgt aber fiir jedes s > s, auch die
Ungleichung

-_L(Scs)

a (]
Z(s) =iCelictE0)

\
so dass fiir gentigend grosse s Werte

L*(s)
L(s)

l=——=(1+0)p

ist, wie klein auch g sein mag, und somit ist die Behauptung bewiesen.

Der Kiirze halber fithren wir den folgenden Begriff ein : Die Funktion
q(s) heisse fiir s — oo schnell verdnderlich, wenn sie positiv ist, und die Grenz-
wertrelationen

eo iU cuciliy

(9) lim =——*~ 1 fiir c=1,
§— e

IO fiir ¢ > 1

gelten, sie heisse jedoch fir s — + 0 schnell verdanderlich, falls

l 0 fir ¢ <1
.- qlcs)
10 lim 1 . fire=1
(190) A g(s) ]

o fiir c>1

besteht.

Satz 1. Wenn die Funktionen f(t ) und g(t) die Grundbedingungenbefrie-
digen, f(t) fir t — -+ 0 asymtotisch gleich g(t) ist, endlich die Funktionfqg(t)
die Gestalt

(11) gty =t L (%]
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hat, wobet die Funktion L(s) (fir s — o) sich langsam verdndert, so gilt die
- asymiotpische Formel

a

(12) F(@) :Jexp{—— e dt ~ I [1 o

0

t(x) > (x_>°°) s

wobe? t(x) die inverse Funktion von
(13) ‘ L i

sup ©* L
0=t

T
st.

Beweis: Aus der Grundbedingung 2. folgt, dass die Funktion g(f) mess-
bar ist, so dass L(s) die vorher aufgezahlten Eigenschaften der langsam ver-
dnderlichen Funktionen besitzt. Aus der Gestalt (11) der Funktion g(¢) ist es
klar, dass sie dem Kriterium 2. geniigt, daher besteht auch die asymptotische
Gleichung (3). Da aus der Eigenschaft D? der langsam verénderlichen Funk-
tionen folgt, dass

i s 1 1
t=%g(t) ~¢t=% sup TGL(~—J :L*{—]
0=T=t v 13
fiir ¢ — -+ 0 ist, geniigt es den Beweis fiir den Fall ¢g(f) = t*L* (1/t) durchzu-
fithren, also nur die Beziehung

4

[exp {—— oA
0

l’\ dt Nr[1 +éj t(x) , (@ — o)

t)f

zu beweisen und dabei kann die Zahl 6 nach Korollar des Hilfssatz 1. beliebig
klein gewihlt werden: Man wéhlt daher 6 so klein, dass 06— < s, fir 0 = /2
und ¢ =} wird, wobei unter s,, o und g die bei der Eigenschaft B? der langsam
verdnderlichen Funktionen vorgekommen Konstanten zu verstehen sind.

Die Funktion #* L*(1/t) strebt von rechts monoton gegen Null, so dass
man zu jedem Werte des Veranderlichen @ — wenn er nur gross genug ist —
eine Zahl t{(x) > 0 findet, fiir die

i 1
t(x)a * L
t(x)
ist, setzt man daher ¢ = r{(x), so entsteht
'6 5/§X) L* 1 .
exp!— x{® L*[l)] dt = t(x) | exp{— »* SN dr = t(x) - I{t(x)} .
| t)f L* (_1.]
0 0 t(x)
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Zum Bewis des Satzes 1. hat man noch zu zeigen, dass

d/t(x) I e 2
(14) I{t(x)}=|exp ] — A dr—»l“{l -+ 1) g
: i a
L _]
0 t(x)
falls #(x) — 0 konvergiert, — das heisst x — oo strebt. Zerlegt man das

Integral I{t#(x)} in drei Teile:
A BB
I{t(x}=[+j+|—11+12+13,
0

so ist ersichtlich, dass das Integral 7, wegen der gleichmissigen Konvergenz
des Integranden (siehe Eigenschaft 4%) gegen

B
[exp {— r“}dr
A
strebt und
|

ist. Was das Restglied 7, betrifft, nach der Eigenschaft B” und nach Wahl
der Zahl 0 — fiir geeignet kleines #(x) —, gilt die Abschatzung

b//f(x) l L[ 1 ]
L= ] expl—r® *%(x)* dr < ‘exp {—— %73} dr .
5 ] t(z) [ i |

Ist daher ein & > 0 gegeben, so wihlt man zuerst die Zahlen 4 und B derart,
damit erstens /; < ¢, zweitens

Jexp {——r" 2 dr.<se
B

drittens
: B
T'[l +é) ——J‘exp{— ridr<e
A
wird, dann #(z) so klein, dass [5/t(m)] > B und
B
‘KI2 — ’[exp{— %} dri <e
A

ausfallt. Dadurch ist aber die Behauptung (14) und somit der Satz 1. bewiesen.
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Bemerkung : Ist in der Gleichung (10) a = 0, ist also g(f) selbst eine
langsam verdnderliche Funktion, so gilt der Satz 1. natiirlich nicht, es erhebt
sich doch die Frage, wie sich in diesem Fall das Integral (1) asymptotlsch
verhilt. Eine elementare, aber recht umstédndliche Rechnung zeigt zwar,
dass z. B. unter der Annahme : ;

f(t):[(log%]“l o 1og%]“’... (10g(k) %]“"}‘1,

wobei die erste, nicht-verschwindende o; positiv sein soll, fiir log(k)l > 0
die asymptotische Gleichung é

: 27 u(x) w) |
J\exp{—-xf(t)}dtNVA{ux}_}_ le‘ip{ u(x) — A{u(x)}f

0
besteht, wo
(04

Afuy=a,+—2 3

+ot &
loguw  logu loglogu e log u loglog w . . . logq) ()

ist und »(z) die inverse Funktion von

i u% (logw)® . .. (logk—1) u)**
A(w)

bedeutet, aber ein allgemeineres, fiir jede langsam verdnderliche Funktion
giiltiges Resultat habe ich nicht erhalten kénnen.

Fiir die langsam verdnderlichen Funktionen im allgemeinen kann ein
asymptotischer Wert des Integrals (1) nach der Methode des Satzes 1. nicht
angegeben werden, es lasst sich dagegen ein einfaches Resultat »nach der
anderen Seite hing also fiir den »schnell verdnderlichen Funktionen« [vgl. (10)]
durch dieselbe Methode erreicht werden.

Satz 2. Wenn die Funktionen f(t) und g(t) die Grundbedingungen befrie-

digen, fir t — - 0 f(t) ~g(t) ist, die Funktion g(t) monoton anwdichst und fiir
t — + 0 schnell verinderlich ist, so gilt die asymptotische Formel

a

(15) [exp{—zfe)}dt ~ 1) (@—> o) |

0

wobes t(x) dée snverse Funktion von

(16) L=
bedeutet.

8 A Matematikai Kutaté Intézet Kozleményei IT,/1—2.
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Beweis: Erstens bemerkt man, dass nach den Voraussetzungen des
Satzes die Funktion g(f) dem Kriterium 2. geniigt, zweitens, dass die Limes-
beziehung (9) wegen der vorausgesetzten Monotonie der Funktion g(#) gleich-
massig in jedem vom Punkte ¢ =1 abgegrenzten (aber nach 0 und o vielleicht
offenen) Intervall besteht, so dass der Beweis ganz nach dem Muster des
Satzes 1. gefithrt werden kann. :

Satz 3. Die Funktion f(t) sei den Grundbedingungen uniterworfen wund
es set
P
F(x) :jexp {—axf(t)}dt .
0

: . 8
Ist a > 0 und die Funktion t—° f(t) langsam verdnderlich, so ist auch x® F(x)

~ langsam verdnderlich. Ist o gleich Null, so verindert sich die Funktion F(x)

fiir & — oo schnell. 1st dagegen [(t) eine fir t — -+ 0 schnell verdinderliche Funk-
tion, so verdanmdert sich F(x) langsam.

Beweis: Es sei t—2f(f) = L(1/t) eine langsam veréinderliche Funktion.
Betrachtet man die Funktion

a 1
1 —cxt* L |—|\dt
(ex)« Flex) cg oj i { T (t )}
1 R a :
«F Lo seplt
z« F(x) Jexp \ xt L[t}}dt

0

und wird c!/¢ ¢ = 7 gesetzt, so ist

actia 61/(1
1 jexp{—xr“L }dr
(cx)* F(cx) o

(17)

1

x® F(x) Jexp{—xt“L dt
p ,

i]\
t)
aber nach dem Hilfssatz 1. und dem Kriterium 2. ist die rechte Seite der
Gleichung (17) fiir # — e asymptotisch gleich Eins, was die erste Behauptung

des Satzes ist.
Wenn a gleich Null ist, so betrachte man die Funktion

3o

m Flex) o
xoe F(z)

fiir Zahlen ¢, die grésser als Eins sind, zu beweisen.

a

F(z) =Iexp {— ot

0

Es geniigt die Gleichung
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Es seien ¢ > 0 und ¢ > 1 beliebig gegeben. Es gibt nun ein Intervall
0 <t <0, fir welches L (gft) : L (1/t) < ¢ ist, es gilt ja

daher wird nach Hilfssatz 1.

Flz) = | exp {— aL
I

| %)}dt - %ojexp {— xL[;]}dt >

> % [fexp {-—ch H}dt +j€exp {— aL ‘:]}dt] <

> L [F(o) + 0(c=)]

fiir  — oo, dabei héangt# > 0 von d, ¢ und ¢, aber nicht von « ab, so dass man
wieder mit Benutzung des Hilfssatzes 1. die Ungleichung

F(cx) o
F@) <e&-+o(l) (x )

erhilt, was die zweite Behauptung beweist.-
Was die dritte Behauptung betrifft, es geniigt die Gleichung

lim M =
X— oo F(.’L‘)

ahnlich wie vorher, nur fiir jedes ¢ > 1 zu beweisen. Zuerst wihlt man die
Zahlen & > 0 und ¢ > 1 beliebig, dann eine Zahl p so, damit

i :
—>p>1
1—e¢ .

wird, endlich eine Zahl 6 derart, dass fiir jedés t im Intervall 0 < ¢t < é die
Ungleichung

fp0) >cund dp<a
1) :
ausfallt, was wegen der Beziehung
lim vl _ oo
t-+0 f()

8‘
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<

moglich ist. Nach Wahl der erwédhnten Konstanten gilt fiir geniigend grosse
Werten von z die Ungleichung

op
[exp {—=f(t))dt = pjexp {— 2 f(pt)}dt < pfexp {(—caft)dt ,
0

es ist also wegen Hilfsatz 1. fiir ¢ — oo

K F(cx) S
F@) >——o0(l)>1—¢e—o0(1) .

Da der Quotient F(cz)/F(x) fiir jedes > 0 und fiir jedes ¢ > 1 gewiss kleiner
als Eins ist, wurde die Behauptung und damit alle drei Teile des Satzes 3.
bewiesen.

Es gibt Félle, bei denen die Funktion #(x) [siehe (11) und (12)] sich
asymptotisch elementar, mit Hilfe der Funktion g(t) [ohne Benutzung inverser
Funktionen ausdriicken lasst, bei denen also ein asymptotischer Wert des
Integrals F(z) (11), welcher sozusagen »noch mehr explizit« ist, angegeben
werden kann. Dies ermdglicht der folgende Hilfsatz.

Hilfssatz 2. Es sei L(s) eine langsam veréinderliche Funktion, die fiir
geniigend grosse Werte von s auch monoton ist. Wenn der Grenzwert
~

(18) lim L(S[L(s)] l/a)
e L)

existiert und gleich Eins ist, bzw. die schwichere Bedingung

(19) 0 < lim SYP L(S[L 8)] lla) <5200
P ant L(s)

erfiillt wird, so ist die inverse Funktion von

et
(20) \ Z= o)

fir @ — oo Aa.symptotisch gleich :

(21) - [e L(zl)]'e,
bzw.

(22) @ L([ = Li(zV/2)] Vo) | e,

Der Beweis ist sehr einfach ; man bildet die Iterationsfolge

8(x) = 2l ,

si+1(@) = 21 Lisi(@)) Fr sy
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Sind nun die Quotienten sy(x)/s(x) bzw. ss(x)/s(x) gebildet und sucht man
Bedingungen, unter denen diese Quotienten fiir # — oo gegen Eins streben,
so erweisen sich die Bedingungen (18) bzw. (19) als hinreichend.

Falls die Bedingung (18) oder (19) erfullt wird, so ldsst sich der Satz 1.
durch Hilfssatz 2. ergdnzen. Ist z. B. fir ¢ —> 40

1\A 1)\A: 1)\5=
(23) f(t) ~t (logT) (log log7) (log(k) 7) 5

wobei a > 0 ist, so kann der Hilfssatz 2. angewendet werden, und fiir log) 1/a > 6
erhilt man

a r(1 i %) . opla
08 [exp(—aio)a~ ,
%8 [z(log z)% (log log @)?: . . . (log(x) x)P]*

Als zweites Beispiel sei

f(t) ~ t*exp {— Vlog—;—} ! (a > 0) .

Die Bedingung (19) ist befriedigt, daher gilt fiir jedes a < 1

o’ls

fexp{— xf(t)}dtrvl’(l -{—é)exp {— ;F}x—%exp{vréﬁ} .
0

Wenn sich die Funktion g(¢) fir ¢ — - 0 schnell veréandert, so hat man
zwar keinen Anhaltspunkt, mit dessen Hilfe ein dem Hilfssatze 2. d&hnliches,
mehr oder weniger allgemeines Resultat koénnte erreicht werden, es gibt
jedoch spezielle Fille, bei welchen eine im Sinne des Hilfssatzes 2. explizite
Darstellung der inversen Funktion moglich ist. Es sie z. B. fiir t—>- 0

f(t) ~exp{— h(t)} ,
wobei die Funktion A(t) fiir ¢ -+ 0 asymptotisch gleich Ct— (C > 0, a > 0)
ist. Unter dieser Annahme ist die Funktion f(¢) fiir £— -} O eine schnell ver-
anderliche, nach Satz 2. besteht daher fiir # — oo die asymptotische Gleichung

| exp {— xf(t)} dt ~ t(=) (x> o) ,
0

wobei #(z) die inverse Funktion von

x = exp h(¢)
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() = (log x) :l

so ergibt sich, dass der Quotient #,(z)/{(x) fiir  — o gegen 1 strebt, so dass
fiir > oo die Relation

bedeutet. Setzt man

a

j exp {— zf(t)} dt ~ f exp {-— xzexp {— h(t) }} dt ~ C* (log x)‘“
0 !

0

als Endergebnis erhalten wird.

(Eingegangen : 25. VI. 1957.)
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A LAPLACE-MODSZER EGY ALTALANOSITASA
BEKESSY A.

Kivonat

Ha x valds, pozitiv, 0 < a < oo, a fliggetlen 2-t6l, f(f) valds fiiggvény és

a® exp { — zf(#)} a [0, a] intervallumban x elég nagy értékeire integral-
hato,

b? minden pozitiv 0 szdmmal inf f(#) > 0,

s<t=a
¢l f(t) ~ Ct*, hat— 4+ 0ésC > 0, o > 0, akkor, mint ismeretes,

(1) - F@)= I exp {— xf(t)}dt ~ f exp{— 2 Ct?}dt , (x— o) .
0 0

azaz

@) ' P(a) ~1’(1 i %) (Oz)~1e.

Kérdés, hogy az (1) tipust Osszefiiggés igaz marad-e, ha f(f) a £ = 0 pontra
vonatkozélag nem Ct* alakti fiiggvénnyel aszimptotikus, hanem é&ltaldban
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valamilyen, az a? és b° feltételt kielégité fiiggvénnyel; mdisszéval, ha c?
helyébe az altalanosabb f(f) ~ g(t) feltétel keriil, akkor igaz marad-e, hogy

I(3) Jﬂ exp {— xf(t)} dt ~ j exp {— xzg(f)} dt (x— o) ..
0

Ellenpélda mutatja, hogy nem.

Ezzel szemben, ha g(t) az a? és b? feltételen kiviil még a dolgozatban
kritériumoknak nevezett feltételek egyikét is kielégiti, akkor (3), az (1) dssze-
fiiggés plauzibilis altaldnositésa, igaz marad. E kritériumok :

1. kritérium. Legyen olyan pozitiv ¢ < 1 szém, hogy

a

J‘ exp {— cxg(t)} dt
(4) lim sup? = i so

e feXP {— 2g(t)}dt

0

2. kritérium. Legyen olyan ¢ < 1, hogy

(6) lim supM <1z
t-+0  g(¢b)

A 3. fejezet a (2) tipust egyenlGség altalanositédsaval foglalkozik.

1. tétel: Ha f(t) és g(¢) kielégitik az a? és b? feltételt, f(t) ~ g(t), (t — + 0)
és g(t) = t* L(1/t), ahol a > 0 és L(1/t) lassan valtozé fiiggvény (lasd: [4],
[5]), akkor

a

F(x):Jexp{— xf(t)}dtrv]’(l-}-é)t(z) ki oy

ahol () az

fiiggvény inverze.

2. tétel: Ha f(¢) és g(t) kielégiti az a? és b? feltételt, f(t) ~ g(t) (¢ —40),
g(t) monoton és eleget tesz az alabbi feltételeknek :

O, < vhal -or< s
Yiin 28)

=1
. olf} FoShas e

’

o, ha 6>_1
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(»gyorsan valtozé fiiggvény«), akkor

a

| exp{— af(t)} dt ~ t(z)

ahol #(z) az

fuiggvény inverze. :
Egy specidlis példa vonatkozik az 1. tétel feltételeit ki nem elégité
a = 0 esetre, masszdval arra az esetre, ha g(f) maga lassan valtozé fiiggvény.
3. tétell:‘Legyen
«
F) = [ exp{—af(t)}dt ,

F(#) elégitse ki az a® és b° feltételt. Ha f(t) las‘san valtozé, L (1/t) alaka figgvény,
akkor F(z) a

coahaseieid
lim F(ex) Gt :
Y F(x) I ’ & €=
0 cha e

relacidkat kielégits, ngyorsan valtozé«-nak nevezett fiiggvény. Ha —*f(¢)
(a > 0) lassan valtozé, akkor z'/* F(z) is lassan valtozé. Végiil ha f(#) gyorsan
valtozé, akkor F(x) valtozik lassan.

Az 1. tétel egyes esetekben kiegészithet6 a 2. segédtétel eredményével,
amely szerint, ha az L(s) lassan valtozoé fiiggvény monoton és

fhie, PRI 20
soe L(s
vagy legalabbis
1
0 < lim P L(s[Ls)] =)

< coy
s-= inf  L(s)

akkor az
So— sa
L(s)

x

fiiggvény inverz fiiggvénye aszimptotikusan egyenl§ az

it |

[# L(z*)]*
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illetéleg az

B
[z L([z L(z*)]*) ]*
kifejezéssel. Igy példéul ha
1\é A8 1)\5
f(t) ~t° (log 7) (log log ?) e (log(k) —t—) : (e > 0)
akkor log(k)i— > 0 esetében
1A
£ P(l + —a—') a a
fexp{— 2f(1)} dt ~ ;
. [z(log )% (log log z)P: . . . (loga) z)"]*

OJHO OBOBLUIEHUE METOJA LAPLACE-A
A. BEKESSY

Pe3iome

Ecnu z BemecreHHa M IOJIOXKUTeNbHA, 0<a < oo, a He 3aBUCUT OT Z,
f(#) BemecrBeHHass QYHKUMST M

a’ exp{— zf(t)} B uuTepBase [0, @] npu J0CTaTOYHO GOJILLUIMX 3HAUEHHSAX
X MHTEerpupyema,

b ¢ n06BIM NOJI0XKUTENIbHBIM yucsiom 6 inf f(f) > 0
3 s<t=a
¢ f(t) ~Ct*, ecnu t— + 0 u C > 0,a > 0, Torga, KaK U3BECTHO,

(1) F(a) = .|' exp {— af(t) dt ~ f exp {2 0P} & | {z = o)
Teo0 ; :

1 Sl
(2) Fa ~ 114 Lo

CrnipaumMBaercsi, YTo COOTHOlIeHHMe Tumna (1) OyJAeT JIU HMEeThb MEeCTO, €CJIH
f() B Touke #= 0 acumnTOTHYeCKM paBHa He QyHkumu Bujga Ci%, a, BooOue,
KaKoi-HUOY b ()YHKUMH, YXOBUTBOPSIOLIEH ycJIoBHsAM @’ U b, T. €. €ClId BMECTO
ycaoBusi ¢’2 BeIMosHseTcs1 GoJiee obuee ycsoBue f(t) ~ g(¢), ocraércsi m cnpa-
BE/UIMBBIM, 4TO

a

(3) [ exp{—al®}dt~ [ exp{—ag®h}dt , (2> o).
0

0

Ha npumepe MOXKHO NMOKas3aTh, UTO HET.
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Ho ecnu g(t) kpome ycaoBust a® u b2 yIOBJIETBOPSIET OJHOMY M3 NPUBE/EH-
HBIX HU)KE KpHTepHeB, To (3), oyeBuHOe 006001eHHe cooTHOIIEHHS (1), ocTaéTCst
Cujle. ITH YCJI0BUS TAKOBBI

KpuTepuii. 1. [TycTb cyuiecTByeT TaKoe IM0J0)KUTEIbHOE YHCI0 ¢ < 1, 4To
a
f exp {— cxg(t)} dt
(4) lim sup Oa = loc vy

i f exp {— 2g(t)} dt

0

Kpurepuii. 2. [lycth cyiecTByer Takoe ¢ < 1, uTo

(6) lim sup‘(M <1

to . glt)
Tperbsi ri1aBa sanumaeTcst 06o0uieHHeM paBeHCTBAa TUNA (2).

Teopema 1. Eciu f(f) u g(f) yroBiaeTBopsiioT ycnoBusim a’ u be, f(t) ~ g(t)
(t—>40), u g(t) =t*L(1/t), rme & > 0 u L(s) MeIJeHHO M3MEHSIIOWAsICS PYHK-
Lusi, TO

F(z) = J oxp{— (b)) &b ~ I’(l +%) t(x) (s o). |
0

rae #(x) pyHKuusa obpatHast GyHKUUU

1\1-1
() = [0212: ey /) (—;)i‘ .

Teopema 2. Ecin f(t) u g(f) yrosnetBopsitot ycnoBusim a u b, f(t) ~ g(t),
(t— 4 0), g(¢) MOHOTOHHA M YJOBJIETBOPSIET YCJIOBUIO

| a7 gl R A |
b, 28 by

s recId e=1
t—+0 g(t)

O eCTIR: 6>k
(«ObIcTpO M3MeHsIOWASACST (DYHKLHS), TO

1

| exp{—i(t)} dt ~ t(a) (@ — oo)

0
rae #(x) GyHKuMs, obpaTHast (yHKUUH

a(t) = [g()]~*
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CnenyasbHblii MpUMEp OTHOCHTCST K cilyyalw o = 0, He y/I0BJETBOPSIO-
leMy YCJIOBHSIM TeopeMbl 1., T. e. K ciyyalo, Korja f(f) MeyleHHO M3MeHsIeTCsl.
Teopema 3. Ilyctb
o
F(z) — j exp {— zf(t)}dt

0

f(t) ynoBnerBopsiet ycioBusim a° u b%. Ecnv f(f) MeneHHO M3MeHsoImascst GpyHK-
uust Tuna L(1/t), To F(x) yaoBIeTBOPSET YCJIOBUIO

PR ok |7 g ] 1N
o Flex)
x—~= F(x)

=k eI 6=k
(B oy B0 3 R

«ObiCTPO M3MeHsomascsy GyHkuusa. Eciam ¢ f(t) mMeaJeHHO HM3MEHSIETCsl, TO
x'/a F(x) Tarke mejuleHHO M3MeHsieTcsl. Haxonen, ecin f(£) GbICTpO M3MEHsIETCS,
To F(*) u3MeHsieTcs1 MeJIEHHO.

Teopema 1. B HEKOTOPBIX CJyyasiX MOJKeT ObIThb JOIIOJIHEHHA pe3yJibTa-
TAMH JIEMMBI 2., COIJIACHO KOTOPOii, €CJIM MeJJIEHHO M3MEeHSIoWascss QyHKIus
L(s) MOHOTOHHA M

i ML) _

== L(s)
Wi, 1o KpaiHeil mepe,
—1/a
0 < lim 5P L(s[L(s)]~'/) BV
inf L(s) -
T0 (GyHKUMsi, obpaTHasi (yHKUUH
8!1
e —
L(s)

ACCUMIITOTUYECKU paBHA = BbIPAYKEHUIO

[x L(xl/a)]l/a
WUJIU COOTBETCTBEHHO

[x L([x L(x‘l/a)]lla)] la

Tak, Hapumep, eciiu

RUe 5, 16 1\%
f(t) ~ t° (log 7) (log log 7) (log(k) 7) ;

(@ > 0), TO
By

a 1 E
J exp {— zf(t)} dt ~ F(l +E)a

0

[x(log )P (log log )P . . . (logq x)f]he )
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