LINEARIS DIFFERENCIAL- ES DIFFERENCIAEGYENLETEK ALTALANOS
KEZDETI FELTETELEKET KIELEGITO EXPLICIT MEGOLDASAROL

ROZSA PAL

Bevezetés

A lineéris differencial- és differenciaegyenletek és egyenletrendszerek
elmélete — mint ismeretes — az analizis egyik legalaposabban feltart terii-
letének tekinthetf. Az idevéagé irodalom azonban a megoldas explicit el6-
allitasat szinte kivétel nélkiil csak a szokdsos kezdeti feltételek esetén, vagyis
abban az esetben adja meg, amikor az ismeretlen fiiggvény és annak derivaltjai,
illetve az ismeretlen fliggvények, a fiiggetlen véltozd egy bizonyos értékénél
adottak. Annak az 4ltalanosabb feladatnak a megolddsira, amikor az isme-
retlen fiiggvény és annak szukcessziv derivéltjai a fliggetlen véaltozé tobb
kuilonbozé értékénél vannak el6irva, Th. VamLeEN egyik dolgozataban [5]
talalhat6 eljaras. Th. VAHLEN az igen specidlis ™ = f(x) differencidlegyenlet-
nek a mondott feltételeket kielégité megoldasara ad explicit elgallitast. Meg
kell még emliteni, hogy G. D. BIrrHOFF egyik dolgozatédban [1] azt az alta-
lanosabb esetet vizsgalja, amikor a fenti differencidlegyenletnél az el6irt
derivaltak fetszdleges rendtiek, explicit megoldist azonban nem ad.

E dolgozat célja, hogy a fenti differencidlegyenletnél altalanosabb
line4ris differencidl- és differenciaegyenletek, illetve rendszerek dltaldnos?
kezdeti feltételeket kielégité megoldisa szaméara adjon exisztencia-kritériumot,
valamint eljardst a megoldéas explicit alakban valé elGallitasira. Az 1. §. és
2. §. a rendszerek és az nm-edrendii egyenletek ltalinos kezdeti feltételeket
kielégit6 megoldésinak a meghatérozasit tartalmazza. A 3. §. és 4. §. az el6z6
két paragrafus eredményeit linedris differenciaegyenletekre és differencia-

egyenlet-rendszerekre alkalmazza.

138,
Tekintsiik az
(L.1) i = A(H)® + f(t)

1) ,Altalédnos” kezdeti feltételeken a tovabbiakban azt értjiik, hogy az isme-
retlen fliggvények értéke, illetve az ismeretlen fiiggvény tetszdleges rendli derivaltjai
a fiiggetlen valtoz6é tobb kiilonbozd értékénél vannak eléirva. (Az 4ltalanos kezdeti
feltételek teh&4t magukban foglaljak az tgynevezett keriileti feltételeket is, amelyek
egy intervallum két végpontjan irjak el6 a fliggvény, illetve bizonyos derivaltja értékét.)
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elsérendii inhomogén linearis differencidlegyenletrendszert, és legyen

(1.2) y=AMy

a hozzd tartoz6é homogén rendszer, ahol @, 4y, f(¢) n-elem{i oszlopvektorok,
A(t) = [a;j(t)] n-edrendii kvadratikus matrix. Az g;,(f) és az f;(f) adott fiiggvé-
nyek valamely 7' (a < ¢t < b) zéirt intervallumban folytonosak.

Az alabbiakban azt a kérdést vizsgaljuk, hogy létezik-e, és ha igen,
hogyan hatarozhaté meg az (1.1) differencidlegyenletrendszernek az a meg-
oldésa, amely az

(13) xai(ti)zxm 5 ; = 1,2, see, M
t,cT

altalanos kezdeti feltételeket elégiti ki. Itt o; egész (1 < a; < n) és értékei

kozott egyenlék is lehetnek.?

Legyen X(t) = [w;;(t)] az (1.2) egyenlethez tartozé rezolvens matrix,
amely tehat kielégiti az

X () = A(f) X (2)
matrixdifferencidlegyenletet és az X({;) = E kezdeti feltételt. Jelolje ac*i(t;)
a rezolvens matrix o;-edik sorat a f; helyen, tovabba [a.;(#)] az e sorokbdl
(?=1,2, ..., n) alkotott n-edrendli kvadratikus matrixot.

Az (1.1) egyenletrendszer (1.3) feltételeket kielégit6 megolddsidt meg-
kapjuk, ha az (1.2) homogén egyenlet

(14) ya‘(ti) = Zijo , iz 13 2, cee,

inhomogén feltételeket kielégit6 megolddsdhoz hozzdadjuk az (1.1) inhomogén
egyenletnek az

(1.5) Zo(t) =0 , G s A
homogén feltételeket kielégité megoldasat.

1. tétel. Az (1.2) homogén linedris differencidlegyenletrendszernek akkor
és csakis akkor létezik az (1.4) feltételeket kielégitd eqyértelmii megolddsa, ha

(1.6) |a(t:)| 0 ;

a megolddst

(1.7) y(t 5 t, ) = X(t) [0, ()]~
szolgdltatja.

) A t; értékek kozott is lehetnek egyenl8k, de — amint az a probléma természeté b6l
kovetkezik és az 1. tételbdl is kiolvashaté — ha valamennyi #; megegyezik, akkor a;
értékei kozott nem lehetnek egyenlSk, s ugyanez vonatkozik #; értékeire, ha valamennyi
a; megegyezik.
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Bizonyitas: Az (1.6) feltétel sziikséges. Tegyiik fel ugyanis, hogy az (1.2)
rendszernek létezik az (1.4) feltételeket kielégit6 megolddsa. Akkor ez az

alaprendszert képezd a@,(?), ..., @,(f) vektorok linearis kombinécidjaként
elgallithaté : :
(1.8) Yyt x) =X(t) c .

Az (1.8) egyenletnek ki kell elégitenie az (1.4) feltételt :

Xy = [@q(t:)] € .

Innen a ¢ vektor akkor és csakis akkor hatarozhaté meg egyértelmiien, ha

|@a,(t:)| #0 .
Ekkor
c=[@q;lt)s =, ,
ezt (1.8)-ba helyettesitve, (1.7) adédik. ;

Az (1.6) feltétel elegendd is. Ugyanis, ha (1.6) teljesiil, akkor [z ;(%;) |
invertalhaté. Képezziik az

(1,9) U(t) = X(#) [2a;;(t)]
szorzatot. Azigy nyert
U(t) &= [u.l.(t)’ s3b oy un(t)]
matrix oszlopvektorai az (1.2) rendszer line4risan fiiggetlen partikuldris

megoldésai, tehat alaprendszert alkotnak. Az (1.9) szorzatbdl kiolvashaté,
hogy az u;(f) vektorok elemei az alabbi Osszefiiggésnek tesznek eleget :

(110) s ua,j(ti):(ﬁ,-j 3 7;,].: 1, 2, eyl

Innen kovetkezik, hogy az (1.2) egyenlet (1.4) feltételeket kielégito
megoldasat az u,(t), ..., ua() alaprendszer segitségével

1\4 3

y(t:t, ) =2 wj(t) o = U(f) 2,

J

Il

“alakban kapjuk, ahonnan (1.9) segitségével (1.7) kovetkezik.
Ezzel az 1. tételt bebizonyitottuk.

2. tétel. Ha teljesiil az (1.6) feltétel, akkor az (1.1) differencidlegyenlet-
rendszer (1.5) feltételeket kielégité megolddsdt

(1.11) x(t;t,0) = U) 2(f)
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adja, ahol
t <
(1.12) () = [2i(1)] = “v"(t)f(r) dr] f=0%,m;
tj

és

v'(t)
(1.13) L =V =up-1.

v (1)

Bizonyitis: Ha az (1.1) differencidlegyenletrendszernek az a(f) = ®
homogén feltételeket kielégits

4
®(t) = X(¢) jX(r)—l f@)dr
ty

megoldasaba® behelyettesitjiik az (1.9) sszefiiggést, és levonjuk belble az
(1.2) homogén egyenletnek azt az

y(t) = U(e) [ | ®t) X1 £(x) dr]

ty

megoldasat, amely kielégiti az
Yai(t;) = Zaf(t; 3 4, 0) , = D AR

feltételeket, megkapjuk az (1.1) egyenletnek az (1.5) homogén feltételeket
kielégit6 megoldasat :

(1.14) x(t; £,0) = U(t) Jnm“f(tj)X(r)*lf(t)dr}.

t

Ha még egyszer felhasznaljuk az (1.9) sszefiiggést és bevezetjiik az (1.12),
(1.13) jeloléseket, a keresett megoldésra (1.11) adddik.
Az 1. és 2. tétel eredményeként kimondhatjuk, hogy ha

[x“dj(ti)l =l'[: 0 ’
akkor az (1.1) egyenlet (1.3) dltaldnos kezdeti feltételeket ka‘elégiz;é’ megolddsdt
(¢t x) = U(t) {x, + 2(2)}

%) Lasd pl.: [2], 384. oldal.
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azaz

xl(t;tk,xko):é‘u”(t){xjo—i-zj(t)} 1::1,2,...,71/
j=1
szolgdltatja, ahol
[(8)] = U(t) = X(t) [a;i:)] 7,
t
24) = | 2 0(e) fu(r) v

tj

és
[vij(8)] = [wi(6)]1~* .
2. §.
A kovetkezSkben meghatarozzuk az
(2.1) 2 = pp_1() 27D 4. . .+ po(t) x + f(£)

n-edrendli inhomogén linearis differencidlegyenlet

(2.2) e(t) = xy9 W baD N
ki egész (0= Fk <n—1)

altalinos kezdeti feltételeket kielégit6 explicit megoldasat. A (2.1) egyenlet az

(2.3) 2i(8) = 2%=D(p) -, E=119. sy

2 ’

transzformécié segitségével visszavezethetd az

(2.4) ax=P(t)x+f(t)
elsérend(i rendszerre, ahol
b 0% el i G ol g T
0 0 1 0 0
P(t) = ' és f(t)=|
51 0
| 5o 2u(®) Do) - Paa(d) | | 1) |

Legyen W(t) = [w;(f)] a (2.4) egyenlet rezolvens matrixa (ez nem
egyéb, mint a (2.1)-hez tartozé homogén egyenlet normalt alaprendszert alkoté
partikuldris megoldésaib6l képzett Wronski-féle matrix), ekkor a (2.4)
egyenletnek a (2.2) feltételekbdl ugyancsak a (2.3) transzforméciéval nyert

Zoy(ti) =0 ., a=k-41

9 A Matematikai Kutat6 Intézet Kozleményei 1T./1—2.
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4ltaldnos kezdeti feltételeket kielégit6 megoldasat az 1. és. 2. tételek felhasz-
naldsdval *

y ¥
(25)  @(t;,2) = W(t) [w.,,,-(t.-)]ﬂ{wﬁ[fw“ (t) W(0)~2f(7) dr ]}
t;
alakban kapjuk. A (2.5) Osszefiiggést a tetszbleges — nem sziikségképpen
kiillonb6z6 — B és € nemszingularis transzformalé matrixok segitségével
kovetkez6képpen alakitjuk at :

t
(2.6) x(t; ¢, 2,) = W(t) B([w;(t;)] B)~1 {wo + [ [ w(t;) C(W(7) C)~1f(7) dr]} ;
t
Az itt fellép6 W(t)B, illetve W(#)C a (2.1)-hez tartozé6 homogén egyenlet
tetsz6leges — egyméastél nem szitkségképpen kiillonb6z6 —, linedrisan fiigget-
len #4(%), ..., 7n(t), illetve &(?), ..., &,(f) megoldis-rendszerébdl képzett
Wronski-féle matrix. Ha még figyelembe vessziik, hogy a megoldas-vektor-
nak az els6§ komponense szolgaltatja a keresett megoldést, tovibba az f(¢)
vektornak csak az utolsé komponense 0-tél kiillonb6zs, a (2.6) osszefiiggéshobl
kénnyen kiolvashaté a kovetkezd tétel.

3. tétel. A (2.1) differencidlegyenlet (2.2) dltaldnos kezdets feltételeket
kielégito egyértelmt megolddsa akkor és csakis akkor létezik, ha

2.7 k)| 0 .
A megoldast ekkor

(2.8) ol B M Tyo +J‘“"(T ) f(z )dr}

v=1

szolgdltatja, ahol
e |,7(jk;)(g,.)! () = |§(f‘1)(7)l ’

tovabba H,(t) a H determindnsbol gy keletkezik, hogy v-edik sordt az n(t),
Na(t), - ., Mn(t) sorral, Zn(t,v) a E(v) determindnsbol pedig gy, hogy wutolsé
sordt a E{(t,), E8t,), . .., E8(L,) sorral helyettesitjiik.

A kapott eredmeny magaban foglalja mint specidlis esetet a szokasos
kezdeti feltételek esetét. Ekkor t;, =ty ki=¢—1 (¢ =1,2,...,m), a (2.8)
képlet pedig a kivetkez8 ismert alakba® megy 4t :

¥ n t -
x(t 5 ty, Xro) = 2 wyj(t) zjo +JH:,"(—(:)) f(z)dr .
= =
to

Itt Zn(7) a E(r) determindnsbél tgy keletkezik, hogy utolsé sorat a &(f),
&o(t), . .., &n(t) sorral helyettesitjiik.

4) Lasd pl.: [6], II. kotet, 197. oldal.
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Példaként meghatarozzuk az
(2.9) 2((t) = f(t)
differencidlegyenletnek az
2®)(t) =z R B
ki egész (0= Fk; <m—1)
feltételeket kielégité megolddsat.”
Az egyértelmii megoldds létezésének sziikséges és elégséges feltétele

(2.7) alapjan
g1~k

‘(f—l—ki)!lz#o’

ami megegyezik a G. D. BIRkHOFF dolgozatiban szerepld feltétellel. Fel-
hasznélva a (2.8) Osszefiiggést és kifejtve az mtegrandusban szerepl6 determi-
ndnsokat, a keresett megoldast :

t tr, xko 2 wv t) {xvo +J 7?, : I:)n_k 1_1 f(T) d‘f}

alakban nyerjiik, ahol
T etk
wv(t) — g’it.)_ : — L_‘_ ’

0 (G—1—Fk)!|
2,(t) az 2 determindnsbél tgy keletkezik, hogy v-edik sordt az 1, i, ...,
t" 1/(n — 1)! sorral helyettesitjiik.
Abban a tovabbi specialis esetben, amikor a (2.9) egyenlet megoldésa az
% ==L a2 SN oy

(2.10) 2(t;) = 2 y=0,1,...,r—1

m
Z’I‘i:’)’&

i=1

feltételeknek tesz eleget, az w;(¢) ,,alapfiiggvények’ éppen az Hermite-féle,
k=05 l=11:2, ,n) esetén pedig a Lagrange-féle alappolinomok. Ezen
esetekben a (2 9) egyenlet megoldasira megkapjuk a TH. VAELEN dolgozata-
ban® is szerepld

m ri—1

(2.11) a(t; tk,x(”)) _.2 ZH”’( {x(v) +J(tz_—ﬂf_;( )dr}

i=1 »=0 A l)'
formulat, ahol _
H%‘)(tj) = 0;; Oy
5 Ezt a fajta feladatot vizsgalja G. D. BIRkHOFF idézett dolgozataban (lasd:

[1], 110. oldal).
6) Lasd: [5], 186. oldal.

9*
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3. §.

Ebben a paragrafusban az 1. §-ban kozolt gondolatmenetet linedris
differenciaegyenletrendszerekre alkalmazzuk. Tekintsiik a

(3.1) Af@)=f( + 1) — f(z) = P(@) f(@) + q(@)

lineéris differenciaegyenletrendszert, ahol f(z) és q(x) n-elemii oszlopvektorok,
P(z) = [pij(x)] m-edrendli kvadratikus matrix. Az egyenletben szerepls

valamennyi fiiggvény egész argumentumokra van értelmezve. A differencial-

egyenletrendszerekhez hasonléan, a (3.1) egyenletnek az

(3-2) T (@) =fo
kezdeti feltételeket kielégit6 megoldasat megkapjuk, ha a
(33) Ag(@) =P@) g(2)

homogén egyenletnek a g(z,) = f, inhomogén feltételeket kielégité g(x ; ,, fo)
megoldésdhoz hozzdadjuk a (3.1) inhomogén egyenlet f(z,) = 0 homogén
feltételeket kielégité f(z; x,, 0) megoldasit. Elészér meghatarozzuk a

(3.4) AF(z) = P(z) F(x)
matrixdifferenciaegyenletnek azt a megoldasit, amely kielégiti az
. F(z,) =E

kezdeti feltételt. Az elsérendi linearis differenciaegyenletek elméletében
kovetett eljardst” értelemszerien alkalmazva a (3.4) matrixdifferencia-
egyenletre — tekintettel arra, hogy az ekvivalens az

Fx + 1) = (E + P(x))F()
egyenlettel — azt kapjuk, hogy
(3.5) Fiz)=(E+P@—1))(E+ P> —2)...(E+ P(x)) .

Az igy nyert F(x) = [fi;(2) ] rezolvens matrix oszlopvektorai a (3.3) egyenlet
linearisan fiiggetlen partlkularls megoldasai, melyek normalt alaprendszert
alkotnak.

A rezolvens matrix segitségével a homogén egyenlet keresett megoldasa

(3.6) 9(; 2o, fo) =F() fo

alakban adédik, az inhomogén egyenlet f(x; a,, 0) partikuldris megoldasa
pedig az alland6 varidlédsa néven ismert mddszer differenciaegyenletrendszerek-
re valé alkalmazisdval nyerhets :

(3.7) f(x;2,,0) =F(x) >Fv+ 1)-1q() .

V=X

) Léasd : [3], 296. oldal.
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A (3.1) egyenlet (3.2) feltételeket kielégité megoldéasa tehat

(3.8) " f@s ) =F<x>{fo + SFp + 1)—1q<‘»>} .

V=X,

Az 1. §-ban kifejtett meggondolas alkalmazisival megkaphatjuk a
(3.1) differenciaegyenletrendszernek

(39) 4 f“z(xl):f: 7;:1’2, ""n

altalanos kezdeti feltételeket kielégité megoldasat. Jeldlje fe(x;) a rezolvens
matrix ;-edik sorat az x; helyen és [f.(z;)] az e sorokbdl (¢ =1,2,...,n)

<2z

alkotott kvadratikus matrixot. Az 1. és 2. tétel anal6gidjara konnyen bebizo-
nyithaté a kovetkezd két tétel :

4. tétel. 4 (4.3) homogén linedris differenciaegyenletrendszernek akkor
és csakis akkor létezik a

[9a(x)] =
inhomogeén feltételeket kielégito eqyértelmti megolddsa, ha
(3.10) fasj(@i) | 0
a megoldast

g@; @ f") = F (@) [fo;(@)] 7 f
szolgdltatja.

S. tétel. Ha teljesiil a (3.10) feltétel, akkor a (3.1) inhomogén linedris
differenciaegyenletrendszer

(3.11) - (@) =0

homogén feltételeket kielégité megolddsdt

(3.12) fw:x,0) = T(@) h(z)
adja, ahol
(3.13) T(x) =F (@) [faj(x)] 71 , 3
Y ;
(3.14) h(z) = [hi(z)] = L‘; si(v + 1) q(»)
és
si(x)
(3.15) . | =S@) =T@ .
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A 4. tétel bebizonyitésa teljesen megegyezik az 1. tételével, az 5. tétel
bizonyitdsa pedig a kovetkezé: Ha a (3.1) differenciaegyenletrendszernek a
homogén feltételekets kielégité (3.7) megoldasaba behelyettesitjik a (3.13)
Osszefiiggést és levonjuk bel6le a (3.3) homogén egyenletnek azt a

w1
g(x) = T(@) [_2 Fo()F+1)-1 q(v)]
megoldéséit, amely a
ga,(le)=fu,(xj;xo,0) ’ 7.2192’0'0:”

feltételeket elégiti ki, a (3.1) egyenletnek a (3.11) homogén feltételeket
kielégité megoldaséra

x—1
(3.16) f(z; @, 0)=T(x) [v‘?_; fo(x)F + 1)1 q(v)]

ad6dik. Abban az esetben, amikor @ < z;, a (3.16) kifejezésben szerepld
szummat a ;

x=1 xj—1
>S=-_3
V=Xx3 7~ V=X

osszefiiggés definialja. Ismét felhasznalva a (3.13) Osszefiiggést, és bevezetve
a (3.14), (3.15) jeloléseket, a keresett megoldésra megkapjuk a (3.12) kifejezést.
A 4. és 5. tétel eredményeként kimondhat6, hogy ha

Ifa,j(xi) l 9& 0.

akkor a (3.1) differenciaegyenletrendszer (3.9) dltaldnos kezdeti feltételeket
kielégito megolddsdt

f@;a f) = T@){f + h(z)} ,

azaz

fi(@ s 2, fr) =j%: ti(@) {f; + h;()}
szolgdltatja, ahol i
[t:j(®)] = T(x) = F(@) [fa(x:)] 7 ,

x—1 n
Gile) — 2 Sik(» + 1) gr(»)
v=x3 k=1
és

Tsile)] = [ta@)] -
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4. §.
Ebben a paragrafusban a
(4.1) A" f(®) = pna(®) A" (@) +. . .+ po(@) [(2) + q(2)

n-edrendfi lineris differenciaegyenlet kiilonféle kezdeti feltételeket kleleglto
megolddsdnak meghatéirozisaval foglalkozunk. Az egyiitthaték egesz argu-
mentumokra értelmezett fiiggvények.

A (4.1) egyenlet az

42y fr(@) = AR f@) | ; T R

transzformicival visszavezethets egy specidlis (3.1) alakt differenciaegyenlet-
rendszerre, ahol

B 1 RS S 0
O .
{4.3) P(z) = gt é qx)=| .
it p 0
_po(x) 7@ . .. pn—l(x)__ _Q(x)__
Az igy nyert rendszernek az
(4.4) fi(2o) = A* 2 f(@g) = fro s k=)o %neiin

kezdeti feltételeket kielégité megoldasira érvényes a (3.8) Osszefiiggés. Egy
tetszéleges, nem-szingularis C transzformalé matrix segitségével ez az Gssze-
fiiggés a kovetkezGképpen alakithato at :

x—1
(4.5) f@; %4, fo) =F(@) fo + F(2) cg: (F(» + 1) €)1 q(»)

Az F(x) C matrix, a (4.1)-hez tartozé homogén egyenlet tetsz6leges, linearisan
fiiggetlen @,(2), ..., pa(x) megoldasaibdl, és ezek differencidibol képzett
— a Wronski-féle matrixra emlékezteté — matrix. Benniinket azonban nem

a (4.1) differenciaegyenleth6l a (4.2) transzforméciéval nyert rendszernek,.

hanem maginak a (4.1) egyenletnek a megoldasa érdekel, ezt pedig a (4.5)
megoldés-vektornak az els6é komponense szolgéltatja. Ha még figyelembe
vesszilk — az 1. §-ban vézolt gondolatmenethez hasonléan —, hogy a q(x)
vektornak csak az utolsé komponense 0-t6l kiillonb6z6, akkor a (4.4) feltételeket
kielégit6 megoldas a kovetkez6 alakban adédik :

f(z 5 2, fx0) 2 fir(®) fro +2 An(v

e AAN O )
Itt A(v) = | Ai-lpi(v +1) | és Ap(v) a A(v) determinansbél ugy keletkezik,
hogy utols6 sorat a <p1( ), @a(T), ..., Pa(x) sorral helyettesitjiik. Az fix(z)

figgvények a (4.1)-hez tartozé homogén egyenlet normélt alaprendszert
alkoté megoldésai, melyek az F(x) = [f;;(x)] rezolvens matrix (3.5) kifejezé-
s6b0l (4.3) figyelembevételével hatarozhatok meg.
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A tovabbiakban a (4.1) egyenletnek az

(4.6) Hax) =T, To=1,8,...;0; & ogédz

altalanos kezdeti feltételeket kielégité explicit megoldéasat kivanjuk meghata-
rozni. Miel6tt azonban erre ratérnénk, a (4.6) feltételeknek az

X e == Dl g

specialis esetét tekintjiitk. Ez mintegy dtmenetet képez a (4.4) és az altaldnos
(4.6) feltételek kozott.
Vezessiik be a kiovetkezd jeloléseket. Legyen

[f(@o + & — 1)] = [fio]l = fo
az adott kezdeti értékekbdl, mint komponensekbdl alkotott vektor,

= [fxo]
pedig a (4.4) oOsszefiiggéssel definialt értékekbdél alkotott vektor. Tovabbé,

bevezet@e a
7

haromszogmatrixot, konnyen belathato, hogy az f; és f, vektorok a kovetkezd
transzforméciéval kapesolhaték Gssze :

(4.7) fo=Hf, .

Itt jegyezzilk meg, hogy a H matrix, a D = {((—1)¥!) diagonalmatrix
segitségével képzett hasonlé transzforméciéval invertalhaté :®

H-*—DHD=}

Ha az F(x) rezolvens matrixra alkalmazzuk a H transzforméciét,
(4.4) figyelembevételével az

(4.8) F'(z) = HF () = [fij(x + i — 1)]
osszefiiggést kapjuk.

8) A fenti osszeftiggés felirhaté a

Y-

alakban is. Ez val6ban fennall, mert

-
l|4=

n
Syt = =) = 1y N (i—1)! i
v=1( ( ](7 )_( B }( i (G—=1) G—»)! (v—7)!

YR Y st R o B~ PE o BT
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Ezek utan a (4.1) egyenletbél a (4.2) transzformécioval nyert differencia-
egyenletrendszer (4.4) feltételeket kielégité (3.8) alakt megoldasat kissé
atalakitjuk. Szorozzuk meg a (3.8) megoldési formula mindkét oldalat balrdl
a H matrixszal, vegyiik figyelembe a (4.8) Osszefiiggést, és amint azt a (4.5)
formulandl tettik, egy tetszéleges, nem-szingularis € matrix segitségével
hozzuk a kovetkez6 alakra :

x—1
(49)  Hf(z;20,f0) =F(@)fy+F (@) CZ (F(»+ 1) O Hg) -

V=2Xp

Az itt szerepld
F(2)C=[gjx +i— 1)]

matrixban szerepld fiiggvények a (4.1)-hez tartozé homogén egyenlet tetsz6-
leges, linearisan fiiggetlen megoldasai. Felhaszndlva a (4.7) oOsszefiiggést,
(4.9) els6 komponensére

n n i 87N 1 x—1
(410)  f@;ag f) = > > (—1)i+ [’. 53 1] o fu@) + > 2u22) g1y
T ] ez, @)

adodik, ahol D) = | @;(v +17)| és Dy(v,x) a D(v) determininsbdl gy
keletkezik, hogy utolsé sordt a @,(z), @s(2). ..., pn(z) sorral helyettesitjiik.”
Ezzel megkaptuk a (4.1) egyenletnek (4.6) feltételeket kielégitd megoldasat
=y +k — 1 esetén.

Visszatérve a (4.1) egyenlet (4.6) altaldnos kezdeti feltételeket kielégit6
megoldésdara, ezt a 3. § eredményeinek a felhaszndlasival a kovetkezSképpen
hatirozhatjuk meg. Vezessiik be a kezdeti értékekbdl, mint komponensekbdl
alkotott

[f@)] =] =T
vektort. A. 4. és 5. tételek alkalmazésaval kozvetlenil adodik a
' x—1
Hj(w52,0) =F@ @) 1+ S o) (76 + 1) Hao)|
osszefiiggés, amely a tetszbleges — nem sziikségképpen kiilonb6z6 — B és €

nemszinguldris transzformélé matrixok segitségével — hasonléan ahhoz,
ahogy azt a 2. §-ban tettilk — igy alakithaté at :

X=1
(4.11) Hf(z: @, ) = F'(2) B([f1,(x:)] B)~* {i’ +v=2; (@) C(F'(r+1) €)1 H'I(V)}'

Az itt szereplé F'(z) B = [ypix + ¢ — 1)], illetve F'(2) C = [p;(x +7¢— 1)]
matrixban szerepld fiiggvényrendszer a (4.1)-hez tartozé homogén egyenlet
tetsz6leges — egyméstol nem szitkségképpen kiilonb6z6 — linearisan fiiggetlen

9 A (4.10) kifejezés els6 tagja az fi(x) H-1f, szorzat részletesen kiirva. A mésodik
tag megegyezik az irodalombél ismert eredménnyel (lasd pl.: [3], 313. oldal).
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megoldéasrendszere. A keresett megoldést a (4.11) Gsszefiiggés els6 komponense
; adja meg. Erre érvényes az aldbbi tétel :10

6. totel. A (4.1) differenciaegyenlet (4.6) dltaldnos keadeti feltételeket
kielégitd egyértelmti megolddsa akkor és csakis akkor létezik, ha

i lp; ()| #0 .
‘ A megolddst ekkor

B o AV e B py )
, . (4‘12) f(z:x": fx) ]Z W lfk +1'Zl ¢(’u) Q(v)j

szolgdltatja, ahol ¥ = |p(x)| és Wi(x) a ¥ determindnsbdl dgy keletekezik,
hogy k-adik sordt a y,(x), po(), ..., pu(x) sorral helyettesitjiik. (P(v) és
D, (v, zx) jelentése a (4.10) képlet utin talilhato.)

(Beérkezett : 1957. III. 11.)
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0 SIBHOM PEWIEHWM JIMHEWHBIX JUO®®EPEHLUAJIBHBIX H
PA3HOCTHBIX YPABHEHMI, YAOBJIETBOPSAKOIUX OBLIUM
HAYAJIbHBIM YCJI0BHUSIM

P. ROZSA

Pesiome

Jlutepatypa, OTHOCAIASICA K JIMHEHHBIM AUddepeHINaTIbHBIM YPaBHEHUSIM

i U CcHUCTeMaM, JaéT siIBHOe MpejcTaBJIeHHe pelleHus JIMIIb B TOM Cjyyae, Korjaa
HEU3BeCTHasi (YHKUMsT M e€ IPOM3BOJHBIE MM HEU3BeCTHble (GYHKUUU JaHBI

npu HeKomopom 3HAYEHWV He3aBUCUMOW NepeMeHHON. 3To NMPUBBIYHbIE HAyallb-

Hble ycnoBus. JUtst peutenus 6ojiee o0uiedf 3agaun, KOraa Heu3BecTHasT GyHKIUS

U e& mociefoBaTeIbHble NTPOM3BOHBIE JaHBl IPU HECKOJbKUX pA3AUYHbIX 3HAUE-

10) Az eredmény egy specidlis esetének konkrét gyakorlati alkalmazéasat illetéen
lasd : [4], 600—601. és 612—615. oldalak.
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HUSIX HEe3aBUCUMOTO IepeMeHHoro, TH. VAHLEN 11/aé1' B pabore [5] merox mo-
CTPOEHMSI SIBHOTO PELIEHWS B cnyqae 0YeHb CIIEHUAIbHOTO JU((epeHHaTIbHOT0
ypasHeHust y™ = f(x).

Hacrosimast pa6ora, o6o6mast metoy TH. VAHLEN, naér KpuTepuil cyuie-
CTBOBAHUSI @ TAK)KE METO/I [0JIyyeHuUsT B IBHOU (opme pelneHust Haubosiee o0MUX
JIMHEMHBIX U QepeHIMaIbHbIX ¥ PAa3HOCTHBIX YPaBHEHMH W UX cHcTeM (C Iepe-
MeHHBIMU K03(D(GUIMEHTaMU), YA0BIETBOPSIIOIMX 00LMM HaYaJbHBIM YCIJIOBHSIM.

IMyctb X(f) = [«;;(f)] ecTb TaK Ha3bpIBaeMasl Pe30JbBEHTHAsi MATPHLIA OJHO-
poaHoit cuctemsl (1,2), OTHOCSIIENHCA K JaHHOW HEOJAHOPOJHOM cHCTeME JIMHei-
HBIX JudepeHInanbHbIX ypaBHeHuit (1.1), KoTopasi, Takum o06pasom, yaoBJie-
TBOpPsieT AuddepeHIUaTIbHOMY YpaBHEHUIO

X(t) = A(t) X(t)

U HauaJIbHOMY ycoBuio X({y) = E. Bcuny Teopem 11 2 cuctema auddepeHnmaib-
HbIX ypaBHeHHit (1.1) UMeeT eIMHCTBEHHOE pelleHue, yA0BJIeTBOPsIolee 00LIeMy
HayaJbHOMY Yc0BHIO (1.3), B TOM M TOJBKO B TOM CIIy4ae, eciu |Zqj(t;)| =0 ;
peurenue paércst popmyseit

a(t; t, ®) = U {a +2(0)} ,

e snauenune U(f) u 2(f) naérea Beiparkenusmu (1.9), (1.12) u (1.13).

Teopema 3 npUMeHSIET 3TU Pe3yJIbTATHI JUIsl cllydasl JMHEHHBIX AudepeH-
LMAJIHBIX YPaBHEHHH n-0r0 mopsiaka. [Tyctb &(¢), ... , &) 1 my(t), . .. , n(t)
CyTb JII0Oble JIMHEHHO-HE3ABUCHMbIE CHUCTEMBI PEILIEHUH OTHOCsIIErocsi K (2.1)
OZIHOPOJHOTO ypaBHeHMsl. Teopema 3 yTBep)KAaeT, YTO €AMHCTBEHHOE peIleHUe
Ju(ppepeHnanbpHoro  ypaBHenus: (2.1), yAOBIETBOPSIIOINEE HAyaJIbHBIM yCIIO-
BUSIM (2.2), CYIIECTBYET B TOM M TOJBKO B TOM ciydae, ecan |7%d(1;)| 0.
Peurenne gaércsa Boiparkenuem (2.8). B ciydae gupdepeHnuaibHoro ypaBHeHMs
(2.9) n HavanpHbIX ycaoBuit (2.10), monyuaercsi cooTHolleHue (2.11), ¢urypu-
pyiomee 1 B pabote TH. VAHLEN.

JanbHeiinasi yactb paboThl COAEPIKUT IPUMEHEHUE II0JIyYEHHBIX pe3yJib-
TaTOB K JINHEHHBIM CHCTEMaM PAa3HOCTHLIX YPaBHEHHUII IIEPBOIo HOpﬂlIKa U JUHeH-
HBIM Pa3HOCTHBIM ypaBHEeHUsIM n-ro nopsiaka. [Tyctb F(z) = [fi;(x)] ecTb pe3oJib-
BeHTHAsl MaTpuua OAHOPOAHON cucremsl (3.3), oTHocsLelcs K (3.1), KoTopas,
TaKkuM 00pa3oM, YJIOBJIETBOPSIET ypaBHeHMIO (3.4) M HAYalbHOMY YCJIOBHIO
F(xz,) = E. B cuny teopem 4 U 5 cucrema pasHOCTHBIX ypaBHeHui (3.1) mmeer
eJMHCTBEHHOE pelleHUe, Y/I0BIIETBOPSIIOIIEe oﬁumm HAYaJbHBIM  yCJIOBUSAM
(3.9), B TOM U TOJIbKO B TOM Cllyyae, ecjiM |fqj(a;)| 5= 0. Pemenue naércs dgop-
mynoit f(z;a, f) = T(x){f’ + h(x)}, rne 3navenus: T(x) u h(x) 1aTcs BBIparKe-
Husmu (3.13), (3.14) u (3.15). Hakonen, Teopema 6 yTBepjKkiaer, yTo, ecIu
@1(x), « .., @n(@) M Yi(), ..., Ya(x) CYTHIIIOOLIE INHEHHO-HE3ABUCUMbIE CHCTEMBI
pelIeHui oTHOCAIMX s K (4.1) 0JHOPOHOTO JIMHEHHOT0 PA3HOCTHOIO Y DPABHEHHS,
TO eMHCTBEHHOE pelleHHe JMHEHHOr0 PasHOCTHOro ypaBHeHus (4.1), yaosie-
TBOpsIIOIee 00IeMYy HauyaJbHOMY yCJI0BUIO (4.6), CyliecTByeT B TOM U TOJIBKO B
TOM ciydae, ecn |y;(2;)|#0.. B aTom cilyyae peleHHe Aa€TCS BbIPAYKEHHEM
(4.12). ABTOp NpHUMeHST 3TOT MeTox B cBoeil pabore (4), rie OH Jaj pelieHue
OJHOTO PA3HOCTHOI'O YyPaBHEHUs YeTBEPTOro TIOPSIAKA, Y/IOBJIETBOPSIIOLIET0
CreuaIbHbIM HaYaJIbHbIM YCJIOBHSM.
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ON THE EXPLICIT SOLUTION OF DIFFERENTIAL AND DIFFERENCE
EQUATIONS SATISFYING GENERAL INITIAL CONDITIONS

P. ROZSA

Summary

The literature of linear differential equations and that of the systems
of linear differential equations gives their solution in explicit form in general
only in the customary case if the unknown function and its derivatives, res-
pectively the unknown functions are given at a single value of the independent
variable. For the solution of the more general problem, when the unknown
function and its successive derivatives are prescribed at several different
values of the independent variable, a method can be found in a paper of
TH. VAHLEN [5] who gives the explicit solution satisfying the conditions
mentioned above for the special differential equation y™ = f(x).

The present paper — generalizing TH. VAHLEN’s method — gives the
condition of existence and a method of solution in explicit form, of the most
general linear differential equations and of systems of linear differential equa-
tions (with variable coefficients), satisfying general initial conditions mentio-
ned above.

Let X(t) = [@;(f) ] be the resolvent matrix of the homogeneous system
(1.2) belonging to the given system of nonhomogeneous linear differential
equations of the 15t order (1.1). The resolvent matrix satisfies the differential
equation

X(t) = A(t) X(#)
and the initial condition X(¢,) = E. According to Theorems 1. and 2. the
unique solution of the system of differential equations (1.1) satisfying the gene-

ral initial conditions (1.3) exists if and only if | @uj({;) | 5= 0 ; the solution is
given by

x(t; t, @) = U(t) {2 + 2(t))

where the meaning of U(f) and z(¢) can be seen from the formulae (1.9), (1.12)

and (1.13).
Theorem 3. applies the above mentioned results to linear differential
equations of the nth order. Let &,(?), ..., &.(f), resp. n,(t), - . ., na(t) be arbit-

rary, linearly independent systems of solutions of the homogeneous equation
corresponding to (2.1). Theorem 3. states that the unique solution of the
differential equation (2.1) satisfying the general initial conditions (2.2) exists
if and only if | n9(t;) | = 0. The solution is represented by (2.8). Applying
Theorem 3. we obtain the expression (2.11), occurring in the paper of TH.
VAHLEN too, for the solution of the differential equation (2.9) satisfying the
initial conditions (2.10).

Further our results are applied to systems of linear difference equations
of the 15t order and linear difference equations of the nth order. Let F(z) =
= [fij(®)] be the resolvent matrix of the homogeneous equation (3.3) belong-
ing to (3.1). This resolvent matrix satisfies the difference equation (3.4) and
the initial condition F(z;) = E. According to Theorems 4. and 5. the unique
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solution of the system of linear difference equations (3.1) satisfying the general
initial condition (3.9) exists if and only if | f,;(z;) | = 0. The solution is given
by f(z; @, ') = T(z) {f’ + h(z)} where the meaning of T(x) and h(x) is to
be seen from formulae (3.13), (3.14) and (3.15). Finally Theorem 6. states that
if @(x), ..., Pa(2) TEsp. (), ..., pa(x) are arbitrary, linearly independent
systems of solutions of the homogeneous linear difference equation belonging
to (4.1) the unique solution of the linear difference equation of the nt" order
(4.1) satisfying the general initial conditions (4.6) exists if and only if
| pj(z;) | #= 0. The solution is given by the expression (4.12). The author
applied this method in his paper [4 ] where he gave the solution of a difference
equation of the 4" order satisfying particular initial conditions.
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