SULLA CARATTERIZZABILITA DELL’EQUAZIONE
DEL CALORE DAL PUNTO DI VISTA DEL CALCOLO
DELLE VARIAZIONI

GYORGY ADLER

E ben noto che due equazioni alle derivate parziali spesso adoperate
nella fisica matematica, e cioe¢ l’equazione di Laplace
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‘possono essere considerate come equazioni di Euler? dei problemi seguenti
del calcolo delle variazioni [1] (pp. 244—247):
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dove gli integrali si riferiscono a qualche dominio dello spazio (xi,..., x.)

risp. dello spazio (xi,..., X,; ).

L’equazione (1) e di tipo ellittico, e quella (2) di tipo iperbolico. Il
fatto che queste equazioni possono essere considerate come equazioni di
Euler dei problemi del calcolo delle variazioni ¢ di grande importanza da
molti punti di vista, cosi per esempio dal punto di vista della soluzione
numerica di queste equazioni.

~Si imposta il problema di per sé se l'equazione del calore di tipo
parabolico :
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1) Questo ¢ vero in generale anche per equazioni alle derivate parziali di tipo
ellittico ed iperbolico a coefficienti non costanti [2] (p. 893).
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possa essere considerata come equazione di Euler di qualche problema del
calcolo delle variazioni. Le nostre ricerche precedenti hanno dato un solo
risultato negativo che sorprende, risultato che pud essere dimostrato in
modo molto semplice. ;

Teorema. Non esiste una tale funzione F(x,, X,, Xs, X, X;) analitica in
qualche domino R dello spazio (X, Xs, Xs, Xy, X;), che [lequazione di Euler
appartenente al problema
(3) ) fF(x, t; u, t,, u)dxdt =0

del calcolo delle variazioni (dove D szgnzfzca qualche subdomino di R e sup-

-poniamo che anche i valori in questione delle funzioni u, u. ed u, si trovano

nel dominio R) sia l'equazione
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Dimostrazione. Supponiamo che esiste una tale funzione analitica
F(x, t; u, u,, u). Svnlupplamo questa funzione in serie nell’intorno di un punto
del dominio D, che sia — senza restrizione della generalita — l'origine del
sistema di coordmatn
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L’equazione di Euler del problema (3) é:
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Sostituendovi la serie di sopra della funzione F, 'equazione (5) ha la forma
seguente :
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Per dimostrare I'affermazione si deve far vedere che il primo membro
dell’equazione (6) non pud essere di forma
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dove @==0 perche, altrimente divisa ’equazione con @, otterremo 'equa~
zione. (4) del calore.
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Considerato che nell’equazione (6) tra i moltiplicatori di z.. soltanto le
derivate parziali della funzione uz di primo ordine, al pilt, possono riscon- i bl
trarsi, @ non pud dipendere dalle derivate parziali di # di secondo ordine. |
Dunque nell’equazione (6) i termini contenenti le derivate u.; ed u, s’annul-
lano. Questo significa che

(@) Do g ==Der8e i =15 :
(b) ' ed Gimpe=0 Se p>0 e q9>0 nellostesso tempo, : j
Il moltiplicatdre di u.. nell’equazione (6) é:
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mentre il moltiplicatore di —u; &+t
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Questi due moltiplicatori devono essere identici, dunque i coefficienti
nelle serie di questi moltiplicatori si devono identificare :
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(04 1) (0+2)aepy,8:2: =
(7) =(—0—8)(y+ 1)@a,py+1,8,601—(0 1)_ (@4 1)aei1,8,y,641,601—
—(&+2) (8+ 1) aapryse2. )
Nel caso di ¢==0, in virti dei risultati sotto (a) e (b) otteniamo da (7), che
© Giimp g0 50 PR
Sommati i risultati sotto (a), (b) e (c¢) vediamo che i coefficienti Ot wnihia B
si devono annullare, eccetto i seguenti tre casi possibili: |
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Dunque la funzione F pud essere soltanto della seguente forma:

F== kIZn’: xk tl an (ak‘,l,m,0,0 + alc,l,m,l,-() u, + al.‘,l,m,O,l ut) .

Si verifica con una semplice sostituzione che con la suddetta scelta della
funzione F I'equazione (6) di Euler non contiene nessuna derivata della fun- . ;
zione u, e cosi quella non pud essere di forma (6*), dove abbiamo sup- |
posto @==0. Qu.e.d. )

Questo risultato & sorprendente perché, da un lato- le funzioni F; e F,
figuranti nei problemi (1) e (2'), problemi che hanno per equazioni di Euler
quelle (1) e (2) di tipo ellittico risp. iperbolico, sono semplici polinomi delle
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sue variabili, dall’altro un problema conducente a una equazione di tipo
parabolico non puo essere prodotto nemmeno con l'aiuto di una funzione
analitica. ,

La difficolta di costruire un problema che abbia come equazione di
Euler quella (4), pud essere messa in chiaro mediante il processo seguente.

L’equazione (4) pud essere ottenuta da quella
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di tipo ellittico in caso che & —0. E facile costruire un problema del calcolo
delle variazioni che ha come equazione di Euler I'equazione (8). Questo
problema ¢ il seguente:
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Si pud vedere che, in caso che &— 0, questo problema perde il signi-
ficato e cosi il tentativo di produrre nel modo suddetto un problema che
conduca all’equazione (4), fallisce.

(Ricevuto: 15. XII. 1957.)
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A HOVEZET]:.S EGYENLETENEK VARIACIOSZAMITASI
JELLEMEZHETOSEGEROL

ADLER GY.

Kivonat

A szerz0 azzal a probléméval foglalkozik, hogy a hovezetés egyenlete
tekinthet6-e valamilyen varidcidszamitési feladat Euler-egyenletének. E kérdés
felvetése azért természetes, mert ismeretes, hogy a Laplace-egyenlet és a
hullimegyenlet felfoghatok megfeleld varidciészamitasi feladatok Euler-
egyenleteiként. Erre vonatkozdéan a szerz6 a kovetkezd, negativ valaszt ado
tételt bizonyitja be:

Tétel. Nem létezik olyan, az (X, X», X3, X4, X;) tér valamely R tartoma-
nyaban analitikus F(x;, X., Xs, X;, X;) fliggvény, amelyhez tartozo

3) ()'.I,F(x, trmu s a)dodt—=0
D

varidciészamitasi probléma (ahol D az R tartomédny valamely résztartoméanyat
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jelenti, és feltételezziik, hogy u, u. és u; sz6bajovod értékei szintén az R tarto-
manyba esnek) Euler-egyenlete a hévezetés

' Fu  du
# Py
differencidlegyenlete.

BAPHUALIMOHHO-UCYUCJIUTEIBHON XAPAKTEPU3MPYEMOCTH
YPABHEHUSA TEILIONIPOBO/IHOCTU

GY. ADLER

Pesome

ABTOp 3aHUMaeTCs CJelyrouei 3aadei : SIBJSETCS JU ypaBHEHHE Temio-
npoBOKOCTH ypaBHeHuem Euler-a HexoTopout BapuanuonHeii 3agauu? [locranoBka
3TOr0 BONPOCA €CTECTBEHHA, MOTOMY YTO M3BECTHO, 4TO ypaBHeHue Laplace-a u
BOJIHOBOE ypaBHEHHE MOTYT OBIThb PaccMOTpeHbl, Kaxk ypasHenuss Euler-a coot-
BETCTBYIOILEH BapualmuoHHoii 3aaun. OH JOKasbiBaeT CIEAYIOLLYI0 Teopemy,
JAIOLLYI0 OTPULATENbHBIH OTBET :

Teopema. He cycuiecrsyer Taxoil, aHaJIMTHYECKON B HEKOTOPOIl 061aCTH
R npoctpaHcTBa (X, Xy, X5, X4, X5) QyHKUMH F(X;, Xa, X3, Xy, X;), YTO BapHALMOH-
Has 3ajada

3) o F(x, t; 4, u.,u)dx dt—0
b :

(tne D sIBISIETCS HEKOTOPOW TOA0OGJACTBIO 00JIACTH R ¥ NPEIoJiaraercs, 4To
JONYCTUMblE 3HAYEHUs «,U. W U; TaKKe MNPHHAJIEKAT obJacTu R) umeer
ypasHenuem Euler puggepennuaibioe ypaBHeHHE TeIJIONPOBOJHOCTH
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