. EINIGE ZWEIDIMENSIONALE VERTEILUNGS-
UND GRENZVERTEILUNGSSATZE IN DER THEORIE
DER GEORDNETEN STICHPROBEN

ISTVAN VINCZE

Einleitung

Im Folgenden beweisen wir einige Verteilungs- und Grenzverteilungs-
sitze, die sich auf zwei Funktionen der Elemente zweier Stichproben beziehen.
Diese zweidimensionale Verteilungssdtze bieten die Moglichkeit, neue Kriterien
zur Entscheidung der Frage, ob zwei Stichproben aus derselben Verteilung
stammen oder nicht, zu konstruieren. Solche Kriterien kann man als Ver-
feinerung gewisser, nur auf einer Stichprobenfunktion beruhender Tests auf-
fassen, undzwar im folgenden Sinne: Es seien D und E zwei verschiedene
Stlchprobenfunkhonen der Elemente zweier Stichproben, die aus zwei zufdl-
ligen Variablen & bzw. » mit den Verteilungsfunktionen F(x), bzw. G(x) stam-
men. Wenn eine statistische Probe nur auf der Stichprobenfunktion D beruht,
so bekommen wir als beste kritische Region fiir eine gewisse Alternativ-

hypothese gegen - die Nullhypothese F(x)=G(x) ,im eindimensionalen

D-Raum“ eine Punktmenge, welche wir -einfachkeitshalber als ein Intervall
D, < D < D, annehmen konnen. Diese Region ist in der (D, E)-Ebene ein
Streifen D, < D < D,, — oo < E < oo, Wenn wir nun eine Probe mit Hilfe
der zweidimensionalen Verteilung H(x, y) — P{D < x, E < y} konstruieren, so
konnen wir kaum erwarten — wenigstens nicht aus heuristichen Griinden —,
dass wir zu unserer Gegenhypothese denselben Streifen als beste kritische
Region erhalten, wenn nur das Stichprobenfunktionspaar (D, E) in gewissem
Sinne mehr aussagt, als D allein. — Auf die Fragen der auf unsere Ver-
teilungssatze beruhenden statistischen Proben wollen wir in einer weiteren
Mitteilung zuriickkehren; wir mochten die zur Anwendung gewisser solcher
Proben notigen Tabellen auch bei dieser Gelegenheit angeben.

Unsere Satze schliessen sich eng den bekannten Kriterien von KOLMO-
GOROW, SMIRNOW und RENYI an. Eben deshalb leiten wir unsere Resultate mit
der Analyse dieser Kriterien ein.

Weiterhin wiinschen wir uns auch in der spateren Arbeit mit einigen
hier nicht behandelten Fragen des Zusammenhanges unserer Verteilungssatze
mit den bekannten Versteilungssédtzen zu befassen.
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1. §. Die Tests von Kolmogorow, Smirnow und Rényi

Es seien &, &, ..., &, die Ergebnisse unabhdngiger Messungen beziiglich
einer zufilligen Variablen & mit der stetigen Verteilungsfunktion F(x); d.h.
unabhdngige zufillige Variablen von der gleichen Verteilung. Es seien wei-
terhin & < & <..-< &, die Elemente dieser Stichprobe, der Grosse nach geord-
net. Es bezeichne F,(x) die Verteilungsfunktion der Stichprobe, d. h.

e

k

SO, wenn x = &t,
FaX)=1<{—; wenn <X =&, k==1,2, i~

(n
[Fdewenn b U

N. V. SmirNOw [14] bestimmte die Grenzverteilung von
V'n sup (F.(x)—F(x)),

wenn n— oo, A. N. KOLMOGOROW [8] die Grenzverteilung von

Jn. sup |F,(x)—F(x).

Beide Grenzverteilungen sind unabhédngig von  der Verteilungsfunktion
F(x) und in Kenntnis dieser kann man bei gegebener, geniigend grosser
Stichprobe erwidgen, ob die maximale Abweichung der empirischen Ver-
teilungsfunktion von der theoretischen Verteilung, bzw. der Maximalwert der
absoluten Abweichung noch erlaubt ist, nicht im Gegensatz zur Hypothese,
dass die Stichprobenelemente &, &, ..., &, von der gleichen Verteilung mit der
theoretischen Verteilungsfunktion F(x) sind, steht.

Es seien nun 7y, 72, ..., 7, unabhdngige Stichprobenelemente der zufdl-
ligen Variablen 7 mit der stetigen Verteilungsfunktion G(x), und es sei G, (x)
die empirische Verteilungsfunktion der Stichprobe. SMiRNOW hat die Grenz- -
verteilung von

|2 s (F@—G.w) wa |2 sw |Fe—G.00)

unter der Hypothese F(x) = G(x) bestimmt.?

Die Kenntnis dieser, von der Verteilungsfunktion F(x) unabhangigen Grenz-
verteilungen ermoglicht die statistische Kontrolle der Hypothese F(x) = G(x)
auf Grund von zwei Stichproben.

A. REnvyr [11], [12] hat darauf hingewiesen, dass man obige Abweichun-
gen bei kleinen Werten der Verteilungsfunktion F(x) anders erwigen muss,
als bei grosseren Funktionswerten. Deshalb hat er die Untersuchung der rela-
tiven Abweichung vorgeschlagen und in seiner Arbeit — unter anderem —

l)—SAEQNOW hat sich nicht auf den Fall von gleich grossen Stichproben beschrinkt.
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folgende Grenzwertsitze bewiesen:

[Ta
p
le 1-a

I'? _i'_"
F.()—F(x) V— J e 2du, wenny>0
/ T e VI L ’
tm 0}V _sup (BOLFO oyl (Y =
0 wenn y = 0.
_ (2k+41)2a2%(1-a)
4 8y2a
lim P% n sup %_X)F(x)<y§ 372 2k+1 ,wenny > 0,
n—>» O wennyéo.

Hierbei ist a eine beliebig kleine, positive durch F(x,)=a definierte Zahl.
T. ANDERSON und D. DARLING [1] geben eine Methode zur Bestimmung der
Grenzverteilung des Ausdruckes

F()—F(x) .
J Fx)(1—F(x))’

der auf diesem  beruhende Test wiirde beide Enden der empirischen Ver-
teilungsfunktion in gleichem Masse in Betracht ziehen. WANG SHOU-YEN [15]
hat einen auf zwei Stichproben beruhenden Test entworfen, der — dem
Gedanken von A. RENyI folgend — auf der relativen Abweichung beruht. In
seiner Arbeit beschaftigt er sich jedoch nicht mit der Untersuchung des abso-
luten Wertes der relativen Abweichung.

Die RENvischen Grenzwahrscheinlichkeiten verschwinden bei a =0, d.h.
die relative Abweichung kann in diesem Falle mit der Wahrscheinlichkeit 1
sehr gross sein. Also lasst der RENyische Test notwendigerweise den Anfang
der empirischen Verteilung ausser acht. Es ist also notig, den Anfangspunkt
der Beobachtung in Erwdgung der Natur des konkreten Problems und der
eventuellen Alternativhypothese zu bestimmen.

Ahnliche Schwierigkeiten treten dem Wesen nach bei jedem statisti-
schen Test auf. Eine Moglichkeit der Uberbriickung dieser Schwierigkeiten
kann in der Konstruktion solcher Tests bestehen, die auf der Untersuchung
der gemeinsamen Verteilung zweier oder mehrerer Statistiken beruhen. Im
folgenden betrachten wir einerseits die maximale Abweichung bzw. absolute
Abweichung der beiden empirischen Verteilungsfunktionen, anderseits die
Stelle, wo dieser Wert zum ersten male angenommen wird. Die Tests erlau-
ben am Anfang der Verteilung auch grossere relative Abweichungen, dort
namlich, wo solche mit grossen Wahrscheinlichkeiten auftreten; im weiteren
Verlauf ist jedoch die Grosse der zuldssigen relativen Abweichung beschrinkt.

Wir haben auch die Verteilung des Quotienten der beiden untersuchten
zufilligen Variablen bestimmt ; dies ermoglicht eine Probe von dhnlichem
Typ wie der RENvische Test, jedoch ohne der Notwendigkeit der Verkiirzung.

Als Randverteilungen unserer Verteilungen erhdlt man im Falle der
* Grenzverteilungen die KOLMOGOROW—SMIRNOWschen Verteilungen fiir zwei
Stichproben, im Falle endlicher Stichprobengrossen die durch B. V. GNEDENKO
und V. S. KoroLjuk [7] gegebenen genauen Verteilungen, fiir gleich grosse
Stichproben.

3 A Matematikai Kutaté Intézet Kozleményei II./3—4
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Es sei noch erwihnt, dass Z. W. BIRNBAUM und R. PYKE [2] bezughch
zweidimensionaler Vertellungen und Grenzverteilungen verwandte Ergebnisse
erhalten haben (wovon ich durch 1. briefliche Mlttellung des ersten Verfas-
sers Kenntnis erhalten habe).

2.§. Verteilungs- und Grenzverteilungssiitze

Es sein wieder F,(x) und G,(x) die emprischen Verteilungsfunktionen
von Stichproben mit der Grosse n der zufdlligen Variablen § bzw. 7, mit
den Verteilungsfunktionen F(x), bzw. G(x). Wir untersuchen den Verlauf der
Funktion £, (x)— G, (x) und bezeichnen im weiteren mit &" diejenige Stelle, an
welcher die Differenz der beiden von links stetigen Treppenfunktionen zum
erstenmal den Maximum annimt; also ist & die genaue untere Grenze der
Maximumstellen. Eine Ausnahme bildet der Fall, wenn der Maximum O
betragt. In diesem Falle widre — dem Vorausgesagten entsprechend —
&”— — oo, bzw. die untere Grenze der Werte der zufilligen Variablen. In
solchem Falle lassen wir das erste Intervall, in welchem Fou(x)— G, (x) =0
ausser Betracht urid beachten zur Bestimmung von & nur diejenige x-Stel-
len, die grosser sind, als eine Stelle xo, wobei F,(x0)— G..(x0) <O.

Es sei weiterhin 75’ die genaue untere Grenze der Maximumstellen von
|Fu()— Gu(x)]. : . .

Mit diesen Bezeichnungen konnen folgende Sétze formuliert werden:

Satz 1. Ist F(x)= G(x), so ist

P| sup (Fu(v)— G,,(x))~— —(F,.(E(")+O)+ Gn(E"')—}-O))zﬁ ok
0, wenn k<00der k- r ungerade, '
j (r ‘2n—r
Al
B &0 2\ el o
r—1)@2n—r+2) ‘(2/2) -, wenn k=0,r=2,4,...
= n :
r \(2n—r—+41
o 5
e 1) 2 L cwenn k—1.2;. n; r=k,
& r2n—r+1) (2’1;1)‘ k—|—2 g

Fithren wir folgende Bezeichnungen ein :

7]
A= 2 (—1y (

(2v-+1)k
g ;

k

(’-‘):_2: B g b sl g ﬁr : J_b T
B, kZ( 1) (COS(Z’V 1)2k) sin (22 1)2k‘
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\

Satz 2. Ist F(x)=G(x), k und r >0, ganze Zahlen, so ist

5 3 -mSup B = Gu®) =, L (Eu(r+O)+ G+ 0) =51 | =
0, wenn k< O oder r-k ungerade,
2AP A5 _ BB

2n 2n
G2
_ Hierbei kommt k==0 nicht in Frage.

In Betracht dessen, dass die Randverteilungen dieser Verteilungen durch
GNEDENKO und KOROLJUK angegebene Verteilungen sind, erhalten wir die
wahrscheinlichkeitstheoretischen Beweise folgender Identitdaten: -

. k(k+1) [ r \(2n—r+1)  2k+1 (2;1)
2 r(2n—r+1)(r+k)( i o . )M NREET \n=k]
S 2 %

(r)

, wenn k=1,2,...,r_1; r=Kkk+2,...,2n—k

- wobei die Summierung auf r—==#k, k-2, ..., 2n—k erfolgt, wahrend 1=k=n.
Fiir k=0 ist

% 1 r\(2n—r | S )
Z (r—1).(2n—r+42) (%)(/1—%):”4’1 (n),

()

wobei die Summierung auf r—2,4,6,... erfolgt. Eine ahnliche, jedoch
kompliziertere Identitdt kann der absoluten Abwelchung entsprechend auf-

geschrieben werden.
Von obigen, sich auf endliche Stlchproben beziehenden Sitzen erhalten

wir die Grenzverteilungssitze, indem im Falle n— o r in n-ter Ordnung .

und % in |/ n-ter Ordnung nach Unendlich hilt; genauer
k~1)2n y, r~2nz.
Satz 3. Ist F(x)=G(x), so ist fiir 0=2z=1:

im P Vﬁ_ sp (Fu)—Gu() <y, 3(F.E’+0)+GiE"+0)<z{=

n—>m

1

2 u® "z - :
L0 VEIJWT)‘;/ZC dud fllf y>0
550

Z Qi =0,

Aus der hier gewonnenen Verteilung erhdlt man- durch Integration nach z
von O bis 1 die eine SmiIRNOwsche Verteilung: ;

: - : : ]__eZJ, fiir y>0
lim P(V— sup (Fn(X)-—Gn(x))<y):3 0 , fir y=0.

n—> - <@ ©

3%

k;éawm‘a-g‘&«m.,;;.:um“;’v. A S i e £ e Sl S S SRS T il e B RS e e 0 s
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Durch Integration nach y von O bis oo erhdlt man die Grenzverteilung der
zufilligen Variablen (£, (5”4 0)+ G.(&" +0)):

V? J‘; ( 11 uﬂe_% z-(;‘-zr) a'u) doi— >
) (w(l—2))*2\ . : :
0 0

d.h, da F(x)= G(x), folgt aus Satz 3. folgendes

Korollar. Ist F(x)=G(x), so ist fir 0=2z=1, P{F(E"+0)<2} —»2,
d. h. die Grenzverteilung von &"stimmt mit der gemeinsamen Verteilung von
& und 7 iiberein.

Fiihren wir folgende Bezelchnung ein:

f(;V, Z)_ 23/0 Z(—l)’(z V+ l)eg

=0

377 y?
5 @v+1p =

Satz 4. Ist F(x) =G(x), so ist fir 0=z=1,

LiTmPiVZ_ sup [ F,()— G, (x)| <, (F,,(q‘”‘+0)+G,.(n"”+0))<z R
]/SJJf(u ) f, 1—v)du dv, fir y>0
O, fur y=0. |

Durch Integration nach z von O bis 1 erhilt man die Verteilung von SMIRNOW
beziiglich der absoluten Abweichung :

@

lim P 3 V sup !F,,(x)—Gn(x)| <y s zg 1’;; (_1)"3’-1~_u—’ wenn y>0

et 0 , wenn y=0.

Satz 5. Ist F(x)=G(x), so ist

'Vn s (F()—G.() $
3 2 L(Fu(E+0) - GuE 1 0))

2 £2
—?)—JV?eTWL_I( )dt fiir ¢>0,
0 47 4

0, fiirc=0,
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wobei mit W die sogenannte WHITTAKERSche Funktion bezeichnet wird :

-2t -p—A-

3 Bsbo
IV “(1+41)

WGy s

1 l 5
"('“—HE) 6

wenn

™=

Re(u—~2) > — %, larg 2| < 7.

Unsere Grenzverteilungssdtze 3. und 4. sind im Einklang mit den
bekannten in dieser Richtung fallenden Resultaten. (Siehe [3], [9].) Wir
bemerken weiter, dass man die erwdhnte Grenzverteilungssitze auch durch
die von DooB [5] und DONSKER [4] ausgearbeitete Methode gewinnen kann.
Auf diese Fragen wollen wir noch zuriickkehren. ;

3. §. Beweis der Verteilungssiitze

Satz 1. wird mit Hilfe eines anschaulichen kombinatorischen Lemmas
bewiesen, wiahrend der Beweis von Satz 2. durch die Zuriickleitung der
Behauptung auf ein Irrfahrtsproblem erfolgt. Die Wahrscheinlichkeiten von
Satz 2. werden auch mit Hilfe von Differenzengleichungen berechnet; dies
fiihrt zur Herstellung mit trigonometrischen Funktionen. Bei dem entsprechen-
den Grenzverteilungssatz werden wir uns auf die erste Herstellung berufen.

a) Vereinigen wir die vollkommen unabhédngigen zufdlligen Variablen
&,&,...,& und 1, 72, ..., 7, die alle dieselbe Verteilung besitzen, zu einer
einzigen Folge &y, Cs,....,Ls; letztere ordnen wir der Grosse nach:
{1 <8< --- <05,. Wir interpretieren nun die Variablen 4, 4, . .., 92, derart,
dass
{ +1, wenn Cf=§;

‘9‘i:(—1, wenn G} = .
Also besteht die Folge 9, 9s,..., 9s, aus n Stiick +1 und n Stiick —1.
Aus diesen lassen sich jedoch — den verschiedenen Moglichkeiten, wie man

die n Stiick 4 1-er in den 2n Stellen unterbringen kann, entsprechend

n
Wahrscheinlichkeit auf, da jede Folge je eine geordnete Stichprobe der Vari-
ablen & und #n enthélt, und die insgesamt moglichen (n!)® Permutationen der
£ und 7 untereinander zu den insgesamt moglichen (2n)! ungeordneten
Stichproben von der Grosse 2n fiihren, wobei jede Reihenfolge gleich wahr-
scheinlich ist. :

Betrachten wir nun die Summen

g;:—“19‘1+\9‘2—f—"'+l9'i-

Diese Summe gibt den Unterschied der Anzahl derjenigen & und 1, an, die
nicht grosser sind als L. Dies ist jedoch nichts anderes, als n(F, (& +0)—

— G, (£ +0)). Damit die in §2. mit &" bezeichnete zufillige Variable genau

—_ (2’1) verschiedene Folgen bilden. Jede dieser Folgen tritt mit der gleichen
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r betragen soll, d.h. die kleinste ganze Zahl, fiir welche
sup n(F, (x)— Gn(x)) = n(F. (& +0)—G.(5: +0))

besteht, sein soll; weiterhin dieser Supremalwert genau k betragen soll
miissen folgende Bedmgungen erfiillt werden:

G <k fir l=i=r—1,

Gt

Ao TR R g T
In diesem Falle ist also ; :

P _sup (F.(x)— G.(x)) =4£ » 5 (F. (" +0)+ G &+ 0) = 5"17 s o

(3. 1)

=2 reanaYs s clifer e S oat g g;ék{.

1=i=r-1 rHl=i=2n-k

Zur Berechnung dieser Wahrscheinlichkeit miissen von den (2,111) moglichen

Folgen 9, 9, ..., 9, zuerst nur diejenigen betrachtet werden, in deren r-tem.
Abschnitt' die Anzahl der -1 die Anzahl der —1 genau mit k tibertrifft, d. h.

in denen i Stuck +1 i . Stuck —1 vorkommen. (Also muss r+k

2

gerade sein: r=£kk+2,...) Es gibt (, A k) solche Abschnitte.

2 ‘

Alle diese Folgen kommen jedoch nicht in Frage. Es muss namlich auch
gesichert werden, dass in keiner Teilfolge %y, %, ..., 3 (r' <r) die Anzahl
der -1 genau mit £ die Anzahl der —1 iibertrifft. Dies kann man dadurch
erreichen, dass man diejenigen Folgen ausschliesst, die — von hinten an be-
trachtet — einen Abschnitt, in welchem die Anzahl der 41 und der —I1

itbereinstimmt, besitzen. Fiir diese gilt folgendes, bekanntes

Lemma 1.2 Die Wahrscheinlichkeit dessen, dass eine aus e« Stiick
+1 und g Stiick —1 (e > f) zufilligerweise aufgeschriebene Folge einen
Abschnitt, in welchem die Anzahl der -1 und der —1 iibereinstimmt, ent-.

28
hdlt, betrigt —=—— .
Galt, betrdg: L

In unserem Fall handelt es sich um das gegensatzl:che Ereignis bei
¢ r%k’ B ’;;—k, und so ist die gesuchte Wahrscheinlichkeit I—Tk: é
Also ergibt sich fiir die Anzahl der geeigneten Folgen des ersten  Abschnittes

/ r 3\ k
" %3..2) : (r—{—k)—.
oy g A

2) Siehe z. B. [13]; Aufgabe 36., Seite 74; Losung, Seite 694. -
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Hiermit ist die Erfiillung der Forderungen ¢; < k, i=1,2,...,r—1 und ¢, =k
gesichert, es muss noch die Forderung ¢; =k, i=r41,...,2n—k erfiillt
werden. (Die weiteren Summen sind namlich offensichtlich Kleiner als k, da
o =0 ist.) Dies konnen wir dadurch erreichen, dass wir fiir die Folge
Gri1; Frao, ..., P zwar solche Abschnitte — von vorne betrachtet — in welchen
die Anzahl der +1 und —1 tibereinstimmt, zulassen, jedoch diejenigen Fol-
gen, in derem irgendeinem beliebigen Abschnitt die Anzahl der 41 die der
—1 iibertrifft, ausschliessen. Hierzu gebrauchen wir

Lemma 2.9 Die Wahrscheinlichkeit dessen, dass in keinem Abschnitt
einer aus « Stiick —1 und 8 Stiick +1 (e« =) zufilligerweise aufgeschrie-

benen Folge die Anzahl der 1 die der —1 iibertrifft, betrigt %'—l_ﬁ :

r_——;k Stiick —1 und ;J)*n—{ﬂ

Fiir diejenigen Folgen, die ¢ =n— 5 o= 5
Stiick -1 enthalten, betrdgt diese Wahrscheinlichkeit
2(k+1)
2n—r+k-+2°

? ; " 2n—r

Da die Anzahl aller moglichen Folgen .1, 10, ..., Fo r+ k)
n_
2

betrdgt, ist die Anzahl der fiir uns in Frage kommenden Folgen

(3.3) 2Rt Y5 e g T) 2n—r+1 k1
; _"42"‘ Y gty ST e SR ’+k B radp 4

‘Da jeder in (3. 2) betrachteten Folge 4, 94, ..., ¥, jede in (3.3) betrachtete
Folge 41, %42, ..., P2, angeschlossen werden kann, und da die Anzahl der

iiberhaupt moglichen Folgen (2:) betrdgt, ergibt sich fiir die in (3. 1) gesuchte
‘Wahrscheinlichkeit o

( r ‘)(Zn—ri}—l) k(k+1)

'Jg" _’_J;k r(@nr+1)
'(Zn]
LY
Es ist leicht einzusehen, dass aus Lemma 1. und 2., mit entsprechender An-
wendung des obigen Gedankenganges unsere Behauptung fiir den Fall k=0
folgt. Dadurch ist Satz 1. bewiesen.
b) Bevor wir zum Beweis von Satz 2. {ibergehen, machen wir eine vor-

bereitende Bemerkung. Betrachten wir einen Punkt, der an den ganzzahligen
Stellen der Zahlengeraden mit der Wahrscheinlichkeit von je 5 nach rechts

3) Siehe [13], Aufgabe 37. (wie in %).
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bzw. nach links herumirrt und von O ausgehend, zum ersten Male beim r-ten

Schritt die Stelle -k erreicht. Die Zahl aller moglichen verschiedenen Wege =

L}

dieses herumirrenden Punktes ist nach (3. 2)

e k

(r—k s

- =2

Diese Wege sind ndamlich alle derart, dass sie sich nach dem r—I1-ten
Schritt an der Stelle k4—1 befunden und mit k—1 mehr Schritte nach rechts,

als nach links, d. h. r—;—k 1 Schritte nach rechts, r_}f Schritte nach links
enthalten haben. Die anzahl aller solcher Wege ist

.

[ r—1 )
r+ k ¥
2 Al

Davon muss jedoch die Anzahl derjenigen Wege abgezogen werden, die die
Stelle 4 &k schon erreicht oder iibertreten haben. Nach dem bekannten Spie-
gelungsprinzip ist dies gleich der Anzahl der aus O ausgehenden, in r—1
Schritten genau die Stelle &+ 1 erreichenden Wege. Diese Zahl betrigt, auf
dahnlicher Art, wie vorhin,

r—1
r-+ k)
L
und die gesuchte Zahl — die Anzahl der die Stelle 4 zum erstenmal in r
Schritten erreichenden Wege — ist demnach
([ r—1 ° r—1 Lavi 8
e i ol e Vi S
2 T G0 SEORY

e) Die Bestimmung der in Satz 2. auftretenden Wahrscheinlichkeiten
kann ebenfalls auf die Folgen 3,3, ..., s, und auf den Nachweis der Be-
hauptungen beziiglich der daraus geb1ldeten ¢; Summen zuriickgefiihrt werden.
Dem Gedankengang von Punkt a) entsprechend kann nédmlich auch die Be-
hauptung

Pv sup | Fa(x)— Ga(x)]| =

k
o TECP +0)+ Gu(if +0) = 5 5 i

—P{ max |c,i<k[CI—k max IsLl<k(

1=i=r-1 +H=i=2n

eingesehen werden.

Dementsprechend muss man aus den (2:) verschiedenen Reihenfolgen
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der 9; (i=1,2,...,2n) die Anzahl derer feststellen, die den Bedingungen
sl < &, A O N
ler| =k,
lalek e 20

geniigen. Dem im Punkt b) gesagten gemiss ist dies gleich der Anzahl der
«. aus 0 ausgehenden und zum erstenmal beim r-ten Schritt eine der Stellen
-+ k oder —k erreichenden, 8. weiterhin die Stellen -k und — & nickt iiber-
tretenden und beim 2n-ten Schritt wieder in die Nullstelle zuriickgelangenden
Wege.

Wir bezeichnen die Anzahl derjenigen Wege, die «. erfiillen, mit 2A
Dann ist offensichtlich A" die Anzahl derjenigen Wege, die von O ausgehend,
zum erstenmal beim r-ten Schritt die Stelle -4 erreichend und bis dahin
die Stelle —(k—1) nicht iibertreten haben. Wir bestimmen die Anzahl dieser
Wege mit Hilfe des Spiegelungsprinzipes.

- Die Anzahl derjenigen Wege, die von O ausgehend, zum erstenmal beim
r-ten Schritt die Stelle & erreichen, ist — laut b) —

(%)
#oe

(3.2) (,ik)é.

2

Dies enthilt jedoch auch jene Wege, die die Stelle —k erreicht oder iiber-
treten haben. Spiegeln wir den von O bis —k reichenden Teil dieser Wege
iiber den Punkt —k. Damit gehen diese Wege in solche iiber, die von —2k
ausgehend, zum erstenmal im r-ten Schritt die Stelle 4-k erreichen. Die Zahl
aller solcher Wege betragt — in (3.2) an stelle von k 3k setzend,

F
(3.4) -(r+3k)§£.
R A A

Wenn wir (3.4) von (3.2) subtrahieren, so bringen wir damit auch
solche Wege zum Abzug, die von —2k ausgehend, die Stelle —3k erreicht
haben, also vor der Spiegelung die Stelle -k {ibertreten haben, sind so in
(3. 2) nicht enthalten. Die Zahl dieser Wege muss also zur Differenz von (3. 2)
und (3.4) addiert werden. Diese Wege gehen durch Spiegelung der ersten
— von —2k bis —3k reichenden — Strecke iiber die Stelle —3k in solche

- Wege iiber, die von —4k ausgehend, zum erstenmal beim r-ten Schritt die
Stelle +k erreichen. Die Zahl dieser ist — in (3.2) anstatt k¥ nun 5k

setzend —
(' r )5k
r—|—5k o
i gk

Dieses Verfahren kann man so lénge fortsetzen, bis die Stelle +- & in r Schrit-
ten von der entsprechenden Stelle —2»k erreichbar ist, jedoch von der
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Stelle —(27+-1)k nicht mehr. Die Bedingung dessen ist, dass
2= < Qv 41k,

2l

Durch dieses Verfahren erhilt man fiir A den folgenden Ausdruck:,

#d;“he

'

A‘” %](—1) (r+k 1@r+ l)k

: Betrachten wir nun die in 5. angegebenen Wege in entgegengesetzter
Richtung. Von der Nullstelle ausgehend, sollen diese in 2n—r Schritten -k
oder —k erreichen und in der Zwischenzeit diese Stellen nicht iibertreten
haben. Die Anzahl solcher Wege ist jedoch gleich der Zahl der von O aus-
gehenden, in 2n—r+-1" Schritten zum erstenmal die Stellen (k1) oder
— (k1) erreichenden Wege. Diese Zahl betrigt also 2A%",,. Damit diese
Wege sich den vorigen an den Stellen + k& oder —#k anschliessen, erhilt
man als die Anzahl der geeigneten Wege die Hélfte des Produktes der beiden

Zahlen, also 2A/" A5, womit die erste Behauptung von Satz 2. bewiesen ist.

d) Zur trigonometrischen Herstellung® der in Satz 2. auftretenden Wahr-
scheinlichkeiten verfassen wir ein etwas allgemeineres Irrfahrtsproblem. Wir
suchen die Wahrscheinlichkeit dessen, dass ein aus der Stelle z ausgehender
Punkt (—k < z < k, z ganzzahlig) zum erstenmal beim r-ten Schritt eine der
Stellen + & oder —k erreicht. Der. irrfahrende Punkt ftritt von jeder ganz-
zahligen Stelle mit den Wahrscheinlichkeiten von je } an diebei den benach-

barten ganzzahligen Stellen iiber. Spater werden wir an Stelle von z O-setzen,
um auf die benotigten Wahrscheinlichkeiten zu schliessen.

Es bezeichne p*) —p _die gesagte Wahrscheinlichkeit. Hierfiir ergibt-

sich die folgende Differenzengleichung :

¥ 1 1
p:,r:?pz—l,r—l‘_l— ?pz+1,1'—1'

Die Anfangsbedingungen sind:

Poo=Pio=1
pk;r'-—:p—k,avzo’ ré]'
P¢=0  —(k—1)=z=k~1.
Fiihren wir die Generatorenfunktion der Wahrschemllchkelten p..
G(u)—Zp 0 ——k<z<k,
dabei ist %
(3' 5) S G == G =1

4) Siehe auch [6] S. 292.
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" Aus der obigen. Differenzengleichung ergibt sich — mit Beachtung der
Anfangsbedingungen — fiir die Generatorenfunktion die Differenzengleichung

G.(u)= % uG.-1(u)+ ';_ uG..(u),
‘deren Losung wir aus partikuldren Lt‘)sungen von der Form
G.(u) = (9 (W)Y
herstellen. Fiir ¢ () gilt die Gleichung

u () —2q(u) +u =0,
woraus 3

1 1 Fo
‘Pl(u)zj-i‘l/ﬁ—l o

Sy o
)=~ | # =5y

G.(u) = A(: () + B9 (@),

wbbei die Parameter A und B derart gewihlt werden, dass G.(u) die An--
fangsbedingungen (3. 5) erfiillt:

A @) + Bly@) —1,
Ag: @) "+ B(gu(u)) " =1.

Es sei nun

~Daraus ergibt sich

.
| A== Gy @@y
und
(@) +(g(@))
: G. (ll) T (CP1 (u))x.~ T (Cpg»(u))"’ )
d hodir e ==0 ; :
Gl = Gy F @@y

~ Es ist jedoch bekannt, dass fiir das A-te TSCHEBISEFFsche Polynom fol-
gende Herstellung gilt: o '

2T0(0) = (4 Ve =) (x— | BT = 2k - -,

\

woraus sich :
u* 7 -

Go(u).= L g

1 % k-1 ’\ , 5_1_)
Ty -_{l—) 2 g(l—ucos(Zi——l)Zk
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ergibt. Die rechte Seite in Partialbriiche zerlegt, erhalten wir die Herstellung

fe i A,
Gn(”) T F Z s Sy )
I o8 (2 r———])l
2k
wobei .
k e _:_1[_ k-1 i TIERG j_I_
i cos (21 1)2k ~2 cos*(2r—1) oy

k

'g(cos(gr'—'])%—cos(Z 1"—1);—71() T (cos(z r—l)%{)

Es.ist jedoch bekannt,” dass

sinky

1 / —
s T/ (cos ¢) = Sinw
und so
2k-1cos(2v —1) L sin(2v —1) i
G 2k 2k
ksin(2 1’—1)%
Dabei ist
sm@r—4)§::@4y

und deshalb erhalten wir den Ausdruck

TT T
il F2v—1)57sin(Rr—1)+—
[T i, s 2k 2k
@@:R;Fn‘ - !
l—llCOS(ZV—I)T{

Durch Entwicklung in Potenzreihe nach « erhdlt man als den Koeffizienten
von u" die gesuchte Wahrscheinlichkeit

1 < R T e
() =il y ,
- e g;( 1)" 'cos’(2v—1) 2ksm(21 Dop  (k-+rgerade).

Aus dieser Wahrscheinlichkeit bestimmen wir nun die Anzahl der den
Bedingungen :

TR i=1,2,...,r—1,
entsprechenden Wege. Die zur Wahrscheinlichkeit p{" gehorende Anzahl aller

moglichen verschiedenen Wege betrigt 2, da aus dem Nullpunkt ausgehend
insgesamt so viele verschiedene Wege in r Schritten gemacht werden konnen.
Deshalb ist die Zahl der giinstigen — die Bedingungen erfiillenden — Wege

B2l

%) Siehe z. B. [10], Band II. S. 75.
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Man kann auf dhnlicher Weise, wie in Punkt b., einsehen, dass die
Anzahl der aus -k oder —k zu O fiihrenden verschiedenen solcher Wege,
die 4k oder —k nicht tberschreiten, :

(k+1) 2n-r+1 _(k+1)
2+l = 2 pO. 2n-r+1

betragt. Ebenso kann man nach dem Gedankengang von Punkt b. einsehen,
dass aus den iiberhaupt moglichen (2nnJ verschiedenen Stichproben von der
Grosse 2n die Anzahl derer, die den Bedingungen
el d=10.0 .
ol =k
lsi|l=k, .i=r+1,r+2,...,2n—k
entsprechen,
2 BYBE.
ist, d. h. wir gelangen zum Ergebnis
B B3
)
was die Behauptung von Satz 2. war.

4. §. Beweis der Grenzverteilungssiitze

Bezeichnen wir die in den endlichen Verteilungssatzen auftretenden Wahr-

scheinlichkeiten einheitlich mit PY) und definieren wir das zufillige Variablen-

paar (2, o™), welches auf jedem Rechteck

ke =x™< ktl L =owc Ll
2)/2n 2)2n 2n 2n

(=012 . nr—=kkt2:. . 20K

gleichverteilt, mit der Dichte 2)/2n”P}”, anderswo mit der Dichte O ist.
Wir beweisen, dass die Folge der Dichtefunktionen in jedem Punkt des un-
endlichen Streifens 0=x=occ, 0=0=1 der Ebene (%, 0) einer solchen integ-
rierbaren Dichtefunktion zustrebt, welche in jedem abgeschlossenen Bereich,
das die punkte (0,0) und (1,0) nicht enthdlt, beschrankt ist. Bleiben nam-
lich & und r beschrinkt, so wichst die Dichte n’*P{", in der Ordnung von |/n.
Schliessen wir also eine beliebig kleine, kreisviertelformige Umgebung der
obigen Punkte aus. Wir konnen den Satz von LEBESGUE auf jedem beschrank-
ten Teil des Streifens, der diese Umgebung nicht enthdlt, anwenden. Dieser
sagt aus, dass wenn eine Folge nichtnegativer, integrierbarer Funktionen einer
beschrdnkten, integrierbaren Funktion zustrebt, so strebt die Folge der Integ-

)
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rale dem Integral der Grenzfunktion zu. Die Wahrscheinlichkeit des ausge-
schlossenen Teiles kann jedoch bei der Grenzfunktion, die auch in dieser
Umgebung integrierbar ist, beliebig klein gemacht werden; ebenso konnen
die Integrale der Glieder der Folge beliebig verkleinert werden, also werden
unsere Grenzverteilungssitze — im Grenziibergang — auch dann giiltig sein,
wenn wir die Punkte nicht ausschliessen. Wir wiinschen zu bemerken, dass
es geniigen wiirde, eine solche Umgebung der genannten Punkte auszu-
schliessen, die durch die Geraden ¢=0, bzw. ¢ —=cx und ¢ =0, bzw. o —1—
—cz (c >0, beliebig klein) weiterhin durch beliebig kleine Kreisbogen um
die Punkte (O, 0), bzw. (1, 0) gebildet werden. Letztere Bemerkung ist beson-
ders fiir Satz-5. von Interesse, da hier das ersterwihnte kritische Winkelbe-
reich vom Integrationsbereich von vornherein, ausgeschlossen ist.

Beim Beweis der Grenzverteilungssitze machen wir von folgenden ein-
fachen, bekannten Zusammenhdngen gebrauch : ;

A
fﬂ~2mﬂ
N V2aN

Ist c={u)/2N}, wobei {a} diejenige kleinste ganze Zahl bezeichnet, fiir
welche =a gilt, so ist :

4.1)

. (ZN)
(4.2) B Treegat sl BN
Noo (2 N)
N
- A) Beim Beweis von Satz 3. gehen wir von der Form
( r )( 2n—r )
r k||2n—r  k
@ 2RELD) SoENtE A S w7
" r@n—r+k+2) (mj
, n

aus, welche eine etwas abgeéinderte Form der im Satz auftretenden, fiir k¥ —=

=1,2,..., n giiltigen Wahrscheinlichkeiten ist. Stellen wir diese Wahrschein—
lichkeit in folgender Form her:

( r ‘) ( 2n—r ) (r)(2n—r)
r k 2n—r k r 2n—r
o P30Tk I wome ks y (e S ol S & A e
" r@n—r+k+2) r 2n—r 2n
(r) (Zn—r) n
2 AT
Es sei nun
0 k
b s —— und =—,
Y 2)r n

e am:ﬂ
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==y | E =
\ = ‘dz———l \(d'r=2(!)), 2n~-—r=2n(15z)
gl 1
Vz_zVﬁ’ d(YV?)SEVﬁ#

Demgemadss ist nach (4.1)

~ dann ist

und nach (4.2)

R W

weite;rhin ,
2k(k-|-1) e |
! nr(2n—r+k—i—2) nr(2n-—r)_ 47 1—z°
" Also ist. ‘ :
' -2 IL

lim 2 ﬂmw g :
>0 r /27T f[/ 1_ )3

Mit Anwendung der Substltutlon y=t2ﬂ/§- gelangen wir zur _Dichtefunkﬁom

2 1. 98
l/‘ Qidpl AP E ﬂ e—?z(:l_—z)
A=l @(1—2)"

und hiermit zum Bewels von Satz B

v
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B) Fiihren wir die Bezeichnung

Y z
1

F(y, Z):V3 J I————u- e 2 0-0dydy

JJ (=)
ein. Dann muss F(y, 1) die SMIRNOWsche Verteilung ergeben. Wabhrlich, we-
gen der Symmetrie in = L und mit der Substitution von

;:tﬁ_{_[l_, dt:—%dl,
r(1—v) 44"

-ergibt sich fiir

F(J’rl)”zl/ J ( (z/(l—/)) e%"{T’dr)du*

Y

o ‘ 1
24 ]/ e [u‘-’e-zfﬂ( fe" a’z‘) die= 4‘[ ue*du=1—e 2",

0 0 0

C) Berechnen wir G(2)= F(os, 2).

i e

wobei wir bei der Berechnung des Integrals nach z von der Substitution

wrw(l—v))=w’

u?

nflzo)dl uJ dv—z,

15| =

gebrauch machen.

D) Der Beweis des Grenzverteilungssatzes 4. kann in analoger Weise,
wie der Beweis von Satz 3., erfolgen. Da die in Satz 2. auftretenden Reihen
absolut konvergent sind, kann der Grenziibergang des Produktes der beiden
Reihen gliedweise durchgefiihrt werden. Hierbei muss man fiir jedes fixes »
von dem Zusammenhang

= :
r (2v—]~1)k)
(?+_ 2

L, o201

)

gebrauch machen fiir r— oo, kIZ{V?T)}.

E) Nun wollen wir zeigen, dass die Randverteilung der in Satz 4. auf-
tretenden Verteilung mit der SmiIRNOwschen Verteilung der absoluten Abwei-

MA\ain..

BDOMARYOS AKADEMIA
KGNYVTARA

-~
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o (2(1

Wir ordnen das Produkt der beiden Reihen nach den Gliedern u-t+»+4 1=
== const. und integrieren- gliedweise. Das allgemeine'Glied des Produktes ist

1+1y—- (_,u+1) Lty

VU & z
@3 |[Errernes +1)rf( e i az
Fiihren wir die Bezeichnung As=3(23+1)-y- ein und wenden wir die
‘Transformation ‘ A
=u’+41
an; dann ist ot

und unser Integral geht iiber in
SV%(_I)’I'HLW —4, A (1+ ) -4, 112~—-du

Den letzten Teil dieses Ausdruckes stellen wir folgendermassen her ;

LJ § 1 ~Ay,us = A—tl '_ :4—1-/ J —A,,,u'-’—« fg
fivs gl Lol e
i | 0 3
@ 3 A AL
L ()t
VA"o u :

Das zweite Glied der rechten Seite verschwindet, da das Integral von u=0
A A * e
bis UI][[%E vom Vorzeichen abgesehen mit dem Integral von u=l/§i‘ bis

11— oc iibereinstimmt. Mit der Substitution von u = V% :— ist ndmlich
e [ oA
Ayu__l-’&é':A»,ﬂw—l—?éﬂ‘,
1 e

4 A Matematikai Kutat6 Intézet Kozleményei IL/3—4

e sandiaiy: N A

V (—1)(2v+1) bl Z( Y @u ot e TV g,

e et e il B Bt T S T o i

s, o 2 I & i i
h@.zm e i oo Ll Belnie R S i U et s

i
2 e
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und uz=0 entspricht

f 4 4

PE=et i s j—: entspricht » = ﬁ—:

i» Das erste Glied der rechten Seite ist das bekannte Integral
e 11

L, Ofe ““du_fl/A_,,e “,

So erhdlt man fiir das Glied (4. 3)
(" 4V2 (VA4 VA e V5T — 41y (4 g 1y,

Es sei » -+ u - 1=s fixe Zahl; durch Summation fiir »=0,1,2,...,s—1,
also insgesamt » 4w+ 1 Glieder, erhdlt man

: 4(_1)s-lszye—2s2y2,
d. h. man gelangt zur Reihe

4 Z (_l)s—ls‘2y‘lefﬂs'—'!/2’
s=1
welche gleich der Dichtefunktion der SMIRNOwschen Verteilung ist.

F) Wir bezeichnen mit D jenes dreieckformige Bereich der (», 2) Ebene,
welches durch die Punkte (0, 0), (1,0) und (1, ¢) gebildet wird, wobei ¢ > 0.
Laut dem am Anfang dieses §-s gesagten besteht folgender Zusammenhang :

sup (Fu(x)—G.(x))
- ~oo.,_‘_‘,‘.;”(n o = C; o
o (F)L(GQ + 0) + Gn(;u + 0))

= n 2 I ‘ul
i :Vﬂff'”_ﬁe’z oD du do.
: it .'T,“ (I,'(]—I‘r))'z

Das letztere Integral kann folgenderweise geschrieben werden :
s 1w . S
QD(C)Z]/ —J U‘ﬁ—q el l‘“")du) dv.
7T\ (v(1—v))™

)

1imp‘l/_§

n—> (

Gehen wir zur Ableitung tiber :

g T
(P'(c)ZL/—c"’J—w*e 2 Tody

T
0

und fiithren wir die Substitution

' T dt
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durch:

o= Zef et | |
(C)_ T (1+t)2 * B |
0 .

Das letztere Integral ist nicht elementar, kann jedoch durch die WHITTAKER-
sche Funktion ausgedriickt werden:

b

1 1 1 a
Je"”’ t‘u%?(l +z‘)“Mh'-_’dt= I’(,u - l—}—%) a' %Te?® Wi, u(@).
0 .
In unserem Falle ist az—ci /1:_1 ;c:i und so ist
s 4 4
—(;t o Lo oty ¢ A g . &
-[E‘f"(l—}—f) gt dil 471/,”1‘6 lg*W_li(_z—)
5 V8 4’4 .

woraus wir fiir @(c) den in Satz 5. angegebenen Ausdruck erhalten.

(Eingegangen: 6. VII. 1957.)
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KET MINTA OSSZEHASONLITASA A MINTAELEMEK
KET STATISZTIEAI FUGGVENYE ALAPJAN

VINCZE ISTVAN

Kivonat

Az irodalomban szdmos kritérium ismeretes, amely annak eldontésére
szolgal, hogy két minta azonos eloszldsbdl szarmazik-e. E prébak sokszor
nem eléggé érzékenyek bizonyos ellenhipotézisekre. Kozelfekvé gondolat
-illeszkedési probdk finomitaséara olyan statisztikai probdk konstrualdsa, amelyek
a mintaelemek két (esetleg tobb) j61 megvdlasztott statisztikai fuggvényen
alapulnak. — Jelen dolgozatban néhany kétvaltozos eloszlas- és hatareloszlas-
tételt bizonyitunk be, amelyek ilyen probék konstrualdsara alkalmasak. Néhdny
tovabbi hatareloszlédstételt, sszefiiggéseket ismert hatareloszlastételekkel, tovabba
a probdk alkalmazdsdhoz sziikséges tablazatokat — egyenld darabszamii mintak
esetére — egy tovabbi kozleményben kivdnunk publikalni.

- Legyenek &, &, ..., & és ni, %2, ..., n. az F(x), illetve G{x) eloszlas-
- fliggvénnyel biré &, illetve # valésziniiségi valtozokbol vett n elemii mintak.
Jelolie F,(x), illetve G,(x) a megfelel6 empirikus eloszlasfiiggvényeket. Legye-
nek végiil &” és 15" azok az ,els6“ helyek, ahol az

(Fu(x) — Gu(x)), illetve  |F,(x) — Go(x)|

fiiggvények maximalis értékiiket felveszik; vagyis a maximum-helyek also
hatrai. E jelolésekkel a kovetkez tételek éllanak:

1. tétel. Ha F(x) = G(x), akkor

Pi sp (F®)—G(®) =1, 3(FE +0)+Gu(E"+0)= %

e —

0, ha k<O vagy k-+r pdratlan

- (i"—;’)

=1 @n—rF2 (Zn) -

hayk — 0 =205

i n
r \(2n—r+1
(r+k)( r+k )
k(k-+1) 2 SR o

rn—r+1) .

(17 st o] WO LR
=k Akt

i

.2n—k.

Minthogy fenti eloszldsunknak peremeloszldsa a GNYEGYENKO—KOROLJUK-
féle [7] egyoldalu eltérésre vonatkozd véges eloszlas, ennélfogva valosziniiség-
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~ szamitasi bizonyitdsat nyertiik a kovetkez6 azonossagoknak
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. k(41 (T 2n—r+1y  2k41 (211) :
o . r2n—r+4-1) r+k)( _r+k | n+k+1\n—k)’
S e e 2

ahol az Osszegezés r—=k, k+2,...2n—k-ra értendd, mig 1 =k =n.
A k=0 esetre

) i ry(2n—r 1 (2n
(Zo (r—l)(2n—r+2)(7f) (,,_TK]Z n+1(n)’

v 4

ahol az osszegezés r—2, 4,6, ...-ra vonatkozik.
Vezessiik be a kovetkezd jelolést :

AP [é] 1y (,+kr ) Cr+1)k
() o GEDE

2. tétel, Ha F(x)= G(x), akkor

,,3 sup IFnr(x)—Gn(X)l=* (Fn<n"”+0>+ Gl +0)) = 5 { =

=00 2 0

;0, ha k<O vagy r-+k pdratlan,
1 (k) .‘7);+]-) ;
L e TN A SR WP ) e e

Py
n
Az 1. tétel bizonyitasa két egyszerii kombinatorikus lemman alapszik,

‘mig a 2. tétel bizonyitdsat bolyongasi feladatra vezettiik vissza.
Fenti eloszlastételekbdl a megfelel6 hatareloszlastételeket ugy nyerjiik,

hogy n novelésével r-et n-rendben, mig k-t |/n rendben tartatjuk végtelen fel¢,
pontosabban R
k~12ny, r~2nz.

3. tétel. Ha F(x)=G(x), akkor — 0 =2 = 1-re —

im P | Vi’ 20 (= 0.@) <y, 3 (@ +0+0.E'+0) <2

n—>0

u2

gl ZJ[(I(lu‘l )I) ‘—’TL“ " dudv, ha y>0,

: (0 ha y=0.

Eloszlésunk peremeloszlasa a SzMIRNOV-féle [14] eloszlds, vagyis 2 szermt -

integralva nyerjiik

e {1—e2", ha y>0,
V~ sup (F (x)_G,l(x))«y\*“ 0, ha ;20-'

¢ - <GE<

lim P

n—>.

3
3 2 d L Z ) W
% 2 el L G A S e T ST e AL coa e 155
Qe i i GRS v N Lo Ty B N L T X o S
e e Lo AT i e i N LR i s ikl 7 P ey v d 5 ik A
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Ha y szerint integralunk 0-t6l oc-ig, akkor egyenletes eloszldshoz jutunk,

amibdl adédik, hogy a &' ) vdltozo hatdreloszldsa megegyezik § és v kozos
eloszldsdval.

Vezessiik be a kovetkezd jelolést:

1 2
= e L
&~ z

.ﬂ%z»—fffjc—w(m~+ne

4. tétel. Ha F(x)=G(x), akkor — 0 =2z = 1-re —

lim P H/g sup |Fu(®) — Gu(®)| < ¥, + (B8 +0)+ G (1§’ +0)) < 2{ —

n—»

S y i J

V% ij(u, v) f(u,1—v)dudv, ha y>0,
5 00

0, ha y =0

z szerinti integracié O-t6l 1-ig az abszolit eltérésre vonatkozé KoLmo-
GOROV—SZMIRNOV-féle eloszlashoz vezet:

. B e
lim P ;l/g sup | Fu(x) — Ga(x)| 2:«31';; (=D g
>0 - <2< 0 0’

ha y=0.
5. tétel. Ha F(x)=G,(x), akkor

Vﬁ_wpmm—aw) %

r lim P SO —
¢ : 2IRE+0)+G6.E& +0)

n—>w

c

t 2)
b 43 je”‘W‘-,, (%)dt, ha c¢>0,
R e f

0, d e =0

ahol W az un. Whittaker-féle fiiggvényt jelenti :

1 z
Pl

o

@

2 st ik TI)A +A —17
Wi, u(2) ZF(mg J e £ T(l8) - 2dt

0
ha
Re(u—2)>—7, largz| <o
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IlBYMEPHbe [IPEJEJIbHBIE TEOPEMBI B TEOPUI
BAPUALIMOHHBIX P4/10B

I. VINCZE

Pe3mome

B sutepatype u3BecTeH psii KPUTEPHEB Ui TOTrO, 4YTOOBI ONpee/nTh
NPOMCXOJAT JiM JiBa 00pasua U3 TOXMJIECTBEHHOIO pachpejeeHust. ITU MPOOH
4aCTO HEJIOCTATOYHO 4YYBCTBUTEJbHbI B OTHOLIEHMM HEKOTOPBIX  KOHTPru-
nore3. ECTeCTBEHHO MOCTPOEHHE TaKMX CTATHCTUYECKUX KPUTEPUEB, KOTOpBIE
OCHOBBIBAIOTCS HA JBYX (wiu GOJIbIIE) XOPOLIO BBIOPAHHBIX CTaTHCTHYECKHX
(yHKUMSIX 2JeMeHTOB 00pasua. B Hacrosmieil paGoTe 10Ka3bIBAETCSI HECKOJIBKO
TEOPEM O pacnpejesieHud ¥ MpPEeJeJbHOM pAacnpefesieHHn [BYX IePEeMEHHbIX,
KOTOPBIE TONATCS JUISI MOCTPOEHHsST TaKuX KpurepueB. Heckosbko pasbHenumnx
TEOPEM O TpPEjeJIbHOM Pacnpe/esIeHuu, CBSI3U C U3BECTHBIMH TEOPEMAMH O Tpe-
JeJbHOM pACHpeieIeHHH ¥ TaOJMUIbl, HY)KHbE [UIsI TPUMEHEHHUs] npo6 — B CJIy-
yae 00pasioB C OJUHAKOBBIM YMCJOM 3JIEMEHTO B —, aBTOp COOMpAETCs omnyo-
JIMKOBAaTh B JaJbHEMILIEM.

Iycts &,&, ..., 8 4 M1, 42, ..., %, CyTh N-3JIEMEHTHBIE 0GPa3IbI, B3ITHIE
U3 Ciy4ailHbix BesimuuH & u 7) ¢ Qynkuuei pacnpepenenus F(x) u G(x). [lycts
F.(x) u G,(x) 0603Ha4al0T COOTBETCTBYIOLME IMIPUIECKHE (YHKIMUU pacnpese-
nenmst. Tlycts, waxomen, & m 75" cyTh Te ,nepBele® Mmecta, Tjie (yHKUMU
(F.(x) — Gu(x)) u |F.(x)— G.(x)| npusumaioT CBOE HauOOJbllee 3HAYEHHUE,
T. €. HIDKHME TPAHMIBI MEeCT MaKcumyma. VIMeoT MecTo Iyieayioliue TEeOpeMbl.

Teopema I. Ecmm F(x)=G(x), 10

k

Pl sp (REO—GE@)=7, (EE+0+G6.E +0)=4 =

0 ecom k<O uwnmm k-+r HEYETHO

 olgdly]

(r—1)2n—r-+2)° (Zn) 4

eCHH: fe =0, =2,4

o n
5 2n—r—+41
(r—}-k)(n_f+k)
k(k+1) B 2 o g g O R
r@n—r+1) (Zn) = SR
n

Tak kak rpaHu4YHOE pacnpejesieHHe 3TOro pacrnpejeseHuss ecTb KOHEYHOe
pacnpepenesne 'He e Hk 0—Ko p oo ka [7], oTHOCAIIEeCT K OJHOCTOPOHHEMY
OTKJIOHEHWIO, TO MbI HAULIX TEOPETUKO-BEPOATHOCTHOE [0KAa3aTeJbCTBO CJIEly-
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N

FOLIUX T_O)KlleCTB:A >
' & RN e PR B 2k+1_( 2n )
® r@n—r+1) f_‘;_’_f k)T ntk+1\n—
y 2

ri€ CyMMHPOBaHUE MPOUCXOAUT I =K, k+2 ,2n—k u 1=k=1.
s cayyas k 0

1 2n—r 1 2.
Z‘(r—l)(2n—r—}—2)( )( r') n+l(:)

S 3

rji€ CyMMHUPOBaHUS npousnonmcg =246 v
Beeném cienyrouiee o603HavyeHue :

r

'A("‘ [Z]( ])( r )(21}—}—])]{
Teopema 2 Ecm F(x)= G(x), T0

P

swp R —G@="=, I <n3’"+0>+0"('1‘"’+0))=z—rn s

— o<zl

0, ecian k<0 Wi k-+r HedéTHo,

®) 40D
—Zf—é%, (o k=1’2"")n; r:k’ k+2:--'.y2n—'k. \
() |

JloxasarenscTBO Teopembl I OCHOBBIBAETCA HA BYX MPOCTBIX KOMOHHATOP-
HBIX JIEHMAX, B TO BPEeMs, KaK JOKAa3aTelbCTBO TEOPEMBI 2 CBOJUTCSI K 3ajaye
OJy/KAaHUsA.

V3 npuBei€HHbIX TeEOpeMm pacrmpeneieHus. MoJy4darcs coomercmyroume
TEOPEMBI NpPEJeJbHOrO PACIpeleNeHus], eC/u C YBeJHYeHUEM CTPEMUTCS K Gec— |

KOHEYHOCTH Kak n, a k |n, TobHee

e k~l/%y' r~2nz \
Teopema 3. Ecim Fx)=G(x), o p1 0 =z2=1

lim P 3 V% sup (Fn(X) = Gn(X)) = y, (E,(E(") +O)+ Gn(‘E(n)_I_O)) <2t =

>0

Y Nz

_" (11‘ v) ;
N2 sy ¥ audn com <o

0. ecau 9=0.

e
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['paunyHO€ pacnpejeieHue aT0ro pacnpejesenns ectb pacnpenesiesne Cuupsosa -
[14], T.e., uaTerpupys no 2, noJy4aem:

V;f'mfug (F<x>—6<x>)<y§—

Ecin unrerpuposath 1o y ot 0 10 oo,
pacnpejiesieHne, OTKyja CJIELyeT,

1—e?, ecim >0
0, ecin y=0.

lim P

TO N0JY4aETCs  PaBHOMEPHOE

4TO0 rpaHuqﬂoe pacnpenenesue

nepemennoro &” copnmagaer c o6uuM pacnpeneneHuem & u 7.
Beepém caepyroniee 0003HaYEHME :

f(x:J’)—‘ Z(—]) (27/+1)e—7(_a+1)~_

Teopema 4. Ecmu F(x)=G(x), 1o g1 0 =2=1

P2 s (R0 = Gu@I <y G0+ +0)<2) —

s e :
V% jff(ll: v)f(u,1—v)dudv, ecm y>0
00
Oy eCJm yéo.

WnrerpupoBanue no z or O jpo 1 npuBOguT K  pacnpeieseHuio
KonamoropoBa—CMupHoOBa OTHOCALIEMYCSI K aOCONIOTHOMY OTKJIOHEHMIO :

im P12 sup |70 — Gul) < py = e 5T ccEmt y>0

>0 ] O, 3 ecﬂn . y§0. :
Teopema 5. Ecm F(x)= G(x), T0 ;

Gl Fo(x) — Go(x
i Vﬁ _sup (Fx)— Gu(x) e
3 (FuE +0)+ Gu(8" +0))

%) - £ £
V_JV?e 4W_%,%(§)dt ecin ¢>0
85 ; :

0, ecam c=0,

n->m

r,ue %% 0603Haqae'r TaK HaSBIBaeMle ¢yskumio Whittaker:

.T_
lvl&w

7 IALEY ¢ DR SR (u_ : Je‘”t“‘*‘"(lﬂ)““‘

€CJIn /

5{e(u—l)>——?, iargz]<7r.
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