REMARQUE SUR LA SOMMABILITE DES SERIES DE TAYLOR
SUR LEURS CERCLES DE CONVERGENCE, I.

par
LiszrL6 ALPAR

1. Le comportement de la série de Taylor sur son cercle de convergence
a été 1’objet de nombreuses recherches. Un résultat particuliérement intéressant
a été récemment obtenu a ce sujet par M. P. TurAN [1].
" Il envisage notamment une fonction f,(z) réguliére dans le cercle | 2z | < 1,
telle que la fonction

z—é’ol

fol2) = h

1— {2

est également réguliere dans le cercle-unité, si le nombre complexe ¢, # 0
est inférieur & 1 en valeur absolue. Il range les fonctions f,(2) et f,(z) dans
une m3me classe, et les considére comme »équivalentes du point de vue de la
théorie des fonctions«; il souléve ensuite le probléme tout naturel: sont-
elles »équivalentes du point de vue de la théorie des séries«. Pour expliquer
ce qu'on entend par cette équivalence il faut formuler la question d’une
maniére plus précise : La fonction f,(2) étant réguliére dans le cercle-unité,
elle peut étre développée en série de Taylor pour |z | < 1, soit

fi(z) = é:a,, P

La question s’énonce alors ainsi: La convergence de cette série au point
2z = 1 a-t-elle pour conséquence nécessaire la convergence de la série

z—C, ~
2) = —| = 2 b,(Co) ?¥
M)IH_%J 20202,
au point
PRl e (v réel)
14&o
solution de 1'équation
z— G,
—=1.
1— 1,2

Sa réponse négative s’exprime par le théoréme suivant :
Etant donné un nombre complexe Cy <=0 dams le cercle-unité on peut
trouver une fonction

an he) = Say2
»=0
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réguliére dans le cercle |z | < 1, telle que la série

(1.2) Sa,
»=0
soit convergente et que la série déterminée par la relation
z—¢
(13) hi=ps| = he = S oo =
1—2{p2
soit divergente au point
s %o
14§

En d’autres termes, malgré la convergence de la série (1.2), la série

e 1
(L4) D' b,(Ly)
r=0

o
144

est divergente, pourvu que la fonction f,(z) soit convenablement choisie.

M. TurAN a démontré encore que la sommabilité au sens d’Abel de la
série (1.1) au point z = 1 a pour conséquence la sommabilité au sens d’'Abel
de la série (1.3) au point z = (1 4+ &,) (1 + ;). En outre, il pose dans son article
différents problémes & résoudre dans le méme ordre d’idées, en particulier :
peut-on conclure de la sommabilité (C,1) de la série (1.2) la sommabilité
(C,1) de la série (1.4)?

C’est ce dernier probléme qui nous intéresse, mais nous traitons une
question un peu plus générale en examinant la sommabilité (C,%) des deux
séries mentionnées ci-dessus, £ étant un nombre entier positif. Nous allons
prouver que la sommabilité (C,k) de la série (1.2) n’entraine pas nécessaire-
ment la sommabilité (C, k) de la série (1.4).

2. Dans ce qui suit nous gardons les notations précédentes et nous
désignons de plus la z-iéme moyenne (C, k) de la série (1.2) par o et par g
celle de la série (1.4). Le théoréme que nous venons d’énoncer peut donc étre
formulé d’une fagon plus précise.

Théoréeme. Etant donné un nombre complexe Co F 0 dans le cercle-unité,
on peut trouver une fonction

(2.1) fi(z) = S ay 2¥
y=0

regulzere dans le cercle |z | < 1, telle que la série > a, soit sommable (C, k
c’est-a-dire que la limite

(2.2) Iim al? =4 < oo

n— oo
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existe, et que la série déterminée par la relation

z2—C = -
(2.3) ? (—] = ha(a) = Sby(ty) 7

1—2¢p2 ¥=0
ne soit pas sommable (C,k) au point

2= Bin C_" y
-2,
autrement dit, que la limite
(2.4) lim B
n— oo

n’existe pas.

Démonstration. [’idée de notre raisonnement est de prouver qu’entre
les o et % on peut établir une relation de la forme

(2.5) Bl = 3 cBCo) o
=0

ou les ¢®)(,) ne dépendent que de n, v, k et ;. La relation (2.5) définit un
procédé de sommation qui serait régulier si les conditions de TorrPLITZ—
SCHUR étaient remplies. Or, nous allons constater qu’il n’existe pas de constante
K telle que I'inégalité

2 e < K
»=0
soit vérifiée pour toutes les valeurs de n. Il existe donc des suites convergentes

{o,} qui se transforment par la matrice [¢{) ($,)] en suites divergentes {r,}.
Posons done

_ Aksa[(r Tk
T [ h

an—l n=12,...

alors

est convergente pour |z | <1 et af® = o, f¥ = 7,. Par conséquent la fonction
f1(2) satisfait aux conditions du théoréme.

Pour arriver & cette fin nous partons d’une relation classique valable
pour tous les | s | <1 et qui lie entre elles les suites {a,} et {a®}:

N % + k n 1 X AR fl(s) you!
d’ou
(2.7) h(8) = (1 — 8)**1Py(s) .

1*
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De méme
- n—{—k) e o
B o =
20
(2.8) &r+g
1 1+¢ g 14¢
:(‘W s n(Co)( 0) = (1_8),{11—=Qk(8)

ou en tenant compte de (2.3)

1+€08-—-Co
: > il 1+ &, .
Qk(s)—'(l_s)k+1fl 1__5 1__}__:0 S

(2.9) "1+,

S il %(i@}
T ) N

qui s’écrit, en vertu de la relation (2.7):
Qx(s) =
! P u+%w—%<+§Tﬂ w+%m—g( mr

@10 A= 1+L—Ca+L0s 1+ Ly — Go(1 4 Lo) s

e ,|17‘i“}0|2(k_:1) r( + é-o) o ( a0 Lo)
[14—50_:0(1"‘:0)3]“1 1+Co_co( )SJ

Les expressions (2.8) et (2.10) nous permettent d’exprimer % & laide du
théoréme de Cauchy :

P, [( +C0)S—€o( +Co)]
g T k) gt — 1L+ G 1+ 8 — Gl +2)s ) ds
k n

27 [1‘*‘50—50( + o) s]+2 N

ou (/) est un contour fermé entourant I'origine dans le sens positif et situé
entiérement & l'intérieur du cercle-unité. Le changement de variable
1446,
e

conduit a 'expression

OP (w——é'o)
n+k (1 4 Co)*+! (144, )" kl—fw dw

(2.12) ( ),3;;«)_ 0 (_ _o] —Gw!
k 271 1+¢, (1 — Cow)k+! an+!

1
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Soit encore

il Co — i
Cow
il en résulte
'n +k ﬂ(") [
(2.13)
-t o) k[1+c°) jk()‘”c" (1 + Loyt do
T o (1 — G 144,
(l5) est une courbe fermée dans le cercle | w | < 1 entourant le point w = — ¢,.
Nous pouvons prendre pour (l,) le cercle 1 > |w | =90 > |{, |, o étant une
constante.

Remplagons maintenant dans (2.13) P, (w) par son expression donnée

sous (2.6):
w)=2 (v—;k)agf)wv’
=0

et nous obtenons & -;c_ k) % sous la forme
‘ n—+k O (v -+ k
2.14 (k) — (k) py(K) ,
(2.14) D AR
ou
1 @ 4G) 144 J 1+, 0|+ N

2.15) p®) el o = R = IE20 v j ok d-17
@18) #90) = 4 T 1+€0)I[_w‘w+€o) (1 + Ly @)1 doo
et par suite i

v+k)
(2.16) ¥ — 2__k_ B(E,) ol = 26%3@0) all

|n+k] y=0

k

sera le procédé de sommation cherché dont nous avons fait allusion avec la
formule (2.5). Si toutes les conditions de la régularité étaient satisfaites,
il existerait une constante K telle que I'inégalité

©

(2.17) 2 e8| < K
v=0

soit vérifiée indépendamment de n. Nous allons démontrer que ce n’est pas
le cas.
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Désignons pour cela par x un nombre différent de zéro et inférieur
a 1 en valeur absolue, soit {, = | {, | ¢ et considérons la fonction suivante:

3

Hylw) = (1) cf(Gg) e o =

v=0
2.18 — . N 1 v(v+kj (R)(E ) g vag? —
(@5 ‘—hmni;;(— ) L Pra(Co) € Xr'=
e
o AR A l+§,}" 1 - A . de
omi (1 — (o) |1 + &, "””"]J (@ + Lyt (1+e ezt
I w|=e

ou la derniére égalité s’obtient a I'aide de la relation

)

2(v+k](_ e“f“xO))”zw.l —
k (1 4 e ez )t

=0

L’intégrale qui figure dans la formule (2.18) peut étre calculée d’'une maniére
explicite. Soit @ = 1/u, alors le cercle | w | = ¢ se transforme en le cercle
|u | = 1/o et nous arrivons & I'expression nouvelle

1 1 = C k+1 (] + C n 1
Hyy(@) = — : 0);,; ( ~0)
2ms (1 — [ 5B (1 4+ &, (n +k
(2.19) k.
F \n+k
% J _“ﬂ] 2 G u)kﬂu_‘_if‘_ ,,,,, :
14 Cou (u4 e B g)ett
1
S
La fonction a intégrer a un péle d’ordre k£ + 1 au pointu = —e~“ z dans le
cercle | u | = 1/p; le pole u = — 1/, se trouve en dehors de ce cercle, car

nous avons supposé 1 > o > |, |. L'intégrale (2.19) peut donc étre déter-
minée par le théoréme du résidu. Ainsi

an(x):
(2.20)
ER R gt EH AP
(1—16012),( l+fo [1+Cou ( + Ou) G=—p M0y

(n—{—k k! duk
c
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Il est facile de prouver par récurrence par rapport a £ que

@ [(atl Pt e
2.21 o . i G 1l —
(2.21) M4h+%J (1+ Zou) ]
S0 u+%)

n - n+k—1 n -+ 1

( )( ) ( 1+Couk-rlll+co
En effet, pour £ =1

[u‘f"co it =(n+41) 1— |G (u‘*“Z-O)n.
du 1+CO (1+Cou)2 1+Cou

Supposons maintenant la relation (2.21) vérifiée pour 1,2, ..., k, et nous

pouvons écrire :

dk+1 u + 50 n+k+ 1 )
1 —_—
M“JL+QJ (+%w]

[
I

6 |Co|2)k (“ + Z‘o "
14+ Cou

d [ da* u 4y |k ‘
=— ] — 1+ &y u)<1.
du 1du’f [(1 + Lou i (&)

=ilm+m”.m+n (v + &) +

du | (1 + Lpu)et?

k) dk L [(u 4Gy |tk 1
LJMIN+%J Gl ]

|

(222) =(m+k)... n4+1)1—]|* u+&) ]+

d
&Eh+QW1+g

K * \n
e e
0
= d [ 1 u 4 o |+
=n4k)... 01— &2 0
+—_Jmm_u+§rl:
(1 4 Couy+t 1+ Coul |
(1= |Colz)k+1 u + 4‘-o ]"
= k41 k... 1 .
(n+k41)(n+k) m+)a+%mﬂzl+%u
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La relation (2.21) est donc vérifiée. Nous en déduisons pour H,,(z) sa forme
définitive :

b= [
(2.23) + L) 1 =[Gl ) — [l
= (— 1)ne—ina (1 +CO]" 14+, Vi — |G "'
| 14+4) 1 —Gle) 1 —[G|=
Par la suite la fonction
Ico <
2.2
e 1—[co|x) = IS @

jouera un role important. C’est M. B. M. BAJSANSKI [2] qui s’est occupé des
fonctions de ce genre, données par cette derniére formule, et la relation

(2.25) lim 2‘ Am((Co) | o e

n—»oo =

est une conséquence directe du théoréme 3. de son essai.

Pour pouvoir profiter de cette circonstance nous devons développer
(1— [Col 2)*t1 H,;(x) selon les puissances de @. Or, un calcul simple nous
conduit a I'identité

(L= }Co!x)kHan(x) =

el E(_l)v[g(k+; HAH'}C',e,mp(k) ,(Zo)Je;mxv:

>~
St
-
Il
(=)

ﬁé!)nl Eoyk+1
14 E (1 + &)

x — |G|

e —ina
=i 1|22

11 faut remarquer que
d’apres (2.25)

5 —l*— 1} = 0 pour tous les I > k + 1. Par conséquent

(2.27)  lim

1
SRk
k

=limL,= + o .

n— oo
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Mais
1
. k k41 -
(228) L,< n-}-lc] ( T gl e =
=0 (=0
]
(1+[&| "“2 ik PGl -
.
Et par suite
5 [P ]
lim L, < (1 + [&))*t! lim 2 _kL P =
(2.29) k J

= (1 + |§))*** lim 2]0"‘3(50)1 e 00

n—ow =0

La condition (2.17) ne peut donc pas étre remplie. Il n’existe pas de
constante K telle que 'inégalité

2 [e®Co)| < K
p=0
soit vérifiée pour chaque valeur du nombre z. Ce qui prouve notre théoréme.

(Regule 20 Février 1958.)
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Euler-Borel“. Publications de I'Institut Mathématique de I’ Académie Serbe des
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MEGJEGYZES A TAYLOR-SOR SZUMMABILITASAROL
A KONVERGENCIAKORON, 1.

ALPAR L.
Kivonat
A szerz6 egy TurAN PAL 4ltal felvetett kérdésre ad vilaszt. TuRAN

kimutatja (sajtoé alatt levé [1] dolgozataban), hogy ha 0 < | {, | < 1, akkor
taldlhaté olyan, a |z | < 1 korben regularis

(1) he)=2 a2,
v=0
tiggvény, melynél a
2) Sa,
y=0

sor konvergenciaja ellenére, a lz _50 transzformacié segitségével eléallitott

z—¢ S
(3) h 20| = folz) = 2 by(lo) 2

1—C,2 -0

és azegységkorben szintén regularis fiiggvény hatvinysora a (z—&,)/(1—,2) =1
egyenlet megoldas-pontjaban, a z = (1 + &,)/(14¢,) pontban divergens. TURAN
még azt is bebizonyitja, hogy ha az (1) sor a z = 1 pontban Abel-szummélhatd,
akkor a (3) sor a z = (1 + &,)/(1 + &,) pontban ugyancsakAbel-szummélhaté.
Kérdése az, hogy a (2) sor (C,1) szummaéalhatdsagabdl feltétleniil kovetkezik-e
a (3) sor (C,1) szummalhatésaga is a z = (1 4 {p)/(1 + L“O) pontban.

A szerz$ azt az altalanosabb tételt mutatja ki, hogy ha % tetszdleges
pozitiv egész szam, akkor a (2) sor (C,%k) szummalhatésagibol nem feltétleniil
kovetkezik a

S A
4 by =
@ S0 |5

sor (C,k) szummalhatdsaga.
A bizonyit4s lényege a kivetkezs: Jelolje af® a (2) és ¥ a (4) sor n-edik
(C, k) kozepét. Kimutatjuk, hogy az a®-ek és p-ek kozott talalhaté olyan

0

[ ¢ &) -
(5) B = D eW(Ly) afP

alakt kapesolat, ahol ¢®)(l,) csak az n, v, k és {, értékektdl fugg. Az (5) Gssze-
fiiggés szummaécids eljarast definial, amely permanens, ha [¢{f)({,)] méatrixa
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kielégiti a TorprLitz—ScHUR-féle feltételeket. Bebizonyitjuk, hogy ennek
ellenkezéje igaz, amennyiben igazoljuk, hogy nincs olyan K allandd, amelyre a

2 ic(k)(so

egyenl6tlenség minden n-re teljesiilne. Van tehdt olyan konvergens {o, }
sorozat, amelynek {7,} transzformaltja divergens. Legyen ezutan

n+k) J
O’n ’

an:Ak+l[ k

akkor az

f1(z) mza,z‘

=0

sor konvergens a |z | < 1 kérben és ol = g, f¥ = 7,, azaz f,(z) éppen
a tétel kovetelményeinek megfelel fiiggvény.

3AMEYAHHUE 0 CYMMHUPYEMOCTH PsiJA TAYLOR-A
HA OKPY)XHOCTH CXOJHUMOCTH, I

L. ALPAR
Pe3iome

ABTOp faeT 0TBET Ha OJMH BOIpOC, nocraBjeHHbld P. TURAN-oM. TURAN
noKasas (B 0HOM Haxoasieiics B meyatu pabote [1]), uto ecim 0 < |§,| < 1, To
CYIECTBYeT TaKasi, peryjsipiasi B Kpyre |z | < 1 ¢yHxumus

(1) hiz)= 2 a2
=0
4qTo, HeCMOTpﬂ Ha CXOJHUMOCTb p;ma
(2) oy
v=0

CTENeHHOM Psii MOJYYeHHOH ¢ momowibio npeodpasoBanmi (z — Co)/(1 — &42) B
€IMHHYHOM Kpyre TakyKe perynﬂpuoﬁ (hyHKUMK

z— e

3) ( 0] = h(e) = bl

. 1+, % o
pacxoautess B Touke 2z = (1 4 Lo)/(1 + {,) Tae 2z Takas TOYKa, YTO
(z — &o)/(1 — {p2) = 1. TURAN jpokasan Tarke, uto ecau psia (1) cymmupyem
no Abel-i0 B TOUKe 2 =1, TO TO >K& camoe HMeeT MeCTO B TOYKE z =
= (1 + &o)/(1 + &) anst psaga (3). Ou crpaumBaer : 00513aTebHO CJIEAYeT JIU
u3 cymmupyemoctd (C,1) psina (2) cymmupyemocts (C,1) psina (3) B TOuke
2= (1481 +E)?
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ABTOp J0Ka3blBaeT (oJiee 00LLYI0 TEOPEMY, COTJIACHO KOTOPOi NpH Jo6om
1eJI0M nosoykuteabHom k u3z cymmupuemoctu (C,k) psina (2) He 06s13aTesIbHO
cnenyer cymmupyemoctb (C, k) psina

) bty mf+ﬂ

v=0 1+Co

CywHocTb J0KasatenbcTBa Takosa : Ilycrb ol u % oGosznauaer n-vie
cpemme (C k) pspoB (2) u (4) COOTBETCTBEHHO. I[OKaSblBaeTCﬂ 4YTO MEXAYy
o u B% umeeT MECTO COOTHOLIEHHE THMA

(5) B = 2 e (Co) «57)

rae (o) 3aBUCUT JIMWIb OT 11, V, k U go CooTHoueHKE (D) onpesesieT Nporecc
CYMMMpPOBaHUsI, KOTOPBIN PeryJisipHplii ecin matpuua [c$)(Co)] yroBnerBopsieT
ycnoBulo TOEPLITZ—SCHUR-a. Jl0Ka3biBaeTcsl, YTO MMEET MEeCTO INpPOTHBHOE:
He CyLIecTBYeT TaKoi MOCTOSAHHOK K 151 KOTOPOH HepaBeHCTBO

V' k |

P 10( )( L)l < K

=0
vmMeJ1 651 MecTo /15t BeeX 7. TAKUM 06pasoM, CyIIeCTBYeT TaKasi CXOAsAILAsICSs TocJIe-
J0BaTeNbHOCTb {0, }, mpeoGpasoBaHHast KoTopoii — {7,} pacxoaurcst. Tlyctb
(n + k

%=Aﬂﬂ roraa pax fo() = 3 ay
-

cxopmrca B Kpyre [2| < luald =@, 0 =1, T. €. q)yHKuuﬂ f1(z) ynosie-
TBOPsieT TPeOOBAHUSIM TEOPEMBI.
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