UBER DAS THOMSONSCHE PRINZIP
von

Gtza FREUD

In elektrischer Formulierung leutet das Thomsonsche Prinzip bekanntlich
folgendermassen : K, sei ein elektrostatisches Feld, das von den Ladungen
Qy, Qs, ..., @, erzeugt wird, welche auf den sich paarweise nicht berithrenden
und nlcht durchdringenden elektrisch leitenden Korpern K, K,, ... K,
mit den Oberflichen F,, F,, ..., F, verteilt sind. Die Ladung auf F; sei Q,
Es sei E ein anderes Vektorfeld welches, sowohl wie E, die hlgensohaft

(1a) [Ear==x0,
i

besitzt. Hier muss an der rechten Seite iiber alle Indices 7 summiert
werden, fiir die K, innerhalb des von der geschlossenen Fliche F begrenzten
endlichen Gebietes liegt. (1a) soll fiir jede solche geschlossene Fliche F gelten,
welche keines der K; schneidet. Erstreckt sich der Raum ausserhalb der K,
ins Unendliche, dann wird auch die Giiltigkeit von

B =01r%

vorausgesetzt. Wie iiblich, bedeutet » den Abstand von einen festen Aufpunkt.

Die rechte Seite in (1a) bedeutet hier die Summe der Ladungen innerhalb
der geschlossenen Fliche F mit dem Flichenelement df. Dann ist die elektro-
statische Energie des tatsidchlich auftretenden Feldes E, die kleinste, die bei
verschiedener Wahl des fiktiven Feldes E entsteht :

(2a) iJEg dr < iJ E2dr
(d7 ist das Volumenelement).

Ks gibt auch eine gleichwertige Formulierung dieses Prinzipes fiir
stationdre Strome. K,, K,, ..., K, seien vollkommene Leiter, denen also
keine Potentialunterschiede infolge Leitungsstrome entstehen. Diese Leiter
seien in ein homogenes Medium endlicher Leitfihigkeit eingebettet und auf
fest gehaltenen Spannungen gehalten. Das Feld der Stromdichte des ent-
stehenden stationdren Stromes sei 7,. Dies soll mit einem Felde i verglichen
werden, welche dieselben Quellen und Senken wie zo besitzt. In Formeln
heisst es

(1b) §idf =& i, df
y . F F
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fiir jede geschlossene, die K; nicht schneidende Fliche F. Anschaulich bedeutet
dass dass aus jedem Leiter derselbe Gesamtstrom fliesst und im Felde
keine weiteren Quellen und Senken vorhanden sind. Dann ist der Wirmeverlust
bei i, am niedrigsten. Nach Unterdriicken konstanter Faktoren, lautet das
formelmissig

(2b) ji%dt§ji2dr -

Der gemeinsame mathematische Inhalt dieser Behauptungen besteht darin,
dass unter Feldern mit gleichen Quellen und Senken das Wirbelfreie das kleinste
Quadratintegral besitzt.?

In der praktischen Elektrotechnik hat es eine immer wachsende Bedeu-
tung, die Stromverteilung in Leitern zu studieren, in welchen zwischen Strom
und Spannung ein nichtlinearer Zusammenhang besteht. Meistens ist die
Spannung gleich einer Potenz der Stromstirke. Das Thomsonsche Prinzip
ist in der oben formulierten Allgemeinheit leider falsch. Doch werden wir
zeigen, dass unter weiterer Einchriinkungen der Konkurenzfelder eine Variante
des Prinzipes giiltig bleibt.

Satz. Die vollkommenen Leiter K, K,, . .., K, seien an fest gehaltenen
Spannungen gelegt und in ein homogenes Medium eingebetett, in welchem
das Potenzgesetzt

(3) E =oa1°"1% (o =0 ;5> 0)

2wischen den Vektoren der Stromdichte und dem Vektor des elektrischen
Feldes besteht, wobei E der Vektor der elektrischen Feldstirke ist, © der
Vektor der elektrischen Stromdichte, wund i der Betrag des letzteren. Ks
entstehe im Medium das elektrische Feld E, und der Stromverlauf i,. Wir
betrachten nun solche Konkurrenzverteilungen i des Stromes, welche die
Qleichung (1b) befriedigen und denselben Stromlinienverlauf wie i, lesitzen,
d.h. i und i, sind in jedem Punkte parallel und gleichgerichtet. Wir berechnen
aus i ein fiktives elektrisches Feld E nach (3). Behawptet wird, dass der
Awusdruck der Verlustleistung

(4) W=y |Ride

fi i =iy, E = E, am kleinsten ausfillt.

Dieses Prinzip scheint geeignet zu sein, die Stromverteilung angenihert
zu berechnen, falls das Stromlinienbild in guter Niherung vorhanden ist.
Beziiglich Anwendungen sei auf eine folgende Arbeit von Herrn J. RINAGEL
verwiesen.

Beweis. Das tatsichlich entstandene Feld K, besitzt ein Potential :
(5) Ey= —grald .

Nach Voraussetzung ist :
t=il L)% »

1) Es werden auch Oberflichenwirbel mitberiicksichtigt, d.h. die Komponente
von E entlang der Oberfliche muss in jedem Punkte der F; verschwinden.
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wobei @ > — 1 eine skalare Ortsfunktion mit div (z1,) = 0 bedeutet. Wir
bilden eine einparametrige Schar von zugelassenen fiktiven Stromverteilungen
(6) i(e) = (1 4 ea)d, 0<e<l1

bilden hieraus E(e) nach (3) und zeigen, dass der Ausdruck
(7) Wie) = ;_‘[ E(e)i(e) dr
seinen kleinsten Wert fiir ¢ = 0 annimmt. Man erhilt nach einigen Rech-

nungen
L1 — %JEO(x iy) dT = — ———Jgrad D(x1y) dv =

de

e=0

T E%J civ (P iy) dr + ﬁ + IJ(DdiV (x1y) dr

Nach (1b) ist div (zi,) = 0, daher verschwindet das zweite Glied. Das Integral
im ersten Gliede ist gleich

n -
o, (j)xiodt :
v=1 15"

wobei F, die Oberfliche von K, bedeutet und @, der konstante Wert von
@ auf K, ist. Nach (1b) miissen nun alle Integrale iiber die einzelnen F,
verschwinden. Es ergab sich also

aw
8 =], ==l
@ e
Es ist weiter
(9) flzzi(‘g_*_l)ﬂf(l+8x)ﬂ—lx2ig+1dr> 0
de? 2

falls 2 nicht identisch verschwindet. Aus (8) und (9) ersieht man, dass W (e)
fiir ¢ = 0 tatsichlich am kleinsten wird, w. z. b. w.

(Eingegangen 20. May. 1958.)

A THOMSON-ELVROL
FREUD G.

Kivonat

iV A Kl, K,, ..., K, idedlis vezetSk olyan elektromosan vezetd kozegbe
vannak dgyazva, melyben az E elektromos térerésség vektor és az i aramsuru-
ség vektor kozott az

E=oai-13 =10, 8i=10
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nem-linedris kapcsolat all fenn. Legyen E,, i, az a ténylegosen kialakul6
elektromos tér és aramelosztds, amelynél a K; vezet6bdl I; dram lép ki
(j=1, 2, ..., n). Tekintsitk az olyan fiktiv ¢ arameloszlasokat melyeknek
forrasai és nye101 i,-lal azonosak, azaz amelyeknél minden zart F feliiletre

fidf = §i,df
F F

teljesiil és az ¢ vektor minden pontban ugyanolyan irinya, mint i;. Ebbdl az
i fiktiv arameloszlasbél az

$Edf= =

i=1
W=1[Eid

képletekkel szamitott fiktiv wattveszteség akkor a legkisebb, ha i = 1i,.

0 NMPUHLUHUIE THOMSON-A
G. FREUD

Pe3iome

WUneanbHble npoBofHUKU K, K, ..., K, 1OMEIEHb B TAKYI0 JJIEKTpPH-
YecKy MPOBOJISIYI0 CPely, B KOTOPOH MeXIy BEKTOPOM 3JIEKTPUYECKON CHJIbI
nosisi E ¥ BEKTOPOM IJIOTHOCTH TOKA ¢ MMEET MECTO HeJIMHeiHasi CBA3b

E=a"1% =05 B =10 .

Myctb Ey, iy CyTb J€iCTBUTEJIbHO BO3HUKAIOLINE DJIEKTPUYECKOE T10J1e U pacipe-
JleJIeHHe TOKA, ITPU KOTOPOM M3 NPoBoAHMKA K ; BBIXO/IUT TOK Lili=1,25...; 1)
PacecmoTpum Taxkue GUKTUBHBIE pacnpeneneﬂuﬂ TOKA i, 151 KOTOprX 1151 BCSIKOI
3aMKHYTOI ITOBepXHOCTM F uMMeeT MmecTo

$idf = diydf
F F

M HanpaBJeHHe BEKTOpa @ B KaJXK/10i TOUKe COBNAJaeT ¢ HampapieHueM iy s
9TOro (UKTHBHOIO paclpeesIHUsl ToKa & (MKTHBHASI BAaTTOBAsl 110Tepa, BbIUK-

ciasiemast hpopmyJiamu

fEdf= 30,
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HaVMeHbIIAsi TOT/Ja, KOTAa & = .
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