EIN BEWEIS DES WEDDERBURN--ARTINSCHEN STRUKTURENSATZES

von
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Einleitung

Unter einem halbeinfachen Ring verstehen wir einen assoziativen Ring,
der kein von Null verschiedenes nilpotentes Linksideal besitzt und in dem fiir
die Linksideale die Minimalbedingung gilt. In dieser Arbeit geben wir einen
kurzen, elementaren Beweis des Wedderburn-Artinschen Strukturensatzes.
Der Beweis beniitzt wesentlich nur das wohlbekannte Ergebnis von E.
NoEerHer (Hilfssatz 1).

Fiir die gefillige Hilfe in der Abfassung dieser Arbeit spreche ich
meinen herzlichen Dank Herrn Professor L. Fucus aus.

§ 1. Hilfssitze

Hilfssatz 1 (E. NoeTHER). Ein halbeinfacher Ring R besitzt ein Einselement
e und ist die direlte Summe wvon endlich vielen minimalen Linksidealen
Re,,. . ., Re,,, wo &, ..., &,orthogonal idempotente Elemente mit ¢ = & + . .. +
+ ¢, sind.V

Hilfssatz 2. Die minimalen Linksideale Re,, Re, (2 = ¢, & = &) eines
(assoziativen ) Ringes R sind dann und nur dann als R-Moduln operatorisomorph,
wenn e Re, von Null verschieden ist.

Beweis. Sind Re; und Re, operatorisomorph, und gilt bei einem gege-
benen Operatorisomophismus ¢, — gg, (=0 ; p€R), so folgt ¢, = g8, — ¢,0¢,,
also ¢, Re, 0.

Es sei €06, %= 0 (a € R). Die Abbildung

(1) 08 —=>08; &8 (e€R)
ist offenbar ein Operatorhomomorphismus von Re; in Re,. Da das Bild von
g;g; = ¢ in (1) das Element e?ae, = gae, (5 0) ist, liefert (1) einen Operator-
isomorphismus von Re, auf Re,.

Hilfssatz 3. /st | ein minimales Linksideal eines (assoziativen) Ringes
R und e(== 0) ein idempotentes Element in |, so ist el ein Schiefkirper mit dem
Einselement e.

Beweis. ¢ ist ein Unterring von £ mit dem linksseitigen Einselement &.
Da fiir ein beliebiges Element ei (% 0; 2€[) von & die Gleichung [-éel =
und deshalb el - ¢4 = &l gilt, existiert ein Element 1’ (55 0 ; A€() mit el - eA =
—= ¢, womit Hilfssatz 3 bewiesen ist.

1) Fiir den Beweis s. § 123 der Algebra, 11.von B. L. vAN DER WAERDEN (Springer,
Berlin, 1955).

63



64 STEINFELD

§ 2. Beweis des Wedderburn-Artinschen Satzes

Der Wedderburn-Artinsche Strukturensatz. Fin halbeinfacher Ring R
ist die (ringtheoretische) direkte Summe von endlich vielen Unterringen, deren
jeder einem wvollen Matrizenring diber einem Schiefkirper isomorph ist.

Beweis. Nach Hilfssatz 1 gilt

(2) R=Re+ ...+ Re, ,
(3) e=¢&+ ... +é&n (B=¢e; 56,=0 fliciEl; i,b=1...,m),
wo ¢ das Einselement und Rey, . . ., Re, minimale Linksideale von R bezeichnen.

Offenbar kann man voraussetzen, dass in (2) die minimalen Linksideale
als R-Moduln in Klassen operatorisomorpher eingeteilt sind. Da sich die
nicht-operatorisomorphen Linksideale unter Re,, ..., Re, infolge Hilfssatz
2 paarweise annullieren, bildet die direkte Summe der Linksideale, die in
derselben Klasse sind, ein zweiseitiges Ideal von B und deshalb ist B die
ringtheoretische direkte Summe von diesen Idealen. Nach einer geeigneten
Umordnung kann man erreichen, dass z. B.

(4) a=Re+ ... +Rey (1< h < m)
ein solches Ideal mit dem KEinselement
(5) g=g+4+...+¢&, (Be=g,; 8.86,==0 izl i, 8= .8

ist. Es geniigt zu zeigen, dass a einem vollen Matrizenring iiber einem Schief-
korper isomorph ist. Da fiir ein festes Element 6,(= 0) von g.Re; (i = 1, . . ., h)
das Produkt Re;-d; ein von Null verschiedenes Linksideal von R in Re,
ist, gilt Re, -0, = Re,, woraus ¢ Re; -0, = ¢, Re; folgt. Dies bestitigt die
Existenz eines Elementes 0% (5~ 0, €&, Re;) mit

(6) 8%, =g, (= ISR )
0,0% (€¢;Re;) ist wegen (6) idempotent und wegen 0,070, = 9,6, = ;5 0 von
Null verschieden. Da 8Re; (¢ = 1, ..., k) nach Hilfssatz 3 ein Schiefkérper
(mit dem Einselement ;) ist, besteht

(7) 0,07 =¢; =1, ...sl)-

So kann man voraussetzen, dass die Elementepaare §; (50) und
0¥+ 0; ¢ =1,..., k) mit den Eigenschaften (6) und (7) ausgewihlt sind.
Betrachten wir die Abbildung

®8) a— || 8Fad,|| (@€a; &,j=1,...,h),

wo die rechte Seite eine A-reihige quadratische Matrix iiber dem Schiefkérper
&, Re; = K bezeichnet. Nach (8) wird a in den vollen Matrizenring K, vom
Range A2 iiber K abgebildet und die Homomorphieeigenschaft gilt beziiglich
der Addition trivialerweise. Da infolge (5), (7) und (8) fiir die Elemente
a,f(€a)

| | A
af —||8fapd)|| = [|Fae’Bo)| =i > 5?a8kﬁ‘5j!= .l > 0tad 5B =
k=1 k=1 !

= [|0Fad;|| - ||67B9;]
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richtig ist, ist (8) auch beziiglich der Multiplikation eine homomorphe Abbil-
dung.

Wir zeigen jetzt, dass jede Matrix || o;; || (¢;;€ K) von K als Bildelement
in (8) vorkommt. Wegen (4), (6), (8) und der Orthogonalitit der idempotenten

Elemente ¢, ..., &, hat || g;;|| in (8) das Urbild
h
> 80,07 €a.
ij=1
Ist zuletzt das Bild von a(€ a) die Nullmatrix, so gilt 6¥ad;, = 0 (4, j =
=1, ..., h), woraus wegen (5), (7) die Gleichung '

/=

' 8, 0Fad, 0F =0

£

h
o = ag’ = 2 g0E; =
=1 1

Il

i}]
folgt.
Damit ist der Beweis vollendet.

Bemerkung. Aus dem vorigen Ergebnis ergibt sich der zweite Wedder-
burn-Artinsche Strukturensatz iiber einfache Ringe.

(Eingegangen 20. Februar 1958.)

A FELIGEGYSZERU GYURUK WEDDERBURN— ARTIN-FELE
STRUKTURA-TETELENEK EGY UJ BIZONYITASA

STEINFELD O.

Kivonat

Egy (asszociativ) gytri{it, amelynek nincs zér6tél kiilonbo6z8 nilpotens
balidedlja, és amelynek balidedljaira teljesiil a minimum-feltétel, feligegy-
szerdinek neveziink.

E dolgozatban egy olyan 1j, rovid bizonyitast adunk a féligegyszer(i
gylriik nevezetes WEDDERBURN—ARTIN struktiratételére, amely lényegileg
csak a NorrHER-féle alaptételre tamaszkodik.

HOBOE JOKA3ATEJIbCTBO CTPYKTYPHOW TEOPEMBI
WEDDERBURN—ARTIN-A ITOJIYITPOCTbIX KOJIEL]

O. STEINFELD

Pe3iome

AcconMaTuBHOE KOJIbLO, KOTOPOE HE MMeeT OTJIMYHBIX OT HYJSI HUJIBIIO-
TEHTHBIX JIEBBIX WJI€AJIOB, JUISl JIEBBIX W/€aJI0B KOTOPOrO BBINOJIHEHHO YCJIOBHE
MHHHMYMA, HAa3bIBACTCsT I10JIYIIPOCTBIM.

B Hacrosiucii paboTe jaeTcst Takoe HOBOE, KOPOTKOE JJ0Ka3aTesbCTBO YKa-
3aHHOI B 3aroJI0BKe T€OPEMBI, KOTOPOE 10 CYLIECTBY ONMPAETCS JIMIIbL HA OCHOB-
Hy10 Teopemy NOETHER.

5 A Matematikai Kutat6é Intézet Kozleményei I11./1—2.
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