
EIN BEWEIS DES WEDDERBIJRN—ARTINSCHEN STRUKTURENSATZES 

von 

OTTÓ S T E I N F E L D 

Einleitung 

Unter einem halbcinfachen Ring vers tehen wir e inen assoziativen Ring, 
der kein von Null verschiedenes ni lpotentes Linksideal bes i tz t und in dem für 
die Linksideale die Minimalbedingung gilt. In dieser Arbe i t gehen wir einen 
kurzen, elementaren Beweis des Wedderburn-Art inschen Strukturensatzes . 
Der Beweis benützt wesentlich nur das wohlbekannte Ergebnis von E. 
N O E T H E R (Hilfssatz 1). 

F ü r die gefallige Hilfe in der Abfassung dieser Arbeit spreche ich 
meinen herzlichen Dank Herrn Professor L. F U C H S aus. 

§ 1. Hilfssätze 

Hilfssatz 1 ( E . N O E T H E R ) . Ein halbeinfacher Ring R besitzt ein Einselement 
s und ist die direkte Summe von endlich vielen minimalen Linksidealen 
Rev. . ., Rem, wo sv . . ., em orthogonal idempotenteEUmente mit 6 = + . . . + 
+ sm sind.D 

Hilfssatz 2. Die minimalen Linksideale Ren Rek (ef = £,, ek - ek) eines 
(assoziativen) Ringes R sind dann und nur dann als R-Moduln operatorisomorph, 
wenn etRek von Null verschieden ist. 

Beweis. Sind J?e, u n d Rek opera torisomorph, und gilt hei einem gege-
benen Operatorisomophismus £,-»- gek (фО ; gdR), so fo lgt e, = е,е, —> е(дек, 
also e, Rek =f= 0 . 

Es sei £,a£A. ф 0 ( a £ R ) . Die Abbi ldung 

(1) ß£, >• ge, aek (e€-ß) 

ist of fenbar ein Opera torhomomorphismus von Ret in Rek. Da das Bild von 
£,£,• = £, in (1) das Element s2aek = е,аел (ф 0) ist, liefert (1) einen Operator-
isomorphismus von Rel auf Rek. 

Hilfssatz 3. Ist Í ein minimales Linksideal eines (assoziativen) Ringes 
R und е(ф 0) ein idempotentes Element in l, so ist d ein Schiefkörper mit dem 
Einselement e. 

Beweis. H ist ein Unter r ing von R mi t dem linksseitigen Einselement £. 
Da fü r ein beliebiges E lement еХ{ф 0 ; A£í) von eI die Gleichung l • eX = l 
und deshalb EI • e). = H gilt, existiert ein Element e?.' ( ф 0 ; l 'Ç l) mit el' • el = 
= E, womit Hilfssatz 3 bewiesen ist. 

О Für don Beweis s. § 123 der Algebra, II. von B. L. VAN DEK WAERDEN (Springer, 
Berlin, 1955). 
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6 4 STEINFELD 

§ 2. Beweis des Wedderburn-Artinschen Satzes 

Der Wedderburn-Artinsche Strukturensatz. Ein halbeinfacher Ring R 
ist die (ringtheoretische) direkte Summe von endlich vielen Unterringen, deren 
jeder einem vollen Matrizenring über einem Schiefkörper isomorph ist. 

Beweis. Nach Hilfssatz 1 gil t 

(2) R = R£l+ . . . +Rem , 

(3) £ = £ ! + . . . + £ „ , (fif = £j ; Bj ek = 0 f ü r i Ф к ; i,k = 1 , . . . , m). 

wo £ das Einse lement u n d ß ^ , . . ., Rsm minimale Linksideale von R bezeichnen. 
Offenbar k a n n man voraussetzen, dass in (2) die min ima len Linksideale 

als ß -Moduln in Klassen opera tor i somorpher eingeteilt s ind. Da sich die 
nicht-operator isomorphen Linksideale un t e r Rev . . ., Rem infolge Hi l fssa tz 
2 paarweise annull ieren, b i l de t die d i rekte Summe der Linksideale, die in 
derselben Klasse sind, ein zweiseitiges Idea l von R u n d deshalb ist R d ie 
r ingtheoret ische direkte S u m m e von diesen Idealen. N a c h einer geeigneten 
Umordnung k a n n man er re ichen , dass z. B. 

(4) a =Re1 + . . . +RE„ ( l ^ h ^ m ) 

ein solches Idea l mit dem Einselement 

(5) £' = £ ! + . . . + £ „ (£? = £,; BiEk = 0 Шт1фк; i , k = l , . . .,h) 

i s t . Es genüg t zu zeigen, dass а einem vollen Matr izenring über einem Schicf-
körper i somorph ist. Da f ü r ein festes E l emen t Б^Ф 0) von bÍRe1 (г = 1, . . ., H) 
das P r o d u k t Re( • öt ein v o n Null verschiedenes Links idea l von R in Re± 
ist , gilt ß£, • ő, = Rev w o r a u s e, Kei • ő, = e1Re1 folgt. Dies bes tä t ig t die 
Existenz eines Elementes ôf (ф 0, Ç ОР £ , ) m i t 

(6) 6fôl = e1 (»•=!, ...,*)• 

<5,(5* (£ £,ß£,) i s t wegen (6) i dempoten t u n d wegen ÔiÔ*di = <5,^ = <5, ф 0 v o n 
Null verschieden. Da 81Reí (г = 1, . . ., h) n ach Hilfssatz 3 ein Schiefkörper 

( m i t dem Einselement £,) i s t , besteht 

(7) 6,6* = £,. ( • = 1 Ä). 

So k a n n man voraussetzen, dass die E l emen tepaa re <5,- (=^0) u n d 
б*(ф 0 ; i— 1, . . ,,h) m i t den Eigenschaf ten (6) u n d (7) ausgewählt s ind . 

Be t rach ten wir die Abbi ldung 

(8) а-*||<3?а<5,.|| ( a ( e ; i j = l *), 

wo die rech te Seite eine h- reihige quadra t i sche Matr ix ü b e r dem Schiefkörper 
e1Re1 = К bezeichnet . N a c h (8) wird а in den vollen Matr izenr ing KH v o m 
Range h2 über К abgebi ldet u n d die Homomorph iee igenschaf t gilt bezüglich 
der Addi t ion trivialerweise. D a infolge (5), (7) u n d (8) f ü r die E l e m e n t e 
<*,ß(t а) 

h 
aß -> \\öfaßdj\\ = \\0fae'ß6j\\ = \ V ôfae^ôj 

\ k^i 

л 
2 6*aökd*ßöj 
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richtig ist, ist (8) auch bezüglich der Multiplikation eine homomorphe Abbil-
dung. 

Wir zeigen jetzt , dass jede Matrix || Qtj || (qu £ К) von KH als Bildelement 
in (8) vorkommt. Wegen (4), (6), (8) und der Orthogonal i tä t der idempotenten 
Elemente еъ . . ., eh h a t || j>iy|| in (8) das Urbild 

2 € a-
i,i= 1 

Is t zuletzt das Bild von a(£ a) die Nullmatr ix, so gilt ôfaôj = 0 (г, j = 
= 1, . . ., h), woraus wegen (5), (7) die Gleichung 

л л 
а = e'a.e' = 2 eiaej = 2 ' ' à* = 0 

ij= l i,j= l 
folgt. 

Dami t ist der Beweis vollendet. 
Bemerkung. Aus dem vorigen Ergebnis ergibt sich der zweite Wedder-

burn-Art insehe S t ruk turensa tz über einfache Ringe. 

(Eingegangen 20. Feb rua r 1958.) 

A FÉLIGEGYSZERÜ GYŰRŰK WEDDERBURN—ARTIN-FÉLE 
STRUKTÚRA-TÉTELÉNEK EGY ÚJ BIZONYÍTÁSA 

STEINFELD О. 

Kivonat 

Egy (asszociatív) gyűrű t , amelynek nincs zérótól különböző ni lpotens 
balideálja, és amelynek balideáljaira tel jesül a minimum-feltétel, ftligegy-
szerünek nevezünk. 

E dolgozatban egy olyan új , rövid bizonyí tás t a d u n k a féligegyszerű 
gyűrűk nevezetes W E D D E R B Ü R N — A R T I N s t ruktúraté te lére , amely lényegileg 
csak a NoETHER-féle a laptételre támaszkodik. 

НОВОЕ ДОКАЗАТЕЛЬСТВО СТРУКТУРНОЙ ТЕОРЕМЫ 
WEDDERBURN—ARTIN-A ПОЛУПРОСТЫХ КОЛЕЦ 

О. STEINFELD 

Резюме 
Ассоциативное кольцо, которое не имеет отличных от нуля нильпо-

тентных левых идеалов, для левых идеалов которого выполненно условие 
минимума, называется полупростым. 

В настоящей работе дается такое новое, короткое доказательство ука-
занной в заголовке теоремы, которое по существу опирается лишь на основ-
ную теорему N O E T H E R . 

5 A Matemat ika i K u t a t ó In lóze t Közleményei I I I . / 1 — 2. 
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