KETPOLUSU ELEKTROMOS HALOZATOKROL, II.
ADAM ANDRAS

Bevezetés

E dolgozat az azonos cimd, I. sorszamu dolgozat folytatisa. Az ett
hasznalt terminologiat kiilon megallapoddsok nélkill tovabb alkalmazzuk.
fgy (ha mést nem mondunl\) grafon Veges grafot értiink, amelyben kitiintet-
tink egy kezdGpontot és egy végpontot, és amoly aT és T, tuld_](]OIISngkIlak
(lasd : [1], 1. §, 213. oldal) eleget tesz. Pontok és élek egy 4,4, &y, 44, &y, . . .,
A1, k,, Ay (K = 2) sorozatat zdrt dinak nevezzik, ha az Ay, Ay, ..., A,
pontok péronként kiillonboznek, és barmely k; él (1 < ¢ < n) a sorozatban
vele szomszédos pontokat kiti 0ssze. Az A, pontot a zart Gt zdrdddasi pontjanak
nevezzik, az 4,, A,, ..., 4, -, pontokat a zart Gt belsé pontjainak.

Az 6sszes grafok jellemzése a soros és parhuzamos kapcesoldssal szemben
irreducibilis grafok leirasin mulik. Dolgozatunkban ezen irreducibilis grafok
bizonyos osztilyanak szerkezetébe fogunk (nem teljes) betekintést nyerni.

Az [1] dolgozat 2. tétele szerint barmely irreducibilis grafban van kettds
él. (Irreducibilis grafon mindig egynél tobb élt tartalmazé irreducibilis grafot
értiink.) Ez a tény lehetdséget nyujt egy irreducibilis graf palydinak, éleinek,
tovabbd maguknak a grifoknak a kovetkezd osztilyozisira.

Els6faja palyanak neveziink egy palyat, ha egyik éle sem kettds él;
masodfaju palydnak, ha athalad legalibb egy kettds élen.

A tipusu élnek neveziink egy élt, ha barmely rajta dtmend pilya elsé-
faji. B tipust élnek neveziink egy élt, amelyen legalibb egy elséfaja és leg-
alabb egy masodfaji palya atmegy. C tipustu élnek neveziink egy nem kettds
élt, ha barmely rajta atmend palya masodfaji. D tipust éleknek nevezziik
a kettds éleket.

Barmely irreducibilis graf tartalmaz nem kettds élt (pl. a kezddpontbél
vagy végpontbdl kiindulé barmely él). Az eddigiek alapjan az irreducibilis
grafoknak a kovetkez6 hét osztialya lehetséges.

I. osztalyt egy graf, ha A, B, C, D tipusu éleket tartalmaz. Ugyanigy

egy
II. osztalya graf A, B, D; V. osztilyu graf A, D;
III. osztalyt graf A, C, D; VI. osztilyu graf B, D;
IV. osztalya graf B, C, D; VII. osztilya grat C, D

tipust éleket tartalmaz. (Ezeket a definicidkat ugy értjik, hogy pl. VI. oszté-
lytnak neveziink egy grafot, ha van B tipusu éle, van D tipust éle, nincs A
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tipust éle és nincs C tipust éle.) Az 1. dbran példat adunk IV., VI. és VIL
osztily grafra. Dolgozatunkban (4. és 6. tételek) latni fogjuk, hogy a IL,
III. és V. graf-osztalyok iiresek. Ez a dolgozat elintézetleniil hagyja az egzisz-
tencia-kérdést az 1. graf-osztilyra. A dolgozat eredményeinek megheszélése
sordn PoLLAk GyOrRGY mas eszkozokkel bebizonyitotta hogy nines olyan
sorosan és parhuzamosan irreducibilis graf, amely tartalmaz A tipusa élt
(lasd a kovetkezs, [2] dolgozatot); ezzel a 4. és 6. tételekre jabb igazo-
last, az I. graf-osztaly exisztencia-probléméjara tagadd valaszt nyert.

P
Q
P
Q
P
Q

1. dbra.

Az 1. §-ban értelmezziik az n-pélusu grafokat, és megdallapitunk réluk
egy, a toviabbiakban sziikséges tényt.

A dolgozat lényeges eredményeit tartalmazo 2. §-ban a IL. és VI. osztilyt
grifok szerkezeti vizsgilataval foglalkozunk. Egy ilyen grif elemzésének
alapgondolata : a D tipusu éleket (6sszefiiggésiik szerint) osztalyokba sorol-
juk, és azt vizsgiljuk, hogy ezek az osztalyok hogyan kapcsolédnak be a
nem kettds élek altal alkotott grafba. Eredményeink erre a kérdésre pontos
valaszt adnak, a tirgyalds végén (4. tétel) pedig azt nyerjiik, hogy az el64llo
grafok mindegyike VI. osztalya. A VI. osztalyt grafok teljes leirdsiban egyet-
len hidnyossdg marad: a kettds élek dltal alkotott osztilyok belsd szerkezeté-
nek jellemzése. (Eza kérdés a ketténél tobb pdlusi grafok tovabbi vizsgdlatdval
lenne megkozelithets.) A 3. §-ban a IIL. és V. osztdlyok iirességét igazoljuk
az el6z8 paragrafusok eredményeinek felhasznilasa nélkiil.

Koszonetet mondok PoLLAk GydrGynek szimos értékes megjegyzéséért,
és jelentékeny részvételéért a dolgozat (kiilonosen a 2c¢)§) végsé formaba
ontésében.
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1. §. n-pélusu grafok

Egy véges grafot n-pilusi grdfnak (roviden: n-gratnak, e paragrafu-
son beltl egyszertien grafnak) neveziink, ha ki van tiintetve n szdmua pontja
(n = 2), amelyeket polusoknak neveziink, és a graf eleget tesz bizonyos
osszefiiggdségi feltételnek. A grafnak egy olyan pontjit, amely nem pdlus, a
graf bels6 pontjanak nevezziik. A graf egy utjat belsé utnak nevezziik, ha az
ut minden bels6 pontja a grafnak is belsé pontja. Az emlitett feltétel : meg-
kivanjuk, hogy a graf barmely élén, tovabba barmely pontjin Atmenjen
olyan bels§ ut, amelynek végpontjai pélusok.

Egy n-grafot 7'y tulajdonsagtnak neveziink akkor, ha egy élbdl all,
vagy akkor, ha egynél tobb éle van, és bairmely két pontjat tsszekoti egy belsd
at, és nincs olyan éle, amely két pélust kot Ossze.V

Segédtétel. Soroljuk egy 7'; tulajdonsigt n-graf Osszes pdlusait két
(nem iires) diszjunkt a,, a, osztalyba Ekkor a graf barmely pontjin vagy
élén atmegy olyan belsG ut, amelynek egyik végpontja a,-be, masik vég-
pontja a,-be tartozé pdlus.

Bizonyitas. Egy ¢élii grafra nyilvinvalé a tétel. A masik esetben allitisunk
pontokra és élekre azonos modszerrel igazolhatd. A k élen menjen 4t az a(AB)
belsé at, ahol 4 és B poélusok. Ha mind 4, mind B az o, osztalyba tartoznak,
akkor legyen C az a Ut tetszileges belsé pontja. C belsé pontja a grafnak.
D legyen egy ay-beli pdlus, b(C D) legyen tetszbleges belsé ut. E legyen b utolsé
olyan pontja, amely pontja az @ utnak is. Ekkor léteznek az a[ AE] - b[ED)]
és a—1[BE]-b[ED] utak, és egyikiik atmegy a £ élen.

2. §. IL. és VI. osztalya grafok

a) Elnevezések, jelolések. & legyen olyan irreducibilis graf, amely tar-
talmaz B tipust élt, de nem tartalmaz C tipusut. Jeloljik &-vel azt a grafot
amely ®-nek A és B tipust éleibdl (tovabba a megfelel6 pontokbdl) all, &’
kezdGpontja és végpontja egyezzék meg & kezdSpontjaval, ill. végpontjaval).
(®-nek barmely olyan éle, amely P-hez vagy @-hoz illeszkedik, nem lehet
kettds él, tehat ¢'-hoz tartozik.) gy ketts él nélkiili grafot kapunk mlnthogy
egy &-beli ketts ¢l G-nek is kettds éle volna. ¢ egynél tobb élbél all, és nyil-
van rendelkezik a 7'; és T, tulajdonsagokkal, tehat [1] 4. tétele szerint’
elGallithaté soros és parhuzamos kapcesolassal a Po——o@) alapelembdl.

A grafot a & graf alkatrészének nevezziik, ha vannak olyan ¢ = ®&,,
Gy, Gy ..., B, =9 (n = 0) grafok, melyeknél minden i-re (1 < ¢ < n) ©,
soros vagy parhuzamos komponense ¢; ;-nek.?

A G gmf D tipusu éleit osztalyozzuk a kovetkez§ ekvivalencia-reldcid
szerint : a k, és k, élek ekvivalensek, ha létezik olyan ut vagy zart ut, amely-
nek elsé éle Ll, utolsé éle k,, és amelynek egyetlen belsé pontja sem pontja

1) Az n= 2 esetben a T, tulajdonsig a parhuzamos irreducibilitassal ekvivalens.
Az egy éli graf nyilvan kétpdlusa.

2) Abba, hogy ®&; soros komponense ®;_;-nek, beleértjiik, hogy &; sorosan irreduci-
bilis legyen. (Parhuzamos komponensnél parhuzamos irreducibilitast feltételeziink.)
Ezért, ha ®; soros komponense ®; i-nek, akkor &;., parhuzamos komponense ®;-nek
(és megforditva). Nyilvanvalé, hogy &; barmely alkatrészéhez egyetlen ilyen sorozat
létezik. Azt, hogy 9, (#9,) tagja a 9, alkatrészhez vezetd sorozatnak, a 9,29, jelo-
1éssel juttatjuk kifejezésre.



70 ADAM

®-nek.® A D tipusu élek igy elkiilonitett sokasigait hidaknak fogjuk nevezni.
Minden hidhoz hozziszamitjuk az élek végpontjait is. Két hidnak k6zos pontja
csak akkor lehet, ha az &-nek is pontja.

A D hid hatdrpontjainak nevezziik D és ¢ kozos pontjait. Minden
hidnak legalabb két hatarpontja van. Minden hid 7', tulajdonsiga n-graf
(pdlusoknak a hatirpontokat tekintve). Minden D hldhoz hozzarendeliink egy
F(D) alkatrészt a kovetkezs mddon :

17 Ha D-nek két hatarpontja van, és ezek egy parhuzamosan reducibilis
9 alkatrésznek kezd6pontja, illetve végpontja, akkor® legyen = F(D).

2°. Minden méas esetben legyen (D) -nek az a legsziikkebb alkatrésze,
amely ® valamennyi hatarpontjat tartalmazza.

Legyen $ valamely alkatrésze &’-nek. Ekkor $H* jolontso a § éleibdl,
tovibbaaz F(D) c H feltételt teljesits hidak éleihdl all6 grafot, és H** ]elentso
a H* éleibdl, tov abbi az FT(D) = H feltételt teljesitd hidak éleibdl (és mindkét
esetben a megfelelé pontokbdl) allé grafot.

Legyen a & graf § alkatrészének kezd@pontja P*, végpontja @*. Ha az
a(P*Q*) ut H**-hoz tartozo élekbdl all, akkor a része & egy palydjanak, példaul
a b[PP*]-a-b[Q*Q] palyanak, ahol b &"-beli élekbdl all6, P*-en (igy @*-on
is) atmend tetszéleges palya. Ebbdl kovetkezik, hogy $ egy ¢€l, amely kettds
éle a P* kezdSpontu, @* végponti H** grafnak, a & grafnak is kettds éle.

Ha egy graf valamely bels§ pontjan a graf valamennyi palydja dtmegy,
akkor ezt a pontot a graf csomdpontjanak nevezziilk. Ha egy grafnak van
csomopontja, akkor a graf sorosan reducibilis, és komponenseit éppen a csomd-
pontok valasztjak szét. (Vo. [1], ? labjegyzet.) Ha A4 és B csomdpontok,
akkor annak kifejezésére, hogy alkalmas palyin A megel6zi B-t, az 4 < B
jelolést hasznaljuk (ekkor 4 a graf bArmely palydjan megel6zi B-t.) Legyenek
D1 6s Hy a H sorosan reducibilis graf komponensei : ha alkalmas pdlya (tehdt
barmely pélya) elébb tartalmaz $,-beli, és kés6bb $,-beli éleket, akkor azt
mondjuk, hogy $; elébbi komponense $-nak, mint $,.

A & grat D, és D, hidjait ekvivalens hidaknak nevezziik, ha hatarpont-
jaik megegyeznek. (Azaz: D, barmely hatirpontja hatirpontja D,-nek is,
és forditva.)

Legyen $ parhuzamosan reducibilis alkatrésze ’-nek, legyenek . és
$p komponensei H-nak. Ha-t és Hs-t dsszetartozé komponenseknek nevezziik,
ha $. = £, vagy akkor, ha van § komponenseinek olyan

Da=95, D25 .. ., 00 =Dy (n=2)

sorozata, hogy barmely 7 szdmhoz (2 < ¢ < n) van olyan D hid, amolyre
(D) = O, és amelynek két alkalmas hatarpontja belsé pontja $;_;-nek,
illetve $;-nek.

b) Fotétel. 1. tétel. Bdarmely D hidra F(D) pdrhuzamosan reducibilis
alkatrésze &-nek, és D barmely hatarpontja csomopontja F(D) valamely kom-
ponensének.

3) Az osztalyozés ekvivalencia-jellege konnyen igazolhaté. Ha a(AB) a ky és k,
éleket, b(CD) pedig a k, és k, éleket Osszekapesold, emlitett tulajdonsagi (esetleg zért)
ut, és E a-nak elsd olyan belso pontja, amely b- nek is pontja, akkor D # E esetén az
a[AE] -b[ED], D=FE esetén pedig az a[ AE]- k;* (esetleg zart) ut létezése biztositja,
hogy k, és k; relaci6ban allnak.

49 A késébbi eredmények azt fogjak kimutatni, hogy ez az eset nem fordulhat elé,
pillanatnyilag azonban szamolnunk kell ezzel a lehet8séggel is.
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Kiegészités. & pdrhuzamosan reducibilis, és & barmely két komponense
dsszetartozo.

A tétel és a kiegészités bizonyitasa a kovetkezd ot allitds igazoldsara
fog tagolddni:

1°. Van olyan hid, amelyre (D)= ¢'.

"°. $ legyen sorosan reducibilis alkatrésze &’-nek. Legyen (D) = 9.
Ekkor ® barmely hatarpontja kezdSpontja, végpontja, vagy csomépontja
$H-nak.

3%, O legyen sorosan reducibilis alkatrésze &’ -nek. Feltételezziik, hogy,
az 1. tétel allitdsai igazak mmden olyan hidra, amelyre §(®) D 9.% Ekkor
nines olyan hid, amelyre §(D) =

e legyen parhuzamosan redu( ibilis alkatrésze ®-nek. Feltételezziik,
hogy az 1. tétel allitisai igazak minden olyan hidra, amelyre §(D) > H.9
Ekkor minden olyan ® hidra, amelyre F(®) = H, D bz’umely hatarpontja
csomo6pontja $ valamely komponensének.

5% & barmely két komponense osszetartozo.

Rétériink a bizonyitas végrehajtasara.

1°. & felbonthato a soros és parhuzamos kapesolasok egyikével. Ha nem
volna olyan hid, amelyre §(D) = &, akkor & is felbonthaté lenne &’-vel
megegyezi modon. (& komponensei a &;** grafok volnanak, ahol & végigfut
" komponensein.)

2°. Legyen (D) = H kezd6pontja P*, végpontja @*. D-nek A legyen
olyan hatirpontja, amely sem kezd&pontja, sem végpontja, sem csomépontja
F(D)-nek. A tehat belsd pontja H valamely $; komponensének. B legyen
D-nek olyan hatirpontja, amely nincs $;-ben. a(A4B) legyen D-nek belsd
utja. Szimmetria-okokbdl feltételezhetjiik, hogy £, elébbi komponens, mint a
B-t tartalmazé komponens(ek). ©; kezddpontja legyen C, végpontja D ;

*

ps © bf BQ*)

2. dbra.

b(P*Q*) legyen H-beli élekbdl 4116, B-n 4tmend ut. Legyenek ¢(CD) és d(CD)
9; -beli élekbdl all6 utak, ¢ menjen &t A-n, d ne menjen it A-n. E legyen
¢[AD] elsé olyan pontja, amely pontja d- nek is. Ekkor léteznek a

b[P*C) - d[CE] - ¢~ [EA] - a - b[BQ¥]
és a
b[P*C] - ¢ - b|DQ¥]

utak, tehat ¢[4AE£] kettos Gt, ami ellentmond annak, hogy ’-beli élekbdl
all (2. abra).

3°. A bizonyitas el6z6 szakasza, toviabbd az indukecids feltevés értelmében
ha egy ®-beli Gt két szomszédos éle koziil pontosan az egyik H*-beli é1, akkor az
atnak a két él kozé es6 pontja H*-nak kezdSpontja vagy végpontja vagy egyik

9 A feltételt érvényesnek tekintjiik akkor is, ha nines. ilyen hid
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csomépontja; azaz $ barmely $; komponensének belsejét csak H; kezdd-
pontjin vagy végpontjin it lehet elhagyni.

Jeloljik A4,-lal  kezddpontjat, A4,-gyel, Ad,-vel, ..., A4,_;-gyel H
csomépontjait (az < rendezési relacid szerinti sorrendben), 4,-nel $ végpont-
jat. A bizonyitasnak ebben a szakaszaban kivételesen 4y-t és 4,-et is csomé-
pontoknak nevezziik.

Tekintsitk $ elsé olyan A; csomépontjat (0 < 4, < n — 1), amely
hatirpontja egy olyan ® hidnak, amelyre F(D) = 9. k(4; B) legyen ®-beli él.
Mivel k kettds éle $-nek, van olyan a palya, amelynek £~ része (azaz: amely a
k élen ,,A fel¢’” halad at). Aza palyan $ valamely 4,, csomopont]a megeloz
A, -t és k < 1. Tekintsiik az Osszes olyan (7, k) (1 < ¢, £k < n— 1) szdm-
pa,rokat amelyekre az a palyan A4, elébb fordul eld, mmt A;, és i < k. Ezek
kozott a parok kozott van olyan, amelyre a b — ¢ kiilonbség mlnunahs
Legyen (¢/, k') egy ilyen par. Ekkor az a palya nem megy at H-nak egy olyan
A; csomopont]an sem, amelyre® A, < 4; < A, és ennek kovetkeztében

az A és A, kozotti komponensok egyetlcn belsé pontjin sem. [gy létezik az

alPAy] - b7 A 4] - a[A4Q]

palya — ahol b(A,A4,) H-beli élekbdl allé tetszdleges ut — ezek szerint
b[A;,A,,] kettds at, értelmezésével ellentéthen.

4°. © legyen parhuzamosan reducibilis alkatrésze ¢&’-nek. Az indukcids
feltevés szerint ha egy &-beli it két szomszédos éle koziil pontosan az egyik
H** beli él, akkor az itnak e két él kozotti pontja H-nak P* kezdGpontja vagy
@* végpontja.

Legkozelebbi célunk kimutatni, hogy ha F(®) = H, akkor a D hidnak
sem P* sem Q* nem hatirpontja. Ha $ = &, akkor ez nyilvanvald, az
ellenkezé esetben legyen P* (== P) hatarpon‘r]a D-nek. k k(P*A) legyen D- beli
él, a legyen & olyan péalydja, amelynek k1 része. Ekkor az a pilyan @* meg-
eldzi P*-ot (tehat @* =& Q). Legyen b(P*Q*) a $ graf egy palydja. Az a palyan
pontosan az a[@*P*] Gt élei H**-beli élek, tehit létezik G-nek az

a[PQ*] - b1 - a[P*Q]

palydja, ellentmondésban b értelmezésével. Ha @* 1ép fel a D hid hatarpontja-
ként, akkor szimmetrikus médon jutunk ellentmondéashoz.

A D hidnak tehit barmely
hatdrpontja belsé pontja F(D)= H-
nak. Tovabbi feladatunk igazolni, hogy
barmely hatarpont $ valamely kompo-
nensének csomépontja. A bizonyitds-

.. nak ebben a részében is indirekt médon
kovetkeztetiink. Legyen 4 olyan bels6
pontja $ valamely £, pairhuzamos kom-
ponensének, amely nem csomoépontja
9,-nek, és hatirpontja ®-nek. Legyen
D-nek a B hatiarpontja $H-nak $H,

3. dbra. komponensén (9H; = D). a(A4AB)legyen

6) Ugyanis az @ palyan tekintett 4;, Ay, Ay vagy az Ay, Aj, A; eléfordulasi
sorrend esetén a j — 7" < k* — ¢’ egyenlétlenség, az Ak , A7, Aj sorrend esetén pedig a
k" — j < k' — ¢ egyenlétlenség ellentmond (¢, k') értelmezésének.
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belsé utja D-nek. b legyen $H;-nek A-n 4t nem mend palyaja. ¢(A4C) legyen
$H;-beli élekbdl 4ll6 olyan ut, amelynek C' (5£ P*, @*) az egyetlen kozos pontja
b-vel. (Ilyen Gt $, parhuzamosirreducibilitiasa miatt létezik.) Legyen d $y-nek
egy B-n atmend palyaja.
Ekkor léteznek H-nak a
d[P*B] -a 1. ¢ b|CQ¥]

b[P*C] - ¢ - a - d[BQ¥|

palydi (3. abra), tehit ¢ kettds tt, ellentmondasban azzal, hogy $£,-beli
élekbdl all.

5°. Az Osszetartozas relacidja ekvivalencia-relicié " komponenseire.
Ha egynél tobb osztilyra bontja ez a reldcié a komponenseket, akkor
ugyanannyi parhuzamos komponensre esik szét. (& egy komponenséhez a
kovetkezd élek tartoznak : & komponensei egy osztilyanak élei, tovabba
azoknak a hidaknak élei, amelyeknek hatdrpontjaia széban forgé komponensek-
ben vannak.)

c¢) Tovabbi elemzés. Legyen $ & -nek valamely parhuzamosan reduci-
bilis alkatrésze. Komponensen mindig $ valamely komponensét fogjuk érteni.
Tekintsitk mindazon hidakat, amelyekre F(D) = Sg. (Ha Hc @, akkor
el6fordulhat, h()gy nincs ilyen hid.) E pontban csupan ilyen hidakkal fog-
lalkozunk. $;, 9, és O3 jelentsék H hirom kiilonb6z6 komponensét?”. A ©;
komponens (7 = 1,2, 3) k-adik cqomopont]dt A{D-val fogjuk jelolni. Ha ugyan-
azon ; komponensnek tobb 4y, A9, AD, A(’) csomépontjarol beszéliink,
akkor megillapodunk az A <A(’) < A(" < A") rendezésben.

Kovetkezo tételimk négy eqetre tago]odlk négy kiilonhoz6 feltétel
mmdcgylke ugyanazt a kov etkezmenyt vonja maga utan.

. tétel. Legyenck f(AB) és g(CD) a (nem feltétleniil Kiilonbizd ) D
illetve SD,; hidak belsd dtjai.

1. feltétel. Legyen A = AD, B= AD®, C = A® és D = AP

2. feltétel. Legyen A = AP, B= AP, C = AV és D = AQ

3. feltétel. Legyen A = AP, B= AP, C = AW és D = AP

4. feltétel. Legyen A — AP, B= AP, C = AP és D = AP

Ha e négy feltétel valamelyike teljesiil, akkor f és g nem idegenek eqgymdstol
(tehdt Do = Dp).

Bizonyitds. a(P*@*), b(P*Q*) és c(P*Q*) legyenek rendre 9,-beli 62
beli, illetve $;-beli élekbdl 4ll6 utak (P*a $ graf kezdGpontja, Q* pedig O vég-
pontja). Ha f és g idegenek volnanak, akkor az a ut valamely (nem elfa]ult)
része kettds titnak bizonyulna. Létezne ugyanis az 1. feltétel érvényessége
esetén a

BIP*AQ] g - a AP AP] -] HAPQY)
a 2. feltétel érvényessége esetén az

a[P*AP] - f - a [ADAD] - g - a[ APQH] .

7) A tétel némely esetében csak egy vagy két komponensre van sziikségiink, ilyenkor
kett6nél tobb komponens létezését nem koveteljiik meg.
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a 3. feltétel érvényessége esetén az

alP*AP] - f-a M [APAP] - g -D[APQ7] |
a 4. feltétel érvényessége esetén pedig a

P*AP] - gt - a AP AP] - f - DAFQ*]
ut (4. abra).

4. dbra.

A 2. tétel egyrészt egy-egy hid belsé szerkezetére vonatkozéan jelent
megszoritdsokat®, masrészt a kiilonbozd hidak &-be valdé bekapesolodasat
szabilyozza. A 2. tétel utébbi hatisit a 2a. tételben vilagitjuk meg. Ezt
megel6zéen megillapodunk néhiny értelmezéshen.

(D) jelentse a §, komponens olyan csomépontjainak szimat, amelyek
fellépnek alkalmas hid hatarpontjaként. A y(D, H,) fiiggvény értéke aszerint
legyen 1 vagy 0, hogy a ®© hidnak van-e hatdrpontja a £; komponensen,
vagy sem. (D) jelentse azt a grifot, amelyet a (D, H;) = 1 feltételt tel-
jesité  komponensekkel 6sszetartozé komponensekbil parhuzamos kapeso-
ldssal kapunk.

% Azonban a T, tulajdonsagu legaltalanosabb n-grafok is felléphetnek hidakként.
Ha D hatarpontjai paronként (D) kiilonb6zé komponenseihez tartoznak, akkor ugyanis
a 2. tétel nem jelent korlatozast D szerkezetére.
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Abban az esethen, mikor D, =+ Ds, a 2. tétel azt mondja ki, hogy két
[ és g ut az ott felsorolt médok egyikén sem helyezkedhet el. A 2. tételnek
ezt az esetét a kovetkezOkben a) allitasnak fogjuk nevezni. A 2a. tételben az
a) allitasnak két ekvivalens atfogalmazasat fogjuk adni.

2a. tétel. Az o) dllitds ekvivalens a kivetkezé f) és ) dllitasokkal :

B) Legyen A. hatdrpontja a D. hidnak, és Ag hatarpontja a Dp hidnak.
Legyenek Aq és Az csomdpontjai a $; komponensnek, legyen érvényes A, < Ag.
Al legyen a Do hidnak valamely hatarpontja a 62(7& $91) komponensen. Ekkor
SDp barmely A} hatdarpontjara igaz az A, = A} és A, = A} megeldzések egyike.
Ervényes az az allitas, amely p) eddigi részébdl a = és < jelek megforditdsdval
kaphato.

y) Azok a hidak, amelyekre F (D) ugyanaz, teljesitik a kivetkezd hdrom
allitdst :

(1) Ha D. és Dy ekvivalens hidak, és hatdrpontjaik szdma legaldbb 4,
akkor ezek a hatdarpontok pdronként kiilonbozé komponenseken vannak.

(2) Teljesiiljon a D és @ﬂ nem ekvivalens hidak kétalkalmas A (SAﬁ hatdar-
pontjira A, < Az. Ha A; és Aj hatarpontjai D.-nak, illetve Dg-nak és ugyan-
azon komponensen helymkednd el akkor A, = A;.

(3) Ha F (D) legaldbb hdrom komponensbil all tovdabbd a $, komponensére
és a kilonbozé D., Dp hidakra

Q/’(Qm &31\) =1, W(@ﬁ’ ‘91) =1, és (p('@l) =1

teljesiilnek, akkor a w(D, ;) = 1 feltételt kielégité hidaknak $H,-en kivili hatdr-
pontjai egyetlen o komponensen vannak, és p(Hy) = 1.

Bizonyitas. o) — ). Ha A4} 9,-t6]l és H,-t6l kiilonb6z6 komponensnek
volna csomdpontja, akkor ellentmonddsba jutnink a 2. tétel 4. feltételével
(0sszekotve Au-t és A)-t Do egy belss atjaval, A;-tés Aj-t pedig Dp egy belsd
utjival). Ha A; < A4, vagy A} < A volna igaz, akkor hasonlé médon
ellentmondast nyernénk a 2. tétel 3., illetve 1. feltételével.

B) — 7). Legyenek 4, B és C D, és D hatarpontjai, teljesiiljon 4 < B,
C legyen mas komponensen, mint 4. Feltételezhetjik, hogy az 4 < X < B
feltételt kielégité X pontok egyike sem hatdrpontja D.-nak és Dg-nak. D legyen
De és Dp tetszOleges hatdrpontja. Az 4 = A, B= A4p, C = 4;, D = 4,
,,5zereposztassal”’ C = D vagy 4 = D adédik. Az 4 = Ag, B = 4,,C = A,
D = A} szereposztas szerint (f) masodik részét felhasznalva) pedig D = C
és D = B egyike igaz. D tehat megegyezik 4, B és C egyikével, azaz (1)-et
igazoltuk.

Teljesiiljon (2) feltétele, tovabbd az A. < X < 4; formuldt teljesits
X pontok egyike se lépjen fel D, vagy D; hatirpontjaként. Ha az A.-t és
Ag-t tartalmazé komponensek kiilénbozéek, akkor f) nyilvin magéiban fog-
lalja (2)-t. Hatra van még az az eset, mikor 4., Az, A, és Aj ugyanazon
91 komponens csomépontjai. Tételezziik fel, hogy 4; < A;. Célunk kimutatni,
hogy D, és D; ekvivalens hidak. A f)-val valé ellentmondas elkeriilésére
egy lehetGségiink van : igaz 43 = 4. < 4 = A, és sem D,-nak, sem Dg-nak
nincs mds hatarpontja a $, komponensen. Legyenek A% és Af $;-en kiviili
tetszileges hatirpontjai D.-nak, illetve Dz-nak. Alkalmas szereposztissal
PA)mindaz A% = A% mindaz A% = A% megelSzést biztositja, tehat A% = A%.

Teljesiiljon (3) feltétele ; ekkor talilhatéak olyan D, és D; hidak, hogy
$1-en elhelyezkeds alkalmas A, illetve A; hatdirpontjaik kiilénboznek. Le-
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gyen D,nak egy hatirpontja a $, komponensen, ekkor f) kivetkeztében
Dp-nak minden H-en kiviili hatirpontja H,-n helyezkedik el. Hasonlé meg-
gondolasokkal adddik, hogy D.-nak sines $;-en és Hy,-n kiviil hatdrpontja.
Eredményiink a $,-hez csatlakozé barmely ®, hidra igaz, hiszen a fenti
kovetkeztetés végigvihetd D,-ra, valamint D, és D; egyikére. Igazolnunk
kell még, hogy @(9;) = 1. A 9(D, H,) = 1 feltételt kielégits hidak barmelyi-
kének vagy 0Osszes D,-n kiviili hatdrpontjai $,-en vannak, vagy pedig nincs
hatdrpontj a Hi-en; az FT(D)-re tett kikotés miatt létezik az utdbbi tulajdon-
sdggal rendelkezd hid. Ha mindkét tipusbdl kivialasztunk egy-egy hidat, akkor
() miatt ezeknek Gsszesen egy hatirpontjuk van H,-n. A kivilasztas tetszd-
legesen torténhetett, ezért @($H,) = 1.

y) — a). Ugyanis (Dq 5= Dy esetén) a 2. tétel 1., 2. és 3. esetei a p)
allitds (1) és (2) része miatt igazak, a 4. esetet pedig a (3) rész vonja maga utan.

d) Altalanos attekintés. A kivetkezs tételben a ¢ graftdl csupan annyit
kivinunk meg, hogy barmely pontjabdl induljon ki él. (A 7', és T, tulajdon-
sdgokat? és az irreducibilitist nem feltételezziik.)

3. tétel. Legyen adva eqy ® graf. ® legyen olyan részgrafja &-nek, melynél
& kezdbpontja és végpontja megegyezik & kezdépontjaval, illetve végpontjdval,
tovabba & felépitheté a Po———o Q alapelembdl soros és pdrhuzamos kapcso-
lasokkal. &-nek &-be nem tartozo éleit os:ialyoz~ulc H-osztdlyokba ugyanazzal
az eljardssal, amellyel e paragrafus a) részében a hidakat értelmeztiik. Legye-
nek ezek a H-oszldlyok T, tulajdonsigit n-grdfok. Ha az 1. és 2. télelek, vala-
mint az 1. tétel kz'egés:z’tése érvényben maradnak, akkor & vagy 11. vagy V1.
osztaly i irreducibilis grdaf, amelynek pontosan a &'-be nem tartozd élei kettos élek.

Bizonyitas. & irreducibilitisit az 1. tétel kiegészitése biztositja. &-nek
barmely, &”-be nem tartozé k éle benne van egy ® H-osztalynak két hatar-
pontot 6sszekotd belsd ttjaban, tehataz 1. §-ban igazolt segédtétel értelmében
egy olyan a(AB) belsé tthban is, amely §%(T) két kiilonb6z6 komponenséhez
tartozo hatarpontokat kot ossze. Legyen (D) lxe/dop()ntja P* végpontja
QF; b(P*Q*) &5 c(P*Q*) legy(‘n(\k A-n,illetve B-n dtmend, §(D)- beli élekbdl
4ll6 utal\ Léteznek a b[P*A4]-a C[BQ* és c¢[P*B]-a-1-b[4Q*] utak,
tehat & kettds él

A @-re tett kikotésiink szerint % barmely éle egyértelmi irdnyitast
nyer, ha a rajta atmend, csak &’-beli élekbdl allo palyakat tekintjik. & éleit
mindig ilyen 1rany1tasban fog]uk jelolni. Bizonyitani akarjuk, hogy & egyik
k éléhez sincs G-nek olyan palydja, amely ezen az élen ,,visszafelé” megy at
(azaz: amelynek k=1 része). Az ellenkezG esetben legyen az a palyan %k az
els6 ®-beli él, amelyen a visszafelé megy at. k; legyen az a palyan k—1-et
kozvetleniil megel6zi él.

1. eset: ky O -beli él. &-nek van egy (egyértelmiien meghatirozott)
legsziikebb parhuzamosan reducibilis $ alkatrésze, amelynek @* végpontja
k-nek is, k;-nek is wgpontJa Misrészt, az 1. tétel kovetkeztében a H**-beli
dlek kozv etlonul egymés utian lépnek fel az a aton (mert $H** csupin kezdé-
pontjinal és végpontjanal fiigg 6ssze & tobbi éleivel). Ezért barmely péalya
vagy D-nak P* kezdGpontjanal 1ép be H-ba és @*-nil 1ép ki onnan, vagy for-
ditva. @ azonban egyik palyatipushoz sem tartozhat, minthogy mind Q*-ba
befuté %, éle, mind @*-bho6l tovabb indulé -1 éle H-beli él. Ellentmondas.

9) Lasd: [1], 1. §., 213. oldal.
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2. eset: ky valamely ® H-osztaly éle. A bizonyitasnak ebben a részé-
ben ponton mindig az a palya valamely oly pontjat fogjuk érteni, amely
F(D) egy komponensének csomépontja. Az Osszes ilyen pontok halmaza
legyen a, az o halmaz elemeinek az a Gton vald sorrend szerinti rendezé-
sét a <C jellel jeloljik. (Meggondolasainkban szerep fog jutni a mar ismert
< rendezésnek is.)

Az 1. tétel szerint k,-nek (és k-nek) A végpontja eleme o-nak. El6szor
azt igazoljuk, hogy az a palya F(D)-nek P* kezdSpontjanal lép be F(D)-be, és
Q* végpontjanal 1ép ki onnan. Az ellenkezd esetben ugyanis @*-t kozvetleniil
kovetden a visszafelé haladna at egy F(D)-beli élen, ami £ értelmezésének
ellentmond.

Az a[P* Q*] ut egy rész-utjit a szakaszinak nevezziik, ! a a rész-utnak
pontosan kezdGpontja és végpontja a-beli pontok. Ha egy szakasz kezdd-
pontja és végpontja nem szomszédos csomoépontok a < rendezés értelmé-
ben, akkor a szakasz belsé utja egy H-osztalynak. Tekintsiik a[P*Q*] elsG
olyan C(€a) pontjit, melynél a[CQ*]-nak alkalmas D(€a) pontjira D < C.
(Il en C p nt van: tekintsiik pl. a £ élt tartalmazé szakasz kezdGpontjat
és végpontat.) Valasszuk D gyanant a < rendezésben utolsé ilyen pontot.
Az a utnak C-t megel6z6 és D-t kovetd szakaszai minden le etséges eset-
ben a 2. tételnek ellentmondé moddon helyezkednek el. Ezzel a 3. tételt
teljesen igazoltuk.

A kovetkez6 tételben grafon ismét a 7'y és 7', tulajdonsdgokkal rendel-
kez6 irreducibilis grafot értiink.

4. tétel. A 11. graf-osztdaly dires.

Bizonyitas. Legyen & C tipusu él nélkiili, B tipust élt tartalmazé graf.
Célunk kimutatni, hogy ® nem tartalmaz A tipust élt. k legyen & tetszéleges
éle. Az 1. tétel kiegészitése szerint £ benne van (¥’-nek valamely ®; parhuza-
mos komponensében. Van olyan a(A4B) ut, amely belsé Gtja egy ® hidnak,
tovabbd 4 csomoépontja®i-nek és B csomépontja a(®;-t6l killonb6z6) &, kompo-
nensnek. b és ¢ legyenek &'-beli élekbdl 4ll6 olyan palyik, melyeknél b dtmegy
B-n, és ¢ dtmegy k-n (tehit A-nis). Ac[PA]-a-b[BQlésb[PB]-a 1 -c[AQ]
palydk masodfajuak, egyikiikk atmegy a £ élen, tehat £ B tipusu él. Ezzel a
4. tételt igazoltuk.

A 3. tétel bizonyos értelemben teljessé teszi a VI. osztalyt grafoknak e
paragrafus a),b)és e) részeiben kifejtett elemzését. Eredményecink osszefoglalva a
kovetkez6 mddon interpretalhatok - pontosan a VI. osztalya grafok jonnek
akkor létre, ha a kovetkezGképpen moédositjuk azt az eljarast, amellyel a
kettds €l nélkiili grafok a P o o @ alapelembdl elGallithaték. Tekintsiik
e szintézisnek tetszéleges olyan 1épését, amelyben parhuzamosan reducibilis
9; grafokat kapcesolunk sorosan. Miel6tt ezt a 1épést elvégeznénk, jogunkban
all barmely $;-be 7'; tulajdonsigu n-grafokat kapesolni ugy, hogy az n-grafok
minden polusat azonositjuk $; valamely komponensének egy csomépontja-
val; megkivinva, hogy az §(D) = 9; egyenlGség és az 1. és 2. tételek érvé-
nyesek legyenek a (bekapcsolassal hidakkd valé) n-grafokra. A szintézis legutolsé
mozzanata : legalabb egy n-graf bekapesolisa egy parhuzamosan reducibilis
grafba gy, hogy az eddigi kovetelményeken tilmenden az 1. tétel kiegészitése
is teljesedjék. Eljarasunk egyértelmiien szolgaltatja a VI. osztalyu grafokat,
eltekintve a soros kapesolas asszociativitasatél, a parhuzamos kapcsolas
kommutativitdsatol és asszociativitésatol.
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3. §. Ures graf-osztalyok

A 4. tételben lattuk, hogy a II. graf-osztaly iires. E §-ban célunk tovabbi
két osztaly lirességét kimutatni. Eldszor a kiovetkezd allitast igazoljuk :

5. tétel. Eqy irreducibilis © graf dsszes éleit soroljuk két (idegen, nem vires)
%y, %y oszldlyba. Ekkor wvan a grafnak olyan pdlydja, amely x»,-beli és
%y-beli élt vs tartalmaz.

Bizonyitas. Feltételezziik, hogy barmely palya vagy csak x,-beli éleket
vagy csak wx,-beli éleket tartalmaz. (Ennek megfelelGen #,-palyakrél és
%y-palydkrol fogunk beszélni.) Ez a feltevés minden lehetséges esetben ellent-
mondisra vezet. ‘

1. eset. Nines ®-nek olyan belsé pontja, amelyen x;-palya és sx,-palya
is &tmegy. & ekkor két parhuzamosan kapesolt részgrafra bomlik, amelyek
egyike a x;-palyak éleit és pontjait, masika a x,-palyak éleit és pontjait
tartalmazza. Kz ellentmond & irreducibilitasinak.

2. eset. Van olyan belsé pont, amelyen »;-palya és #,-palya is atmegy.
Legyen A ily tulajdonsiagi olyan pont, amely ® kezddépontjabdl alkalmas
palydn a lehetd legkevesebb él érintésével elérhets. Szimmetria-okbol elég
azt az esetet vizsgalnunk, mikor egy ilyen alkalmas a palya élei x,-beliek.
Legyen b A-n dtmend x,-palya. Ekkor létezik az a[PA]-b[AQ] palya (ha
a[PAl-nak és b[ AQ]-nak kozos pontja volna, akkor 4 értelmezésével ellent-
mondésra jutnink), amely feltevésiinkkel ellentétben s,-beli élt és »,-beli élt
is tartalmaz.

6. tétel. A 111. és V. grdaf-osztalyok iiresek.

Bizonyitas. Egy III. vagy V. osztalyt grafban (az értelmezés szerint)
nines olyan él, amelyen elséfaju és masodfaju pédlya is atmegy. Legyen
a ® IIL vagy V. osztalyt grafelséfaja palyaiéleinek halmaza #,, & masodfaji
palyéi éleinek halmaza pedig x#,. Az 5. tétel biztositja olyan péilya 1étezését,
amely #,-beli és #,-beli élt is tartalmaz. Ezt a palyat akdr elséfajunak, akar
masodfajunak feltételezziik, ellentmonddshoz jutunk.

A tétel misodik allitdsa egyszer(ibben is bizonyithaté. Legyen a egy
masodfaju palyaja egy V. osztilya gratnak. a elsG éle nem lehet kettds él,
tehat B vagy C tipust él, ellentmondasban az V. graf-osztaly értelmezésével.

(Beérkezett : 1958. V. 5.)
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0 ABVXIOJIOCHBIX 3JIEKTPUUECKUX CETSX, II.
A. ADAM

Pesiome

Pabora 3anumaeTcss B NepBYI0O ouepeab OJHUM KJIACCOM INapaijesibHO U
110CJIe/OBATEJIbHO HENPUBOJAVMBIX IpagoB. PaccmaTpuBaeMblii KJlace MOYKET OBITh
0XapaKTepU30BaH CJeAYWLMM CBoiicTBoM : ecau pebpo & rpapa & mpocroe
(T. e. He sBJISETCST JIBOMHBIM), TO CYILIECTBYET LieIlb, IPOXO/sIiasi uepe3 k& v He
cojiepyKam@ast ABOMHBIX pebep. ITo nNpearnoJioykeHue obecreyuBaet, 4rodbl Mpo-
cTole pedpa rpada & odpasoBanyu ABYXnoI0CHbIM rpad &’. MHO>KeCTBO BeexX JIBOii-
HbIX pebep pa3duBaeM B KJIaCChl (HasblBaeMble «MOCTaMMy) ; 9Ta KJIACCUPUKALWS
MOYKET ObITh BBEJEHA INYTEM TPAHSUTMBHOIO PACHpPOCTPAHEHUS CJIeYIOLIE
peJISIUY @ PeJIsiliMsl MMEET CUJIY JIJISI ABYX (JIBOMHBIX) pebep, ec/IM OHU CXOJSITCSI
B HEKOTOPOH TOUKe, He sIBJIstIoLeiicst TouKoii rpada . Pesynbratsl naparpadgor
2/b-c-d jawT onMcaHue 3TOr0 Kjacca ABYXIOJIOCHBIX rpadoB ; HepazoOpaH-
HBIM OCTAETCS TOJIbKO BHYTPEHHSISI CTPYKTypa MOCTOB.

Teopema 5. Pazolvesm mHoxmcecmeo pebep (napaiteabho u nocaedosamensbHo)
Henpueooumo2o 2paga & 6 06a HenepecekaUUXCA HeNYCMblX NOOMHONCECINEA *#,
u %y, To20a 6 ® cyuwjecmeyem yens, codepyucaiyas pedpa u3 060UX NOOMHOMNCECNSE.

UBER ZWEIPOLIGE ELEKTRISCHE NETZE, II.

von

A. ADAM

Auszug

Die Arbeit beschiftigt sich hauptsichlich mit einer Klasse derjenigen
zweipoligen Graphen, die fiir die Reihen- und Parallelschaltung irreduzibel
sind. Die betrachtete Klasse kann folgenderweise charakterisiert werden :
es gibt eine Bahn fiir jede nicht doppelte Kante % des Graphen &, die £ durch-
lauft, und keine doppelte Kante enthilt. Diese Voraussetzung versichert,
dass die nicht doppelten Kanten von ¢ einen zweipoligen Graphen ¢ bilden.
Wir sondern die doppelten Kanten in Klassen (die »Briicken« genannt werden)
aus ; ihre Klassifikation kann wie die transitive Ausdehnung der folgenden
Relation eingefithrt werden : fiir zwei (doppelte) Kanten gilt die Relation,
wenn sie einen solchen gemeinsamen Endpunkt haben, der kein Punkt von
¢ ist. Die Resultaten der Paragraphen 2/b-c-d geben eine Beschreibung
dieser Klasse der zweipoligen Graphen, nur die innere Struktur der Brucken
bleibt ein unerforschtes Problem.

Satz 5. Werden die Kanten des (durch die Reihen- und Parallelschal-
tung ) irreduziblen Graphen & in zwei fremde, wmicht leere Teilmengen », und
%y zerteilt, dann hat & eine Bahn, die mindestens eine Kante wvon x%, und
mandesten eine Kante von x, enthiilt.
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