A KUBOKTAEDER GOMBI HALOZATANAK
EGY SZELSOERTEK-TULAJDONSAGA

HEPPES ALADAR

A gombfeliiletet n f6kor legfeljebb n(n — 1) + 2 részre osztja fel. Tekint-
siink ugyanis » — 1 f6kort, majd irjunk a goémbre egy n-ediket. Ennek az
el6z6kkel legfeljebb 2(n — 1) metszéspontja van, mdis széval az els§ n — 1
fékor 4ltal meghatarozott tartomanyok koziil legfeljebb 2(n — 1)-et szel
ketté. Egy f6kor két részre, n f6kor tehdt legfeljebb 2+2(14+-2+4 ...+ 7 —1) =
=n(n — 1)+ 2 részre osztja a gombot. Lathatod, hogy a fenti érték pontos
minden olyan esetben, ha nincs hirom, ko6zos ponttal rendelkezd fokor.
Mondhatjuk, hogy a keletkez6 részek szima mindig n(n — 1) + 2, meg-
engedve, hogy ezek kozott 0 teriiletiiek is elforduljanak.

Feres ToéTH LAszLo hivta fel figyelmemet annak a kérdésnek a vizsgé-
lat4ra, hogy miként kell » szamu f6kort a gombon ugy elhelyezni, hogy ezek
a felszint a lehetd ,legegyenletesebben’ osszak n(n — 1) + 2 részre. Az
n=1,2,3 esetekben egy fékor, két merdleges, illetve harom paronként
egym isra merSleges fokor egybevigé részekre vald, tehat teljesen egyenletes
felosztést eredményez. Altalaban azonban nem oszthaté fel a gomb felszine
n(n — 1) + 2 egyenld terilletl részre. Az ,,egyenletesség‘* altalinosabban
érvényes definidlasa természetesen tobbféleképp lehetséges. Talan a két
leg zézenfekvébb ut azt a felosztdst nevezni legegyenletesebbnek, amelynél
a teriletre nézve legkisebb rész teriilete a lehetd legnagyobb, illetve amelynél
a legnagyobb teriiletl rész teriilete a leheté legkisebb. Négy f6kor esetére
megadjuk az el6bbi értelemben legegyenletesebb felosztast, tovabba kimutat-
juk, hogy az utébbi értelemben legegyenletesebb felosztis ettdl kiilonbozd

Tétel. Eqgy gombre irt 4 fokor dltal meghatdrozott 14 tartomdny kizil a
legkisebb teriletii tartomany teriilete akkor a legnagyobb, ha a f6kirdk egy kubokta-
éderV hdldzatdt alkotjdk.

Bizonyitas. Legyen a vizsgalt gomb egységsugari. A legegyenletesebb
felosztas keresésénél nyilvan szoritkozhatunk olyan elrendezések vizsgilatira
amelyeknél nincs hdrom, kozos ponttal rendelkez6 f6kor, mert ekkor van
0 teriilet rész is. Minthogy barmelyik f6kor altal meghatirozott mindkét fél-
gombon a masik harom kor paronként metszi egymast (2. abra), a gémb
felosztdsa mindig ugyanolyan jellegli: mindig 8 gémbharomszog és 6 gomb-

1 A kuboktaéder a kocka (illetve az oktaéder) élkézéppontjainak konvex burka
(1. 4bra).
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négyszog keletkezik, mégpedig Ggy, hogy hiromszognek csak négyszog,
négyszognek csak hiromszog szomszédja van. A 8 gombhiromszog keriilet-
Osszege megegyezik tehdt a 6 gombnégyszogével s egyben a f6korok ossz-
hosszaval 8m-vel.

A vizsgalt feladat helyett foglalkozzunk eldszor azzal a kérdéssel, hogy
milyen elrendezés mellett lesz a legkisebb teriiletti gombhdromszig teriilete
a legnagyobb.

1. dbra. 2. dbra.

A legkisebb keriilet(i gmbhdromszog keriilete nem lehet nagyobb, mint
7, azonos keriiletli ggmbharomszogek koziil pedig a szabalyosnak legnagyobb
a teriilete, igy a legkisebb teriiletii gombharomszog nem lehet nagyobb, mint
a m keriiletii szabalyos. Ekkora is esak abban az esetben, ha valamennyi
héaromszog z keriiletti szabdlyos gombhiromszog. Ilyen felosztds létezik is,
és ezt a kuboktaéder halézata szolgiltatja, amelyet tigy nyeriink, hogy a gémb
kozéppontjabdl a gémbbe irt kuboktaéder éleit a gombre vetit'iik (3. 4dbra).

Ennél a felosztasnal a tobbi tartomany (a négyszogek) teriilete a harom-
szogekénél nagyobb — hiszen azok nagyobb-keriilet(i, tobboldalt szabalyos
gombsokszogek — tehat a teriilet szempontjabdl legkisebb gimbharomszog
egyben a legkisebb tartomény is, s igy e felosztds a tételben szereplé problé-
mdnak is megoldasit szolgaltatja. Ezzel a tétel igazolast nyert.

4. dabra.

A kuboktaéder gombi hilézata az emlitett masik értelemben mar nem
a legegyenletesebben osztja fel a gomb felszinét. Van ugyanis olyan felosztés,
amelynél a legnagyobb teriileti rész teriilete kisebb, mint a kuboktaéderes
halézat egy gombnégyszogének teriilete. Tekintsiink ugyanis hdrom fékort,
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amelyek a gombot hat 7/3 szogli kétszogre osztjik s egy ezekre merdleges
negyediket (4. abra). E felosztasnal 12 egybevago, 47/3 kerileti (és két 0 terii-
letti) gombharomszog keletkezik. A maximélis teriillet tartominy tehat egy
47/3 keriiletli gombharomszog, mig a kuboktaéderes halézat esetében egy
ugyanekkora keriileti, s ennélfogva valéban nagyobb teriileti szabélyos
négyszog.

(Beérkezett : 1958. VI. 3.)

06 OJIHOM 3KCTPEMAJIbHOM CBOWCTBE C®EPUUYECKOH CETKH
KYBOKTA31PA

A. HEPPES
Pe3lome

Paccmorpum 14 00J1acT MOBePXHOCTU Iapa olpejes€Hubie 4 00JIbIIMMU
Kpyramu. JloxasaHHast B CTaTbeé Teopema YyTBEpPI)KAAeT, yTO IJIowajlb obJacru,
KOTOpasi MMEET HAaMMEeHBbILIYI0 IUIO@Ab, B TOM cjyyae sIBJIsIeTCS HanOOJIbILEH,
eca Oosblive Kpyru o0pasyior ceTKy ojHOro Kybokrasapa. (Pur. 1.)

YTBepiieHne TeopemMbl HEBEPHO, €CJIM 3aMeHUTb B TeOopeMe cjloBa «Hau-
MEHBIIUIY U «HAUOOJIbILUIAY.

AN EXTREMAL PROPERTY
OF THE SPHERICAL NET OF THE CUBOCTAHEDRON

by
A. HEPPES

Abstract

Theorem. Let us consider four great circles of a sphere dividing its
surface into 14 domains. The surface of the domain having the smallest
area is the greatest if the four great circles form the spherical net of a cubocta-
hedron. (Fig. 1.)

The statement becomes false if we invert the words ‘“smallest” and
“greatest”.
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