NEHANY MEGJEGYZES LINEARIS ALGEBRAI EGYENLETRENDSZEREK
EGYERTELMU MEGOLDHATOSAGAVAL KAPCSOLATBAN

PETHO Arrind)
Bevezetés

A linearis algebrai egyenletrendszerek elméletében hatdrozatlannak
nevezett rendszerekkel kapcsolatban felmeriilhet az a kérdés, hogy — habér
az ismeretlenek egyiittesére nézve egyértelmi@ megoldasrél nem lehet szé —
egyes ismeretlenekre az egyenletrendszer nem oldhaté-e fel egyértelmien.
Mivel az ismert unicitasi kritériumok ezt a kérdést nem érintik, az alabbiakban
megadjuk az idevonatkozd egzisztenciatételeket, tovabbé utalunk arra, hogy
a linearis egyenletrendszerek fizikai alkalmazisaiban az egyértelmiiségnek
ilyen értelemben valé felvetése gyakran indokolt. A szerzé az alabbiakban
kozolt eredményeire éppen egy ilyen fizikai alkalmazis kapcesin jutott [2].
Feladatként tiizte ki a problémat a Matematikai Lapokban, ahol tébben meg
is oldottak. A megoldasok koziil a lap EGERVARY JENGEL kozolte [3]. A szerzd
eredeti megoldasa ettdl kiilonbozik.

1. §.

Linearis algebrai egyenletrendszerek egyértelmii megoldhatésagival
kapcesolatban bebizonyitjuk a kivetkezét :

Tétel. Az
A g - . . AGp (g p4gy E51
Aoy Qg . . . gy Qg Zy
(1) - =0,
__aml am2 . . . Qyn A n+1 X,
—1 |
roviden

Ag,... .ni1® =0

eqyenletrendszer x,, (k= 1,2, ..., n)ismeretlenjét akkor és csak akkor hatdarozza
meq egyértelmiien, ha

1. A rendszer kompatibilis (nem tartalmaz ellenmondo egyenleteket ), azaz
az inhomogén és a homogén egyenletrendszer mdtrixdnak rangja eqyenlé :

(2) Q(Al,2,»~,n%'1) :Q(Al,z,...,n)§

1) Budapesti Miiszaki Egyetem, Fizikai-Kémiai Tanszék.
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2. A homogén egyenletrendszer matrixdnak rangja 1-gyel nagyobb annak a
mdtriznak a rangjdndl, mely az elébbibil a k-adik oszlop elhagydsdval keletkezik :

(3) (A2, ....,n) =0(Aya, ... k—1,k+1,...,n) + 1.

Bizonyitas. A kritérium elsd pontja trivialis, igy csak a mésodik pontot
bizonyitjuk. Elegendé azonban a homogén esetre szoritkoznunk, mivel az
inhomogén egyenletrendszer &ltalinos megoldisa ennek egy partikuldris
megoldasabdl és a homogén egyenletrendszer altalinos megoldasabdl tevédik
ossze, igy a homogén és inhomogén rendszer egyidejlileg hatirozza meg egy
valamely ismeretlen (x,) értékét egyértelmtien. Tehat bizonyitjuk, hogy a
masodik pontban megadott kritérium a homogén egyenletrendszerre vonat-
kozdlag érvényes.

A kovetkezs segédtételre van sziikségiink: ha a homogén rendszer
-t egyértelmiien hatirozza meg, akkor x, zérussal egyenlé. Valéban: a
homogén rendszer (mindig létezd) trividlis megoldasdban z, bizonyosan zérus,
igy az altalanos megoldasban is csak zérus lehet.

A homogén egyenletrendszer megoldasa ekvivalens a 0 vektornak
az @, @y, . . ., a, oszlopvektorok linearis kombinacidjaként valg eldallitasaval.
Minthogy a linedrisan fiiggetlen oszlopvektorok szima egyenlé az oszlop-
vektorok matrixdnak rangszamaval, a bizonyitandé rangkritérium ekvivalens
azzal, hogy az a, oszlopvektor akkor és csak akkor nincs a tobbiek terében,
ha z, egyértelmi. Valéban : ha a, nincs a tobbiek terében, z, = 0 egyértel-
miien (kiilonben elGallithaté lenne a tobbiek linedris kombindcidjaként) ;
masrészt, ha x, egyértelm(, akkor a segédtétel szerint egyértelmiien 2, = 0,
tehiat @, nem lehet a tobbiek terében. Q. e. d.

Megjegyzés. Az egyértelmii megoldhatdsig eldontése lehetséges a homo-
gén rendszer egyiitthatomatrixanak béazisfaktorokra bontasa alapjan is.
Eeerviry JENO egyik dolgozatiban [1] az egyitthatématrixnak bazis-
faktorokra valé bontisin alapulé eljarast ad meg tetszdleges egyiitthato-
matrixt linedris egyenletrendszer 4ltalanos megoldasinak explicit elGallita-
sara. Eszerint, ha

Am =TUmVr*
(e(AT) = o(UP) = o(V3*) =7)

az eqyiitthatomatriz in. bdzistényezokre bontott alakja, akkor az

(1) Alx =0
inhomogén eqyenletrendszer kompatibilis, hacsak
(2) AV(U*AV)-1U*b=0> ,
és dltalanos megolddsa :
3%) x={E— V({U*AV)-1U*A}{ 4 V(U*AV)-1U*b ,
ahol t tetszbleges elemii paramétervektor.
(3")-b8l rogton kiolvashatd, hogy az x, (k=1,2,...,n) ismeretlenre

(2') teljesiilése esetén akkor és csak akkor egyértelmii (1) megoldisa, ha a
{ ...} matrix k-adik sora csupa 0-bdl all, ha tehit

AL = V(UYAV) =1 U* = [afj]
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an. altalinositott inverz k-adik sorvektora és az

= [a,;]
egyiitthatomatrix oszlopvektorai kozott fenndllnak a kovetkezd relacidk:

P
gy
[a$7?, a5Y, ..., al0] C =6 l=12,...,n)

Ay

2, §.

Az aldbbiakban a linearis algebrai egyenletrendszerek néhiny oly alkal-
mazasat mutatjuk meg, amelyekben az ismeretlenckre addédé megoldasok
altaldban nem lesznek egyértelmiek.

1. A merev testek sztatikdjaban fellépd probléma : adott erének adott
irdnyu osszetevékre valé bontéasa, linedris egyenletrendszer megolddséara
vezet. Targyaljuk mindjirt az altalanos esetet : az ry(x,, y,, z,) pontban hat
az €y(ug, vy, W) iranyn F, erd, mely felbontandé azr(z;, y;, ;) pontokban haté
e(u;, v;, w;) iranyu F; komponensekre (e,, e; egységvektorok, 1 =1,2,...,n).
A mechanikabdl ismeretes, hogy az F, erd az F; erérendszerrel akkor és
csak akkor ekvivalens, ha egyidejtileg

F= YF,
=1
és
n
*rX F= Yr; X F,
=1
Bevezetve a
‘1 1
D=z, y;, z (1=0,1,2;...,%)
’u- v, w;

J J

determindns els§ sordhoz tartozé D(n) D, D@ aldeterminénsokat, a

kovetkezd egyenletrendszer 4ll fenn az F; etk 1smeretlen F; nagysagaira
(F;= F;e; és Fy = F,¢):

uy Uy, eftsita it _FIT [ty Tl
vy Vy e S0 F, Vg
Wy iy s ko . W,

4 =

(4) D - pan - L DAY ; o| DGV
b Do .. DI . D{»

i Dg® D D$113)_ 2 Dgw)_
F,
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Amennyiben az eréfelbontas egyaltalan lehetséges, (2) teljesiil. Hogy
az r; pontban haté er6komponens egyértelmii-e, (3) alapjan donthetd el.

2. Kémiai reakcidk termodinamikajaban alapvetd kérdés, hogy egy
bizonyos korilmények kozott lefuté reakcidban valamely allapotfiiggvénynek
milyen megvéaltozasa 1ép fel [2]. Példaként emlithetjiik a reakcioban az ener-
gia (illetve entalpia) megvaltozasit, az Gn. reakciohdt. Tekintsiik kiilonb6z8
kémiai reakciéknak bizonyos rendszerét, amelyben nem minden reakciénak
ismeretes a reakciohéje. Felvetjik a kérdést, mi a feltétele annak, hogy az
ismeretlen reakciéhdk kiszamithatok legyenek. Az aldbbi gondolatmenet
szerint a hatarozatlan egyenletrendszerek problémajaval allunk szemben.
Jelentsenek ugyanis az egyes reakcidegyenletekben felléps kémiai jelek
(kémiai komponensenként viltozd) energiaértékeket, vagyis az egyes reakcio-
egyenleteket a tovabbiakban tekintsiik ne csak anyag-, hanem energiamérle-
geknek is: ekkor a keletkezd és reagald anyagok energiaértékeinek kiilonb-
sége, vagyis a reakciéhs egy tagot szolgiltat ebben az energiamérlegben.
Most mar az ismert és ismeretlen reakciohdji reakciéegyenleteket egyiittesen
olyan linearis egyenletrendszernek tekintjiik, melyben az egyes energiaértékek
is mint ismeretlenek szerepelnek. (Mivel az energia csak additiv allandé
erejéig definialt, egyértelmi megoldhatésigot csak az ismeretlen reakcid-
hékre varhatunk.)

A fenti tipust kémiai egyenletrendszerek altalanos alakja a kovetkezd :

ay, Qg ey g —~1 O .. O1][®m 1 'O 7]
178 Ay 3 s Ay, 0 —1 5 ats 0 Zy 0
(5) | @ Wy ves g ¢ 0 .~ : =| 0
G+11 U+12 .- 1 1 QO 0 ewe 0 Zp qr+1
Tni1 4
A Qs 5 (o 0 0 —_ 0 il L o,
_Tn+1 _|
ahol ,, .4, %9, - .., X,,; az ismeretlen reakcidhéket, g¢;+i, g1, - - ., qm 32
ismerteket, x, @, ..., ¢, a kémiai komponensek energiaértékeit, a;,, ay,,

.., Wy, pedig az Gn. sztochiometriai szdmokat jelentik.
Az egyértelm(iségi kritériumnak (5)-re valé alkalmazisa egy gyakran
hasznalt kémiai-termodinamikai tételnek matematikai analizisét nytjtja ([2]).

3. Fizikai mennyiségek kozott fennallé ismeretlen fiiggvénykapcesolatok
megallapitasira ismeretes egy tisztin formélis, dimenzionélis meggondolasokon
nyugvoe médszer: a dimenziondl-analizis. K mddszer szerint, ha a P fizikai
mennyiség és a Py, P,, ..., P, fizikai mennyiségek kozott valamilyen P =
= f(Py, Py, . . ., P,) 0sszefiiggés all fenn, akkor a bal- és jobboldalak dimenzidi-
nak sziikségszer(i megegyezése miatt a jobboldal csak a Py, P,, ..., P, mennyi-
ségek hatvanyainak a baloldal dimenzi6jat adé szorzataibdl, pontosabban ezen
szorzatok linedris kombindcidjabdl dllhat. A lehetséges f fiiggvénykapesolatok
megallapitasira tehat megkeressik a Py, P,, . .., P, mennyiségek hatvanyai-
nak mindazon szorzatait, amelyek P dimenzidjit adjik és vessziik ezen szor-
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zatok Gsszes (dltaldban végtelen sok tagi) linedris kombinacidit. A valdsigos
fiiggvénykapcsolat a fenti végtelen sor valamilyen specidlis Osszegezésével
adodik.

Legyenek az alapdimenzidk U,, U,, . . ., U,, [specidlisan U, : hosszisag
(L), Uy: tomeg (M), Ug: id8 (T)].

Legyen
(6) Rp= Ui lgw, . U (t=12,...,n)
és
(7 P=02UF,.. O,

Az emlitett szorzatkombinacié a kovetkezd alaku :

(8) P—=PsP:.. P>,

ahol a kitevék ismeretlenek.
Behelyettesitve (8)-ba a (6) egyenleteket, (7)-tel val6 Osszehasonlitas
mutatja, hogy az ismeretlen kitevék az alabbi egyenletrendszert elégitik ki :

9) ap; +ap% 4 ... +a,%,=b; (i=1,2, . .:MM)

Ha marmost ennek az egyenletrendszernek van bizonyos ismeretlenre
egyértelmii megoldésa, az annyit jelent, hogy P valamennyi szorzatelallitasa-
bdl kozos faktor emelhetd ki, ami a keresett f kapcsolatnak a dimenziondl-
analizis altal determindlt részét fogja alkotni, mig a megmaradd szorzat-
kombinacidk linedris kombinaciéja a keresett f kapesolatnak nemdeterminélt
részét képezi.

Pl. surl6ddsmentes és inkompresszibilis folyadék feliiletén kialakul6 vizhullamok
v fazissebességét kivanjuk meghatarozni, mint a folyadék h magassagéanak, a g nehézségi
gyorsulasnak, a 4 hullamhossznak és a folyadék g sfirtiségének a fiiggvényét [4].

Most Uy =L, Uy—-M, U, =T ¢

P=w»(LT>)
P, =g (LT-?)
P, =9 (ML)
ks = A (L)
P,=h (L)

Keressiik v-t a kovetkezé alakban :
v = g*1 g2 AX3 h¥a |
A dimenziok osszehasonlitasabél adédé (9)-nek megfelelé egyenletrendszer :
(L) 18 1 N 1
(10) M)l o 1 0 of]x]=| o
T L-2 o o o= =
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A (10) egyenletrendszer kompatibilitasat fizikai okok biztositjak, megoldésa az
x, és x, ismeretlenekre egyértelmi, ugyanis (3) szerint :

Li—3 k. 4 =3 il il ] (A | 1
0 Q" i g Oil=p 1 0 Ol4+1=p] O O O]|+1.
=28 100 100 (1 0 J 1 —2 0 9

(10) megoldasa :
1 1

Ty =5, Ty = 05 Zy =5 —t, Zs=1,
tehat a keresett osszefliggés a
Ve ht
9 =3
alaku kifejezések linearis kombindaciéja :
o T Bl
vV = Vgt_,cf =1

C¢: dimenziénélkiili alland6, ahol az Osszegezés tovabbi részleteirdl a dimenzional-
analizis semmit sem mond. A mechanikabdl ismerjiik a pontos sszefliggést, amely
szerint

—( A 2mh \':
v=1Jg (’.,; tgh ;Z.—) _
Mindenesetre a dimenzional-analizis nytjtotta osszefiiggés a fhzissebességének a fligget-
lenségét o-t6l és az aranyossagat ) g-vel determinalja.

(Beérkezett: 1958. II1. 31.)
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HECKOJIbKO 3AMEYAHUI
B CBSA3KM C OJHO3HAUHOHW PA3PELUIMMOCTBHIO
CUCTEM JIMHEWNHBIX AJITEBPAMUECKMX VYPABHEHUH

A. PETHO
Pe3iome

PaccmMaTpUBAOTCSI HE TaKWe CUCTEMbl JIMHEHHBIX ajiredpanyecKux ypas-
HEHUH, JJIsT KOTOPBIX PaspermmocTb HY)KHO HCCIe0BaTh OOBIYHBIM 00pa3oM :
CyLIECTBYET JIM JUISI Ka)K/[0T0 HEU3BECTHOTO CHCTeMbl yPaBHEHHUH pelleHue, TaKue,
JUISi KOTOPBIX PelIeHUsT JJIsT HEKOTOPBIX HeM3BECTHbIX BOOOLIE He O0HO3HAYHBI,
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JlaloTcst KpUTepPUH TO3BOJISIIONINE YCTAHOBUTD UIST KAKMX HEU3BECTHBIX TAKHUX,
B0oOOLIE HEOIpPe/e/IeHHBIX CUCTeM YPaBHEHUiA, BCE yKe CYILIeCTBYeT e[MHCTBEHHOE
peueHue. JloKasblBaeTcsl cjleyiouasi Teopema :

Jns1 HemaseCcTHOro x, (k=1,2,...,n) CUCTeMbl YpaBHEHUH
A1 Q2 ... A1p A1,n41 x|
Qg1 OQgp ... 0y Qg niq 1.‘2 =0 (KOpoTIKO: Ays.,.n13 2=0)
Wi O 7o 5 Qo Wi gén
—1

€/IMHCTBEHHOE PEILIEHUE CYLIECTBYET TOrAA M TOJBKO TOT/AA, €CJu
I. Cuctema coBMeCTHMMA (He COJEP>KUT IPOTMBOPEYALIMX YpPaBHEHMIA),
T. €. PAHT MaTPHULU OHOPOJHONA M HEOAHOPOAHONU CUCTEMBI COBNAJAET :

9(A1,2,. : .,n+1) = Q(Al,z,...,n) >

2. Panr maTtpuuu OQHOPOAHOM CHCTEMbl YPaBHEHUI HA eqUHULY OoJibliie
paHra MaTpuiu, OTJIMYAKLIENHCS OT HEE TEM, YTO He COMEPIKUT k-0ro cToJIOLA :

Q(Al,z,. con) = Q(A1,2,. s e R i) =

[pyMeHeHHe 3TUX KPUTEPHEB €MOHCTPUPYETCS Ha NpUMepax, B3ATBHIX U3
pasHbIX 00JacTeit GU3MKKM : T10 OHOMY MPOCTOMY CJyyal0 paccmaTpUBaeTcs
M3 CTATMKHM TBEP/BIX TeJ, TEPMOAMHAMMKHM XMMMUECKHMX PeaKUuii M IUMEH3UO-
HaJIbHOTO aHaju3a.

EINIGEBEMERKUNGEN ZUR EINDEUTIGEN LOSBARKEIT VON LINEAREN
ALGEBRAISCHEN GLEICHUNGSSYSTEMEN

von

A. PETHO

Auszug

Lineare algebraische Gleichungssysteme werden diskutiert, in denen
die Losbarkeit nicht wie gewohnlich zu untersuchen ist: d. h. nicht ob
die eindeutige Losung inbezug auf jede Unbekannte existiere oder nicht,
sondern die Fille, in welchen die Losungen inbezug auf die einzelnen Unbekann-
ten im allgemeinen nicht eindeutig sind. Wir geben die Kriterien zur
Entscheidung der Frage an fiir welche Unbekannten derartiger unbestimmten
Gleichungssysteme die eindeutige Losung existiert. Es wird folgender Satz
bewiesen : Das Gleichungssystem

Ay A3 ... Ay, Aypiq Ty
Fo1 Ggg ... Gan Gania || T | __ g (ktisgar: Ayg ... pop==0)
U1 Az ... Ay am,n+1» z,
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besitzt eine eindeutige Losung inbezug auf die Unbekannte z, (k =1, 2, .. ., n)
dann und nur dann, wenn

1. Das System keine widersprechenden Gleichungen enthilt, d. h. der
Rang der Matrix des inhomogenen Gleichungssystems mit demselben der
Matrix des homogenen Gleichungssystems iibereinstimmt :

Q(Al,z,. 2 -,n+l) = Q(Al,‘z,. : -.n) .

2. Der Rang der Matrix des homogenen Gleichungssystems um eins
grosser ist als der Rang derjenigen Matrix, die aus der Urspriinglichen durch
Weglassen der k-ten Spalte entsteht, d. h. :

Q(Al,z,. ; -,n) = Q(Al,z,. T [T .,n) el =

Die Anwendung dieser Kriterien wird an Beispielen aus verschiedenen
Gebieten der Physik gezeigt: je ein einfacher Fall wird aus der Statik der
starren Korper, aus der Thermodynamik chemischer Reaktionen und aus der
Dimensionstheorie untersucht.
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