
EGY EGYDIMENZIÓS VÉLETLEN TÉRKITÖLTÉSI PROBLÉMÁRÓL 

R Ê N Y I ALFRÉD 

Bevezetés 

Néhány évvel ezelőt t J . B E R N A L h ív ta fel a f igyelmemet a következő 
problémára, amelynek megoldása a folyadékok kinet ikus elmélete szempont-
jából b í rna jelentőséggel : 

Az origó körüli II sugarú gömbben (ahol R nagy szám) találomra elhelye-
zünk N számú egységnyi sugarú gömböt (amelyeket tömörnek tek in tünk , 
t ehá t egymásba nem hato lha tnak) , oly módon, hogy az első gömb középpont ja 
egyenletes eloszlású az origó körüli R — 1 sugarú gömbben, és á l ta lában, 
miután m á r К gömböt e lhelyeztünk ( 4 = 1 , 2, . . ., N — 1), a (4 + l)-edik 
gömb középpont já t oly módon helyezzük el véletlenszerűen, hogy az egyen-
letes eloszlású azon pon tok halmazában, amelyek köré egy egységnyi sugarú 
gömböt helyezve annak nincs közös pon t j a a már elhelyezett 4 gömb egyiké-
vel sem. 

A feladat az így létrejövő véletlen gömbelhelyezkedés stat iszt ikai 
jellemzése, például a gömbök közti távolságok eloszlásának kiszámítása stb. 

Nemrégiben W. S C H M E T T E R E R egy az eml í te t t problémával rokon 
problémát említet t meg. Ez a BERNAL-féle problémától csak abban külön-
bözik, hogy a gömbök számá t nem rögzít jük le előre, hanem addig fo ly ta t juk 
a gömbök elhelyezését a megadot t eljárással, amíg ez egyáltalán lehetséges, 
vagyis amíg az f?-sugarú gömb telí tve lesz az egységsugarú gömbökkel úgy, 
hogy több már nem is fér el. Ez esetben a kérdés az, hogy ily módon á t lagban 
az / f -sugarú gömb hányadrészé t fogják a belehelyezett egységsugarú gömbök 
kitölteni, illetve, hogy menny i lesz az elhelyezhető gömbök számának várha tó 
értéke. (A két kérdés ny i lván ekvivalens.) 

B E R N A L és S C H M E T T E R E R lenti kérdéseinek egzakt megválaszolása igen 
nehéz problémának látszik. Ismeretes több más hasonló t ípusú probléma is, 
amelyek szintén megoldatlanok. így például ez idő szerint nincsen kielégítő 
elmélet, amely egzakt válasz t adna a r ra a kérdésre, hogy ha ismert szemcse-
nagyság és szemcsealak szerinti megoszlású szilárd anyago t (pl. kőzúzalék, 
szén stb.) egy adot t a l akú ta r tá lyba (pl. vasúti kocsiba) öntünk, akkor 
a rendelkezésre álló t é rnek kb. hányadrészét tölti ki a szóban forgó anyag. 
E kérdés gyakorlati jelentősége szállítási és raktározás i problémáknál nyil-
vánvaló. 

Az említet t p rob lémáka t „véletlen térkitöltési p roblémák" néven lehet 
összefoglalni. Ilyen jellegű feladatok más területen is felmerülnek, és megoldá-
suk a, való-izínűségszámítás egyik soronlevő fe ladata . E problémák egzakt 
tárgyalásának nehézsége onnan adódik, hogy a véletlen térkitöltési problémák-
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ná] az egyes térkitöl tő elemek (gömbök, szemcsék stb.) elhelyezkedése nem 
független egymástól. Ilyen módon e problémák egy á t fogóbb valószínűség-
számítási problémakör részét a lkot ják, amelyet a következőképpen lehet 
jellemezni : a valószínűségszámítás független valószínűségi vál tozókra vonat-
kozó tételeinek kiterjesztése nem teljesen független valószínűségi változók 
esetére, legalábbis a gyakorla t i alkalmazások során legtöbbször előforduló 
függőségi t ípusokra. Mint ismeretes, ez i rányban még nagyon sok a megoldat-
lan probléma. 

Jelen dolgozatban egy, a véletlen térkitöl tés problémakörébe tar tozó 
egyszerű egydimenziós fe lada to t oldunk meg, mégpedig az eml í te t t S C H M E T T E -
RER-féle fe ladat egydimenziós analogonját . E feladat természetesen sokkal 
egyszerűbb, min t a megfelelő 3-, vagy akár csak az analóg 2-dimenziós feladat, 
ugyanis a geometriai nehézségek, amelyek m á r a síkbeli esetben és még inkább 
a térbeli esetben fellépnek, i t t egyáltalán nem jelentkeznek. 

Más szóval a következő fe ladatot vizsgáljuk : a (0, x) intervallumra 
találomra ráhelyezünk egységnyi interval lumokat , úgy, hogy azoknak ne 
legyen egymással közös pon t juk . Meghatározandó az ilyen módon elhelyezhető 
interval lumok várha tó száma. A feladat megoldása — úgy hisszük — bizonyos 
érdekességgel bír mint egy kezdet i lépés az említet t , jórészt még fel tárat lan 
területen. Az egydimenziós f e l a d a t az a lábbiakban adot t megoldásának min-
t á j á r a megoldható például a következő ál talánosabb fe lada t is : 

A ^-dimenziós tér (k = 2, 3, . . .,) egy T tengelyparallel helyzetű téglá-
jában ta lá lomra sorjában elhelyezünk ado t t méretű egybevágó tengelyparallel 
téglákat oly módon, hogy egy téglának se legyen közös p o n t j a a már előzőleg 
elhelyezett téglákkal. Az e l j á rá s t addig fo ly ta t juk , amíg ez egyáltalán lehet-
séges ; meghatározandó az elhelyezett téglák várható száma, illetve az, hogy 
e téglák a T téglának hányadrészé t töltik ki. A következőkben az egyszerűség 
kedvéért csak az egydimenziós esettel foglalkozunk, azonban az olvasó, ha 
a gondolatmenetet figyelemmel kíséri, lá tni fogja, hogy az tetszőleges dimen-
ziószám esetében alkalmazható, bár az anali t ikus appará tus a többdimenziós 
esetben természetesen bonyolu l tabb és bizonyos geometria nehézségek is 
fellépnek. 

Az eg3rdimenziós fe lada t egy re tardál t differenciálegyenletre vezet, 
mégpedig ha M(x) jelöli a (0, x) intervallumon elhelyezett egységnyi inter-
vallumok vá rha tó számát, akko r M(x) eleget tesz a 

(0.1) (x — \)M'{x) + M{x) = 2 M(x - 1) + 1 ( i ^ l ) 

re tardál t differenciálegyenletnek, M(x) = 0 (0 ^ x ^ 1) kezdeti feltétel 
mellett. Az (0.1) retardál t differenciálegyenlet a 

(0.2) w(x) y'{x) + p(x) y(x) = q(x) y(x — 1) + r{x) 

t ípusú egyenletek osztályába tar tozik. A (0.2) t ípusú egyenletekkel foglalkozik 
pl. N. G. D E B R U I J N [ 1 ] és [2] dolgozata. Különösen sokat vizsgál ták a szintén 
a (0.2) t ípusba tartozó 

(0.3) xy'{x) +y(x)=y(x- 1) 

egyenletet, amely egy számelméleti probléma megoldását szolgáltatja. I Ia 
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ugyanis 0(N, M) jelöli azon n g; N t e rmészetes számok s z á m á t , amelyeknek 
nincs M-nél k isebb törzs tényezője , akkor, m i n t A . B U C H S T A B [ 3 ] k i m u t a t t a , 

,ч ,• Ф(МХ, M) log M 
(0.4) lim —) ! — — 5 = y(x) , 

M - . + 00 M x 

ahol y(x) eleget tesz a (0.3) egyenletnek és az y(x) = l/x{l sí x < 2) kez-
de t i le l té teleknek. D E B R U I J N [ 2 ] , [ 4 ] k i m u t a t t a , hogy a szóban forgó y(x) 
BucHSTAB-léle függvénynek létezik a ha t á r é r t éke , ha x — + 0 0 és 

(0.5) lim y(x) = , 

ahol y az Euler-fé le állandó. A (0.4) egyenlet te l foglalkozott L . K . HUA is [5], 
ak i a Laplace- t ranszformáció módszerét a lka lmazta és í gy b izonyí to t ta b e 
(0.5) fennál lását , továbbá a m a r a d é k t a g r a is igen éles becs lés t adot t meg . 

Je len dolgozatban, u g y a n ú g y , min t HUA, a szóban forgó (1) r e t a r d á l t 
d i f ferenciálegyenlete t úgy o l d j u k meg, hogy bevezet jük M(x) Laplace- t ransz-
formáltját, vagyis a 

со 

(0.6) <p(s) = I M(x) e sxdx {s=a + it, a > 0) 
ó 

f ü g g v é n y t és k i m u t a t j u k , h o g y <p(s) a 

(0.7) ~(ses<p(s)) = <p(s)(es- 2 ) - -
as s 

közönséges di f ferenciá legyenle tnek tesz eleget , továbbá kielégí t i a 

(0.8) lim q>(s) = 0 
s - > + °° 

ha tá r fe l t é t e l t . (0.7) megoldása explicit a l a k b a n előál l í tható : 

(0.9) J exp — 2 du\ dt 

cp(s) explicit a lak jábó l Taube r - t í pusú meggondolások a l a p j á n köve tkez te t -
h e t ü n k M(x) asz imptot ikus viselkedésére, h a x—>• + 0 0 . 

Az 1. § a probléma valószínűségszámítás i megfogalmazásával , a v á r h a t ó 
é r t ék re vona tkozó r e t a rdá l t differenciálegyenlet fe lá l l í tásával foglalkozik. 
A 2. §-ban a Laplace- t ranszformáció segítségével megold juk a keresett függ-
vény Lap lace - t r ansz fo rmá l t j á r a nyer t közönséges differenciálegyenletet . A 3. 
és 4. §-ban a Lap lace - t r ansz fo rmál t viselkedéséből köve tkez t e tünk a ke rese t t 
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függvény (az x hosszúságú intervallumon elhelyezkedő egységnyi intervallu-
mok várha tó számának) aszimptot ikus viselkedésére. K i m u t a t j u k , hogy 

(0.10) lim = с , 

ahol 
X—+00 X 

t 

(0.11) С = I e x p 1—2 I - —du 
и 

dt = 0,748 . . . , 

о о 

dletve ezen túlmenően k i m u t a t j u k , hogy M(x)-re a következő aszimptotikus 
előállítás érvényes : 

(0.12) M{x) = C x - (1 - C) + 0 \ 1 

ahol n tetszőleges nagy szám, és С a (0.11) a la t t i állandó.1 ' Az 5. §-ban a szóban 
forgó intervallum-szám szórását becsül jük meg, és e becslés segítségével 
k imuta t juk , hogy az x hosszúságú interval lum le fede t t részének viszonya 
a teljes intervallumhoz sztochasztikusan konvergál а С határértékhez. A 6. §-
ban a kérdés teljesebb tá rgya lásának lehetőségére m u t a t u n k rá, amennyiben 
vázoljuk az eloszlásfüggvény pontos meghatározásához követendő el járást . 

A szóban forgó fe l ada t megoldásának egy érdekes gyakorlat i alkalmazá-
sára N. G. D E B R U I J N vo l t szíves f igyelmemet felhívni. E g y L méter hosszú-
ságú járda mentén autók parkolhatnak. Az újonnan é rkező autók ta lá lomra 
helyezkednek el a még el nem foglalt részszakaszokban (nem igyekeznek 
szorosan egymáshoz zárkózni). Kérdés, h á n y autó fog t u d n i parkolni, ha egy-
egy autónak l méter szabad járdament i szakaszra van szüksége a parkoláshoz. 
A válasz az, hogy nagy valószínűséggel körülbelül 0,748 L/l számú a u t ó fog 
tudni parkolni a szóban forgó parkírozó helyen. 

1. §. A probléma valószínűségszámítási megfogalmazása 

Helyezzünk el t a l á lomra a (0, x) interval lumon e g y egységnyi hosszú-
ságú 71-szakaszt. Ezen az t é r t j ü k , hogy az l x szakasz f kezdőpont ja a (0, ж — 1) 
interval lumban egyenletes eloszlású valószínűségi változó. Ezután helyezzünk 
el az Ix szakasz helyzetétől függetlenül találomra (az e lőbbi értelemben) egy 
másik egységnyi szakaszt a (0, &)-intervallumon. Ha a második szakasznak 
/1-gyel nincs közös pont ja , a második szakaszt m e g t a r t j u k és Z2-vel jelöljük ; 
ha van közös pont ja , akkor e szakaszt e lhagyjuk és egy ú j a b b szakaszt válasz-
tunk. Ha m á r az l x , I2 , . . ., I k (egymástól idegen) szakaszokat megválasztot-
tuk, a következő ta lá lomra választott szakaszt csak a k k o r ta r t juk meg, ha 
az I l t I 2 I k szakaszok egyikével sincs közös pont ja . E z esetben e szakaszt 
/k + 1-gyel jelöljük. Az e l j á r á s t addig fo ly ta t juk , ameddig még van egyál ta lán 
lehetőség a további szakaszok elhelyezésére, vagyis addig , amíg olyan helyzet 
nem áll elő, hogy két szomszédos szakasz, illetve a k é t szélső szakasz és a 
(0, x) in terval lum megfelelő végpontjai közti távolságok között nem m a r a d 

Ü N. G. D E B R U I J N felhívta a figyelmemet arra, hogy az Ő módszerével a maradék-
tag becslése (0.12)-ben még tovább élesíthető. 
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egyetlen 1-nél hosszabb sem. Tegyük fel, hogy ez a helyzet az IVx interval lum 
elhelyezése u t á n következik be. A fe ladat a vx valószínűségi változó M(x) = 
= M{rx}várható értékének meghatározása, illetve a 

lim Щ Х ) = С 
X-.+ 0O X 

határér ték kiszámítása. Nyilvánvaló, hogy.I/(a;) = 0, lia 0 ^ x ^ 1 ésil/(a;) = l , 
ha 1 < x ф 2. (Nem tel jesen evidens, hogy M(x) mono ton növekvő, bá r ez 
valóban így van, és a későbbiekből adódni fog.) Nyilvánvaló, hogy 
0 < M(x) < x. A fenti ha t á ré r t ék létezése sem magától értetődő, de ez is 
ki fog adódni , és egyben С értéket is meg fogjuk ha tározni . (C értéke köze-
lítőleg 0,748.) 

Először k imuta t juk , hogy M(x) eleget tesz az 
X 

(1.1) 3I(x + l) = - 2 - j 3I(t)dt + 1 (x > 0) 

о 
integrálegyenletnek. Az (1.1) egyenletre a következő meggondolással j u t u n k : 
ha a (0, x + 1) interval lumon egy egységnyi in terval lumot már elhelyeztünk, 
mégpedig ez a (t, í-f- 1) in terval lum (0 ^ t fix), akkor az et től balra elhelyez-
kedő interval lumok átlagos száma nyi lván M(t), az e t tő l jobbra elhelyezkedő 
intervallumok átlagos száma M(x — t) és így (mivel t egyenletes eloszlású 
(0, :r)-ben) 

X X 

3I(x + 1) = -x j (31 (t) + 31 (x - t j ) dt + 1 = ~ j 31(1) dt + 1 . 

о 0 

( 1 .l)-et a/ szel beszorozva és mindkét oldal t x szerint differenciálva kap juk , 
hogy 31 (x) az 

(1.2) i I ' ( a ; + l ) + I ( j ; + l ) = 2 I ( i ) + l (x > 0) 

„ re tardál t differenciálegyenletnek" tesz eleget. 

2. §. A retardált differenciálegyenlet megoldása a Laplace-transzformáció 
segítségével 

Legyen 

(2.1) <P(*)= ) 3í(x)e xsdx (s = o + it, <т>0) . 
о* 

ahol 31 (x) az 

(2.2) x3I'(x+\) + 3I(x-\-\)=2 3I(x)+ \ ( x > 0 ) 

retardál t differenciálegyenletnek és az 

(2.3) 3I(x) = 0 ha 0 ^ x 1 

kezdeti feltételnek eleget t evő függvény. 

8 A M a t e m a t i k a i K u t a t ó I n t é z e t Közleményei I I I . / 1 — 2. 
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A (2.3) Lap lace- t ranszformál t létezése a O á M(x) < x egyenlőtlenség-
ből következik. (2.2) m i n d k é t oldalát e - x s - s e l szorozva és x szerint in tegrá lva 
nyer jük , hogy 

oo оэ 

(2.4) j x M'(x + 1) e~xs dx + J M(x + 1) e~xsdx = 2 q>(s) + -- . 

о 0 

Mivel M(x) = 0, ha 0 ^ x < 1, 

СО 00 

(2.5) ^ M(x+l)e~xsdx = es j M(t) e"'sdt = es <p(s) 
о i 

és 
со со 

(2.6) I я М ' ( х + 1 ) e ~ x s = jes j M\t)e~tsdt j . 

о о 

Parciális integrálással n y e r j ü k , hogy 

oo 

(2.7) J M'(t)e~lsdt =s<p(s) . 
о 

A (2.4)—(2.7) összefüggésekből adódik, hogy (p(s) a 

(2.8) d- (ses <p(s)) = <p(s) (es - 2) - — 
ds s 

differenciálegyenletnek tesz eleget. 
Bevezetve a w(s) = es <p(s) jelölést, w(s) az 

(2.9) sw'{s) = - 2 w(s) e~s — — 

differenciálegyenletnek tesz eleget. 
A (2.9)-nek megfelelő homogén egyenle te t megoldva, a ha tá roza t lan 

együ t tha tó módszeré t a l k a l m a z v a és f igyelembe véve, h o g y 0 ^ M(x) ^ x 
m i a t t pozit ív s esetén 

oo 

0 S w{s) < es ) xe~sx dx 
i 

és így 

(2.10) lim w(s) = 0 , 
S - , + 00 
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k a p j u k , hogy 

(2.11) 

t e h á t 

(2 .12 ) 

w(s) = — j exp - 2 J 

00 l 

<p(s) = J exp - 2 J -

• 1— e~u 

du dt , 

— e 
и 

du dt . 

A (2.12) formulából 

(2.13) 

ahol 

(2.14) С 

lim s2 (p(s) = С , 
S—+0 

XI I 

. f e x p K Í A r 
du dt, 

А С á l landó számér tékre 3 t izedesjegy pontossággal С = 0,748 adódik . A 
numer ikus számí tás céljából а С á l landót definiáló i n t e g r á l t célszerű gyor -
s a b b a n konvergáló integrál lá a lakí tani . BÉKÉSSY ANDRÁS v e t t e észre, h o g y 
ez a következőképpen végezhe tő el : parc iá l i s integrálással adódik, h o g y 

0 = 2 J (1 — e~ ' ) exp 

о 
oo 

= 2 0 - 2 ^ 

- 2 -—-—du 
и 

exp 

dt = 

t - 2 1 1 — — du\ dt 

t e h á t 

(2.15) 0 = 2 J e x p 
1— e~u 

— t — 2 I du dt 

A (2.15) képlet a l ap j án a numer ikus számolás t SIMON SÁNDOR végezte el. 

M{x) 
3. §. Egy Tauber-típusú tétel alkalmazása lim 

Először k i m u t a t j u k , h o g y létezik a 

hm Щ Х ) 

x-t+t» ® 

= О bebizonyítására 

s* 
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határér ték és egyenlő a (2.14) alat t szereplő С konstanssal . E célból alkal-
mazni fogjuk a következő jól ismert Tauber- t ípusú t é t e l t : Ha a(x) monoton 
növekvő függvény (0 < x < + =»), ß > 0 és 

akkor 

( lásd: [7], 108. tétel). 
Mivel az 

l im sß e~sx da(x) = С , 
s-»+0 Д 

lim ^ - 0 

p ( ß + l ) 

(3.1) a(x)= I M(t)dt 
о 

függvény monoton növekvő és 
00 

,s2 I e~sxda(x) = s2<p(s) , 
6 

az emii te t t tételből (ß = 2 esetén) azt kap juk , hogy 
X 

(3.2) l i m 1 í M(t)dt = C . 
X-.+ 00 X2 J 2 

о 

Osszuk most el (1.1) mindké t oldalát (x -f- l)-gyel és végezzük el az x —*• + 
ha tá rá tmene te t . (3.2)-ből a z t kapjuk, hogy 

(3.3) lim 

x- + oo X + 1 

í g y tehát bebizonyí tot tuk ál l í tásunkat, hogy 
(3.4) lim Ш = 

X—> -j- oo X 

ahol С а (2.14) alat t i á l landó. (3.4)-ből és (2.2)-hől az is következik, hogy 

(3.5) lim M'(x) = С . 
X-»+ oo 

(3.5)-hől m á r látható, hogy M{x) elég n a g y ж-ге m o n o t o n növekvő. Most 
k imuta t juk , hogy M{x) m á r x > 2-re monoton növekvő. Ehhez elegendő 
megmutatni , hogy 

(3.6) 2 M(x — 1) + 1 - M(x) > 0 , ha x > 2 . 

Az 1 < x ^ 2 in te rva l lumban nyilván 2 M(x — 1) + 1 — M(x) = 0. H a 
megmuta t juk , hogy abból, hogy 2 M(t — 1) + 1 — M(t) ^ 0, ha 1 < t ^ x 
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valamilyen x > l-re , következik, h o g y 2 M(x) + 1 — M(x + 1) > 0, akkor 
ebből (3.6) következik. Ez azonban a z o n n a l be lá tha tó , hiszen (1.1) szerint 

(3.7) 2 M(x) + 1 — M(x + 1) = 

x-1 x-1 

= j M(t) dt h — I (2 M(t) + 1 — M(t + 1)) dt 
x(x — 1) J x — 1 J 

о 1 

T e h á t M(x) va lóban monoton növekvő.2* Mivel (3.2)-ből k ö v e t -
kezik, hogy 

( 3 . 8 ) xM"(x + 1) = 2 (M'(x) - M'(x + 1 ) ) , 

(3.5)-bői az is következik , hogy 

(3.9) Hm x M"(x) = 0 . 
X - » + 00 

Ily módon h a t á r é r t é k b e n az y = M(x) görbe erősen hozzásimul a z y = Cx 
egyeneshez. 

E r e d m é n y ü n k e t a köve tkezőképpen foga lmazha t juk meg : 

T é t e l . A ( 0 , x) intervallumot kitöltve találomra elhelyezett közös pont nélküli 
egységnyi hosszúságú intervallumokkal, ezek nagy x esetén a (0, x) intervallumnak 
átlagban 74,8%-át fedik le. 

Az M(x)—Cx e l té rés t a köve tkező pa rag ra fu sban közelebbről is meg-
vizsgáljuk. 

4. §. M(x) pontosabb aszimptotikájának meghatározása 

Vegyük észre, hogy a 

(4.1) y(x) = Cx — ( 1 - C ) 

függvény kielégíti az (1.1) egyenletet , bá rmi is а С á l landó ér téke . Ennek 

2) Miután kimutattuk, hogy M(x) monoton növekvő, n fentebb 
x 

a(*)= J M(t) dt 
0 

függvényre alkalmazott Tauber-tételt közvetlenül alkalmazhatjuk M(x)-re is (ß = 1 
mellett), mivel 

со со 

I e~xsdM(x)= I M'{x)e. xsdx = sq+) . 
Ô Ó 

így egy újabb bizonyítást nyerünk arra, hogy 

lim Ш = С . 
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a lap ján már se j t en i lehet, hogy lia С а (2.21) alat t i állandó, akkor létezik 
M(x) — Cx ha tá ré r téke , ha x —*- + mégpedig 

(4.2) lim (M(x) — Cx) = — ( l — G) 
x-> + °° 

E paragrafusban ki fogjuk m u t a t n i , hogy ez valóban így van. E célból ki indu-
lunk abból, hogy M(x) Laplace- t ranszformált ja , <p(s), (2.12) szerint a követ -
kező alakra hozha tó : 

(4.3) . 
8 

I t t Ф(б') a következő alakban í rható fel : 

/ ; 2 \ 
( 4 . 4 ) Ф(а)=е-г\С— I e > " dt . 

Mivel (1 —e~z)lz egész függvény, könnyen belátható, hogy Ф(в) is egész 
függvény. Ebbő l következik, hogy 

С Ф'(0) 
(4.5) <p(s) = — + + V(«) -

s2 s 

ahol 

Ф(в) - С — Ф'(0) s 
(4.6) V(s) = - b ! _L_L_ 

s2 

szintén egész függvény. Ф'(0) é r téké t k iszámítva 

(4.7) Ф'(0) — С — 1 

adódik, tehát 

(4.8) <p(s) = - 1 ~ + rp(a) , 
s2 s 

ahol y(s) egész függvény. 
Mármost a Laplace-transzformáció jól i smer t inverziós képlete szerint 

(4.9) M(x) = - Г 
2 ni J 

a+íoo 
exs(p(s) ds (a > 0) , 

a —Ica 

es így 
O+ica 

(4 .10) M(x) = Cx - (1 - C) + Г exsip(s)ds (a > 0) . 
2л i J 
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Mivel y)(s) egész függvény, (4.10)-ben a = 0 is vehető, t e h á t 
+ 00 

(4.11) M(x) = Cx - (1 - C) + — Í eixt f(it) dt , 
2 ж J 

— со 

Könnyen be lá tha tó , hogy ha s = it (t valós), a q>(s)-et definiáló 

(4 .12) 
0-s 2 

<p(s) = — e » ) U du oo l 
j ' e x p | - 2 J 1 - e~" 

du\ dt 

képletben szereplő 

exp 
1 — e~" 

и 
du dt 

integrálban integrációs ú tként választható az imaginárius tengely is. E h h e z 
ugyanis csak az t kell k imutatni , hogy ha KR jelöli a z = Rei(f, 0 ^ cp < ti/2 
negyedkört , akkor 

(4.13) lim 
J 4 - 2 j 

1 — e~" 
и 

du 

KR 

= 0 . 

(4.13) a következőképpen l á tha tó be : 

j e x p ( - 2 j 1 - е - " 
и 

du dz 
I 
KR 

Mármost, ha 0 ф cp ^ я/4, akkor 
r 

R j exp 1—e~r cos f cos (r sin cp) 
dr dcp . 

J 
g-rcosy c o s s J n Ç,) 

dr 

r 
n e d r ^ 3 ; 

ha pedig тг/4 cp <; л/2, akkor, mivel (e~r cos cp)Jr monoton csökkenő függvény , 

R 

I" g — Г COS ç> 
— cos ír sin cp) dr r 

2 sin q> 

1 
Tehá t 

exp 

S J í 

- J 

g-rcosip Jl 
cos (r sin cp) dr < A 3 . 

r 2 sin cp 

1 — 
и 

du dz 
e° ж 

2 r 
KR 

és így (4.13) valóban fennáll. 
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Ha tehát t pozitív, <p(it) a 

г í— — 
e- it 2 J си 

(4.14) < p ( i t ) = - — j - e J e x p | - 2 J 1 - J л . 1 — e~iv , 
2 I dv du 

alakra hozha tó . Nyilvánvaló, hogy <p( — it) = <p{it), ezér t cp(it), i l letve у ( it ) 
aszimptotikus viselkedésének vizsgálatánál szorí tkozhatunk t pozitív ér tékeire . 
(4.14)-ből, f igyelembe véve, hogy az 

и 

integrál létezik, leolvasható, hogy 

(4.15) <p(it) =0 

du 

1 

il 
ha í - > + 

ha í - > -f- oo 

es így 

(4.16) f ( i t ) = 0 

I ly módon (4.11)-ből parciális integrálással következik, hogy 

(4.17) M(x)—Cx + (l — c) = 1 Г e'(*-0 — (elt xp(it)) dl . 
2 ni(x — 1) J dt 

Mivel 

(4.18) 

t ehá t 

(4.19) 

y>(it) = cp(it) + 

2 ni(x — 1) 
— со 

G i ( l - C ) 
t2 t 

— (ea f ( i t ) ) = — (e"<p(it)) + + G j ' 
d í v 7 ; Í U2 

(4.14)-ből (vagy a (2.9) egyenletből) l á t ha tó , hogy 

(4.20) 
d_ 
dt 

( e u f ( i t ) ) = 0 
t2 

Figyelembe véve még, hogy 

J T • dí < iö és 
nixt 

dt \ ^ К , ha x 1 , 



EGY VÉLETLEN TÉRKITÖLTÉSI PROBLÉMÁRÓL 121 

ahol К nem függ ж-tői, következik , hogy 

(4.21) M{x) — Cx + {\ — C) = 0\ 

A w{s)-re vona tkozó (2.9) di f ferenciálegyenletből következik tel jes indukcióval , 
hogy 

(4.22) I-n(e»cp{it)) = 0 
t2 

t e h á t a fen t i meggondolás t megismételve, ismételt parciális integrálással 
következik , 3 - hogy 

(4.23) M{x)— Cx + (1 - С) = 0 (n= 1 , 2 , 3 , . . . ) . 

N. G. DE BRUIJN volt szíves közölni velem, hogy [2] dolgoza tának 
á l t a l ános e redményei fe lhasználásával még élesebb becslés a d h a t ó (4.23) 
jobbolda lára , mégpedig k i m u t a t h a t ó , hogy 

(4.24) M(x) - C x + ( 1 - C ) = 0 ((2e)x x~x+D) 

aho l d á l landó. Ugyanis beveze tve az 

M{x + 1 ) + 1 
f(x) = : 

x + 2 

függvény t , f(x)-re az 

f'w + i t ) - fix - 1) = о (хф 0) 
2(ж + 1) 

r e t a r d á l t differenciálegyenlet adódik , és erre m á r [2] egy á l t a l ános tétele 
a lka lmazha tó . 

5. §. A szórás kiszámítása és a nagy számuk törvényének alkalmazása 

Je löl je vx a (0, ж) i n t e rva l l umban elhelyezett egységnyi i n t e rva l lumok 
számát . Célunk e p a r a g r a f u s b a n a vx valószínűségi vál tozó szórásának meg-
ha tá rozása . E célból vezessük be az 

(5.1) Mt(x) = M Ki-

jelölést. U g y a n a z t a meggondolás t a lka lmazzuk, amelye t az M(x)-re vonat-
kozó függvényegyenle t fe lál l í tásánál köve t tünk . E gondo la tmene t e t röviden 
a b b a n fog la lha t juk össze, hogy azon fel tevés mellet t , hogy az (0, ж + 1) 
i n t e rva l l umban vá lasz to t t első in te rva l lum a (t, t + 1) in te rva l lum (0 g;ж), 

3) Megjegyzendő, hogy (4.23) levezethető H A A R A L F R É D egy tételéből is ([6], 
85. oldal), azonban e tétel feltételei teljesülésének verifikálása nem könnyebb, mint a 
fent adott közvetlen bizonyítás. 
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vx+1 előállítható a vx+1 — vt + vx_t -f 1 alakban, ahol vt és vx_, függet-
lenek ; így 

M K + i } = 

1 r  

x 
= - Г (1 + M M } + M {v2_,} + 2 M {v) + 2 M {Vx-,} + 2 M {v,} M {vx-/}) dt 

о 
tehát 

X X X 

(5.2) M2{x + 1) = A I M2{t) dt + ~ J M(t) dt + J M{t) M{x - t) dt + 1 . 

О О О 

Bevezetve a vx változó szórásnégyzetére a 

(5.3) D\x) = D%vx} = M {v2} - M % } 
jelölést, következik 

X 

2 г 
D2(x+ D = —J D2(t)dt + 

( 5"4 ) 

2 f [m2(t) +M(t) M(x - t ) + 1— M 2 { X + 1 } ) dt . 

Mivel (4.23) szerint az (5.4) jobboldalán álló függvény korlátos, következik, 
hogy van olyan К > 0 állandó, hogy 

X 

(5.5) D2{x + 1) á — I D2(t) dt + K . 

Mivel 5(ж) = KM{x) eleget tesz a 

x 
о 

(5 .6 ) ô(x + l ) = ^ \ ô(t)dt + K 

egyenletnek, és a (0, 1) intervallumban D(x) = ö(x) = 0, (5.5) szerint minden 
ж-ге 

(5.7) D2(x) < ô{x) = KM(x) , 

Ezzel t e h á t k imuta t tuk , hogy D2(x) = 0{x) és így, hogy 

(5.8) D{x) = О ( f í ) . 
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Alkalmazzuk mos t a Csebisev-féle egyenlőt lenséget rx-re. Azt k a p j u k , liogy 
tetszőleges e > 0 mellet t 

(5.9) P I 
m(x) 

> £ U D 2 { x ) 

i e2 M2(x) 

Mivel (5.9) jobboldala (5.8) szer int O-hoz t a r t , ha ж + °° következ ik , 
hogy vxjM{x) sz tochaszt ikusan konvergál l -hez . Az e redmény t a következő-
k é p p e n is k i f e j e z h e t j ü k : vxlx sz tochasz t ikusan konvergál a (2.14) a l a t t i 
С á l landóhoz. Ha tehát x igen nagy, gyakorlatilag bizonyosak lehetünk abban, 
hogy v x ^ C x , vagyis a (0, x) intervallum lefedett részének aranya az egész 
intervallumhoz igen közel lesz а С ^ 0,748 értékhez. 

6. §. Az eloszlásfüggvény meghatározása 

Eddig csak vx első két m o m e n t u m á v a l foglalkoztunk. Fe lmerü l a kér-
dés : nem lehetséges-e vx eloszlását megha tá rozn i . E pa rag ra fusban ezzel a 
fogla lkozunk. 

Je lö l je Pk(x) a n n a k a valószínűségét , hogy vx а к é r t éke t veszi fel 
(k = 0,1,2, . . .). Akkor 

(6.1) P0[x) = 1 és Pk(x) = 0 ( 4 = 1 , 2 , . . . ) 

ha 0 ^ ж á h és az eddigiekben m á r többször a lka lmazot t gondo l a tmene t 
segítségével n y e r j ü k , hogy 

P0(x + 1) = 0 

(6 .2 ) , r 

Pk(X + 1) = l Г 2 Pj(t) Pk-j-y(x - t) 
x .1 j= i 

dt (k= 1, 2, . . . ) 

о 
h a x > 0. 

A (6.1)—(6.2) egyenletek segítségével a Pk{x) függvények szukcesszíve 
megha tá rozha tók . E célból beveze t j ük a Pk(x) függvény <pk(x) Laplace-
t r a n s z f o r m á l t j á t : 

00 

( 6 . 3 ) <Pk(s)= j e~x Pk{x)dx (s = a + it , a> 0) . 

ó 

(6.2)-ből könnyen adódik , hogy 

( 6 . 4 ) - es(n(s) + <PÍ(s)) = 2' <pj(s) <fk-i-j(s) ( 4 = 1 , 2 , . . . ) . 
7=o 

Mivel 
! 

1 — e~s 

= J e~xsdx = 

о 

(6.4)-et к = l - r e felirva és a 9>0(s)-re k a p o t t kifejezést behelye t tes í tve , 
(pifs)-re egy közönséges differenciálegyenletet nyerünk . E z t megoldva , és a 



124 ERIlöS—RÉNYI 

kapot t e redményt (6.4)-be к = 2 mellett behelyettesítve, egy közönséges 
differenciálegyenletet kapunk <p2(s)-Te. I ly módon az összes <pk(s) függvények 
egymás u tán meghatározhatók. A (6.4) végtelen differenciálegyenletrendszert 
egyetlen egyenletbe foglalhat juk össze, ha bevezet jük az 

(6.5) Y(a,z)= >>*(«) zk 
k=0 

függvényt . У-га (6.4)-ből az 

(6.6) Y' = -+ e - ге-3 Y 2 — Y 
s2 

közönséges, nem-lineáris differenciálegyenlet adódik. 
Egy másik ú t a Pk(x) függvények meghatározásra a következő : Bevezet-

jiik a {Pk(x)} valószínűségeloszlás generátorfüggvényét , vagyis a 
oo 

(6-7) G(z, x) = ^ Pk(x) zk 

k=0 
függvényt . (6.1)-ből és (6.2)-ből G(z, x)-re a 

X 

(6.8) G(z, x -f 1) = 1 + j <9(2, t) G(z, x - t) dt 

о 
integrálegyenlet adódik. 

Ha (6.8) mindké t oldalát z szerint differenciáljuk és figyelembe vesszük. 
hogy 

9G\ „_. , 
= M(x) 

9z ] г = 1 

és G ( l , x) = 1, v i s s z a k a p j u k M(x)-re a z 
X 

M{x+ 1 ) = 1 + ~ J M(t)dt 

о 
egyenletet. Hasonlóképpen (6.8)-ba г helyett e~:-t helyettesítve és £ szerint 
kétszer differenciálva adódik az M2(x)~re vonatkozó (5.2) egyenlet. Továbbá 
^-szoros differenciálás ú t j án egy függvényegyenletet nyerünk a A-adrendű 
Mk(x) - M { vx } momentumra . 

(Beérkezet t : 1958. V. 27.) 
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ОБ ОДНОЙ ОДНОМЕРНОЙ З А Д А Ч Е О С Л У Ч А Й Н О М З А П О Л Н Е Н И И 
П Р О С Т Р А Н С Т В А 

A . R É N Y I 

Резюме 

В работе решается следующая проблема : расположим случайно 
единичный отрезок на отрезке (0, х)\ это понимается так, что центр интер-
валла — случайная точка, имеющая равномерное распределение на отрезке 
(7г ' х — 11г)- Расположим случайным образом (в таком же смысле) второй 
единичный отрезок независимо от первого на отрезке (0, х). Если второй 
отрезок имеет общую часть с первым, то он не принимается во внимание и 
выбор продолжается пока два отрезка не будет пересекаться. Процесс про-
должается таким образом, т. е. если к (непересекающийся) отрезок уже 
расположен на отрезке (0, х) случайным образом выбирается новый, но он 
сохраняется лишь если он не пересекается ни с одним из предыдущих, в 
противном случае выбор повторяется и т. д. Процесс заканчивается, если 
больше не остается возможности расположить единичный отрезок так, 
чтобы он не пересекался ни с одним из уже расположенных отрезков. Пусть 
vx обозначает число расположенных таким образом на отрезке (0, х) единич-
ных отрезков. Очевидно, vx — случайная величина. Пусть М(х) обозначает 
ее математическое ожидание. В работе доказывается, что М(х) удовлетворяет 
функциональному уравнению 

x 
(1) М(х + 1) = ~ j' M(t) dt + 1 

о 
и начальному условию М(х) = 0 при 0 ^ х ^ 1. Значения М(х) с помощью 
(1) последовательно могут бьпь вычислены для отрезков п ^ х < п + 1 
(л = 1 , 2 , . . . ) . В настоящей работе исследуется ассимптотическое поведе-
ние М(х). Введя преобразованную Laplace-a 

оо 

(2) <p(s) = I' е~5х М(х) dx 

о 
доказывается, что tp(s) является решением обыкновенного дифференциаль-
ного уравнения 

(3) f («*'?(«)) = 2 ) - 1 . 
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Отсюда следует, что 
гс t 

(4) <p(s) = Ç j" e x p j - 2 j i - du dt 

Из (4) с помощью хорошо известной теоремы типа Tauber-a следует, что 

(5) 

где 

(6) 

Jim t^XLL = С 

С J e x p ( - 2 J L — du 0,748 . 

С помощью более глубокого изучения обратной формулы преобразования 
Laplace-a можно д о к а з а т ь , ч т о 

(7) M{x) = C x - i \ — C) + O l 1 

для всех п. Далее доказывается также , что vx/x стохастически стремится к 
С при x - > то. Наконец, даются рекурсивные соотношения, из которых рас-
пределение от vx т а к ж е может быть определено. Автор хочет заниматься 
с решением аналогичных проблем в случае большего числа измереним 
в другом работе. 

ON A ONE-DIMEXSITVAL PROBLEM CONCERNING RANDOM 
SPACE FILLING 

by 

A . R É N Y I 

Abstract 
I n t he paper t h e following p rob lem is solved : L e t us place a t r andom 

a un i t in terval on t h e in te rva l (0, x) (by this we m e a n t h a t the c e n t r u m of 
the u n i t in terval is a r a n d o m po in t uni formly d i s t r i bu ted in t h e in terval 
Г/г, x — 1/2). Le t us p lace a second u n i t interval a t r a n d o m (in the same sense) 
independent ly f r o m t h e f i rs t , on t h e in te rva l (0, x). If the second in terval 
intersects t he f irst , i t is discarded, a n d the choice repea ted unt i l t h e two 
intervals do no t i n t e r sec t each o ther . The process is repeated in t h e same 
way, i. e. if a l ready к (disjoint) uni t in terva ls have been placed on t h e in terval 
(0, x), we choose a t r a n d o m an o the r interval , b u t r e t a in it only if i t does 
not in tersec t a n y of t h e previous in tervals , o therwise t h e choice is repea ted , 
etc. T h e process is f in ished, when t h e r e is no f u r t h e r possibility of placing 
still one u n i t in te rva l so t h a t i t should not in te r sec t a n y of the previously 
placed intervals . T h e n u m b e r of u n i t in tervals which can he t h u s placed 

X) N . G . D E B B R T J I J N указал на то что применяя её метод оценок остаточного 
члена в (7) может быть ешё улушен. 
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on t he in terval (0, x), shall be denoted by vx • vx is clearly a random variable. 
Let us denote by M(x) the mean value of vx. I t is shown in the paper t h a t 
M(x) satisfies the funct ional equat ion 

(1) M(x + 1) = — f M(t) dt + 1 
x J 

and t h e initial condition M(x) — 0 for 0 ^ x < 1. The values of M(x) can be 
successively determined for the intervals n ^ x < n 1 (n — 1, 2, . . . ) 
by means of (1). I n t h e present paper the asymptot ic behavour of M(x) is 
investigated. In t roducing the Laplace-transform 

(2 ) <f(s) = j", M(x)dx , 

it is shown tha t <p(s) is a solution of the ordinary differential equation 

(3) ^(ses<p(s)) = <p(s) (es — 2 ) — — 
ds s 

I t follows tha t 

(4) q9(s) = ' • J e x p ( - 2 j 
1 - e~u 

du dt . 

From (4) by a well-known Tauber ian theorem i t follows t h a t 

(5) lim Щ Х ) 

where 

= с 
X- . + 00 

(6) с r „ Г 1 -e~" 
1 exp - 2 — 7 , — 1 exp 

J 
dt ~ 0,748 . 

By a more thorough investigation of the inversion formula for Laplace-
t rans fo rms it can be shown tha t 1 ' 

(7) M(x) = Cx—(l — C) + 0 for all n . 

Moreover, it is also shown t h a t vx/x tends stochastically to С for x —>- + 
Final ly recursive relations are given from which the probabil i ty distribution 
o f v x m a y be also determined. The auther hopes to re tu rn to the analogous 
problem for any n u m b e r of dimensions in an other paper . 

Ó N. G. D E B R U I J N pointed out tha t using his me thod the est imation of the 
remainder term in (7) can be made still sharper. 
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