EGY EGYDIMENZIOS VELETLEN TERKITOLTESI PROBLEMAROL
RENYI ALFRED

Bevezetés

Néhany évvel ezel6tt J. BERNAL hivta fel a figyelmemet a kovetkezs
probléméara, amelynek megoldisa a folyadékok kinetikus elmélete szempont-
jabdél birna jelentéséggel :

Az orig6 korili B sugart gombben (ahol R nagy szam) taldlomra elhelye-
ziink N szamu egységnyi sugari gombot (amelyeket tomornek tekintiink,
tehat egymasba nem hatolhatnak), oly médon, hogy az els6 gomb kézéppontja
egyenletes eloszlasu az origé koriili B — 1 sugart gombben, és altaldban,
miutin méar £ gombot elhelyeztink (A =1, 2, ..., N — 1), a (k + 1)-edik
gomb kozéppontjit oly médon helyezziik el véletlenszertien, hogy az egyen-
letes eloszlast azon pontok halmaziban, amelyek koré egy egységnyi sugart
gombot helyezve annak nincs kézos pontja a mar elhelyezett £ gomb egyiké-
vel sem.

A feladat az igy létrejové véletlen gombelhelyezkedés statisztikai
jellemzése, példaul a gombok kozti tavolsigok eloszlisanak kiszamitasa sth.

Nemrégiben W. SCHMETTERER egy az emlitett probléméaval rokon
problémat emlitett meg. Kz a BrrnAL-féle problémdatdl csak abban kiilon-
bozik, hogy a gombok szamat nem rogzitjik le elére, hanem addig folytatjuk
a gombok elhelyezését a megadott eljardssal, amig ez egyaltalan lehetséges,
vagyis amig az R-sugart gomb telitve lesz az egységsugari gombokkel ugy,
hogy tobb mar nem is fér el. Ez esetben a kérdés az, hogy ily médon dtlagban
az R-sugart gomb hinyadrészét fogjak a belehelyezett egységsugart gombok
kitolteni, illetve, hogy mennyi lesz az elhelyezhetd gombok sziménak vérhaté
értéke. (A két kérdés nyilvan ekvivalens.)

BERNAL és SCHMETTERER fenti kérdéseinek egzakt megvilaszolasa igen
nehéz problémanak latszik. Ismeretes tobb méas hasonlé tipust probléma is,
amelyek szintén megoldatlanok. Igy példaul ez idd szerint nincsen kielégitd
elmélet, amely egzakt valaszt adna arra a kérdésre, hogy ha ismert szemcse-
nagysag és szemcsealak szerinti megoszlist szilird anyagot (pl. kéztzalék,
szén sth.) egy adott alakt tartalyba (pl. vasati koesiba) ontiink, akkor
a rendelkezésre all6 térnek kb. hanyadrészét tolti ki a széban forgd anyag.
E kérdés gyakorlati jelentGsége szallitdsi és raktarozasi problémaknal nyil-
vanvalé.

Az emlitett problémakat ,,véletlen térkitoltési problémak” néven lehet
osszefoglalni. Ilyen jellegii feladatok més teriileten is felmeriilnek, és megolda-
suk a valdszinlségszamitas egyik soronlevd feladata. K problémak egzakt
targyaldsanak nehézsége onnan addédik, hogy a véletlen térkitoltési problémék-
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nil az egyes térkitoltd elemek (gombok, szemesék sth.) elhelyezkedése nem
fiiggetlen egymastél. Ilyen médon e problémak egy atfogébb valészintiség-
szamitdsi problémakor részét alkotjik, amelyet a kivetkezdképpen lehet
jellemezni: a valdszinliségszamitds fiiggetlen valdszintiségi valtozokra vonat-
kozé tételeinek kiterjesztése mem teljesen fiiggetlen valdszintségi véltozok
esetére, legalabbis a gyakorlati alkalmazisok soran legtobbszor el6forduléd
fligg6ségi tipusokra. Mint ismeretes, ez irinyban még nagyon sok a megoldat-
lan probléma.

Jelen dolgozatban egy, a véletlen térkitoltés problémakorébe tartozé
egyszerii egydimenziés feladatot oldunk meg, mégpedig az emlitett ScumerTE-
rRER-féle feladat egydimenzids analogonjit. E feladat természetesen sokkal
egyszeriibb, mint a megfeleld 3-, vagy akér csak az analég 2-dimenziés feladat,
ugyanis a geometriai nehézségek, amelyek mar a sikbeli esetben és még inkAbb
a térbeli esetben fellépnek, itt egyaltalin nem jelentkeznek.

Mas széval a kovetkezo feladatot vizsgdljuk: a (0, x) intervallumra
taldlomra rahelyeziink egységnyi intervallumokat, tgy, hogy azoknak ne
legyen egymassal kozos pont]uk Meghatarozandé az 11} en modon elhelyezhetd
intervallumok varhatd szima. A feladat megolddsa — ugy hissziik — bizonyos
érdekességgel bir mint egy kezdeti Iépés az emlitett, jorészt még feltiratlan
teriileten. Az egydimenzids feladat az alabbiakban adott megoldasanak min-
tajira megoldhaté példaul a kovetkezd dltalinosabb feladat is:

A k-dimenziés tér (kK = 2, 3, ...,) egy T tengelyparallel helyzeti téglé-
jaban talilomra sorjaban elhelyeziink adott méretli egybevagd tengelyparallel
téglakat oly médon, hogy egy téglanak se legyen kozos pontja a mar elzéleg
elhelyezett téglakkal. Az eljarast addig folytatjuk, amig ez egyaltalan lehet-
séges ; meghatirozandé az elhelyezett téglik varhatd szima, illetve az, hogy
e téglak a 7' téglanak hinyadrészét toltik ki. A kovetkezdkben az egyszeriiség
kedvéért csak az egydimenzids esettel foglalkozunk, azonban az olvasé, ha
a gondolatmenetet figyelemmel kiséri, latni fogja, hogy az tetszéleges dimen-
zioszdm esetében alkalmazhatd, bar az analitikus apparatus a tébbdimenzids
esethben természetesen bonyolultabb és bizonyos geometria nehézségek is
fellépnek.

Az egydimenzids feladat egy retardalt differencidlegyenletre vezet,
mégpedig ha M(x) jeloli a (0, ) intervallumon elhelyezett egységnyi inter-
vallumok varhaté szamat, akkor M(x) eleget tesz a

(0.1) @—1)M(x)+ M@x)=2Mx—1)+1 (z=1)

retardalt differencidlegyenletnek, M(z) =0 (0 <z < 1) kezdeti feltétel
mellett. Az (0.1) retardalt differencialegyenlet a

(0.2) w(x) y'(x) + p@) y(@) = q(x) y(x — 1) + r()
tipust egyenletek osztalyaba tartozik. A (0.2) tipust egyenletekkel foglalkozik

pl. N. G. pE BRULIN [1] és [2] dolgozata. Kiilondsen sokat vizsgaltak a szintén
a (0.2) tipusba tartozo

(0.3) xy’ (x) 4 y(x) = y(x — 1)

egyenletet, amely egy szamelméleti probléma megoldisat szolgaltatja. Ha
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ugyanis @(N, M) jeloli azon n < N természetes szimok szamat, amelyeknek

nincs M-nél kisebb torzstényezGje, akkor, mint A. BucusTaB [3] kimutatta,

D(M*, M)log M

(0.4) lim x) .
Mo e M =yt)
ahol y(z) eleget tesz a (0.3) egyenletnek és az y(x) = 1/x (1 < v < 2) kez-

deti feltételeknek. De Bruisx [2], [4] kimutatta, hogy a sz6ban forgo y(z)
BucastaB-féle fiiggvénynek létezik a hatdrexteke ha ¢ — + oo és

(0.5) lim y(x) =e~7

X— 4 o

ahol y az Euler-féle dllando. A (0.4) egyenlettel foglalkozott L. K. Hua is [5],
aki a Laplace-transzformacié moddszerét alkalmazta és igy bizonyitotta be
(0.5) fennallisat, tovabba a maradéktagra is igen éles becslést adott meg.

Jelen dolgozatban, ugyantgy, mint Hua, a széban forgd (1) retardalt
differencidlegyenletet tigy oldjuk meg, hogy bevezetjiik M (x) Laplace-transz-
forméltjat, vagyis a

(0.6) g(s) = ‘ M(x) e s dx (=041, c>0)
0
fiiggvényt és kimutatjuk, hogy ¢(s) a

(0.7) L (oot w) = 9l) (" — 2 — -

kozonséges differencidlegyenletnek tesz eleget, tovibba kielégiti a

(0.8) lim ¢(s) =0

S§—+

hatarfeltételt. (0.7) megoldasa explicit alakban eléallithaté :

w t

(0.9) 9(s) = . J exp |— 2 ] Ll du] dt
82 : u

S S

@(s) explicit alakjab6l Tauber-tipusi meggondolasok alapjin kovetkeztet-
hetiink M(x) aszimptotikus viselkedésére, ha x— + oo.

Az 1. § a probléma valdszin(iségszamitasi megfogalmazasaval, a varhaté
értékre vonatkozé retardalt differencidlegyenlet felallitasidval foglalkozik.
A 2. §-ban a Laplace-transzformacié segitségével megoldjuk a keresett fiigg-
vény Laplace-transzforméltjara nyert kozonséges differencidlegyenletet. A 3.
és 4. §-ban a Laplace-transzformalt viselkedésébdl kivetkeztetiink a keresett
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fiigegvény (az @ hosszisag intervallumon elhelyezkedS egységnyi intervallu-
mok varhaté szamanak) aszimptotikus viselkedésére. Kimutatjuk, hogy

(0.10) L
X-»+4 00 X
ahol
© t
k l—e®
(0.11) - ‘ exp (— 2 J —du|dt=0,748 . .. ,
3 w

illetve ezen tulmenden kimutatjuk, hogy M(x)-re a kovetkezd aszimptotikus
elallitas érvényes:

1

)

ahol n tetszéleges nagy szam, és C a (0.11) alatti dlland6. D Az 5. §-ban a széban
forgd intervallum-szam szoérasat becsiiljiilk meg, és e becslés segitségével
kimutatjuk, hogy az x hosszisigli intervallum lefedett részének viszonya
a teljes intervallumhoz sztochasztikusan konvergal a C hatarértékhez. A 6. §-
ban a kérdés teljesebb targyalasinak lehetGségére mutatunk rd, amennyiben
vazoljuk az eloszlasfiiggvény pontos meghatarozdsahoz kovetendd eljarast.

A széban forgé feladat megoldasanak egy érdekes gyakorlati alkalmaza-
sara N. G. pE BRUIN volt szives figyelmemet felhivni. Egy L méter hosszu-
sdgl jairda mentén auték parkolhatnak. Az ujonnan érkezd auték taldlomra
helyezkednek el a még el nem foglalt részszakaszokban (nem igyekeznek
szorosan egymashoz zarkézni). Kérdés, hany auté fog tudni parkolni, ha egy-
egy auténak I méter szabad jardamenti szakaszra van sziiksége a parkolashoz.
A vélasz az, hogy nagy valdszinlséggel koriilbelil 0,748 L/l szamt auté fog
tudni parkolni a széban forgé parkirozé helyen.

(0.12) M) =Cx—(1—C)+0

1. §. A probléma valésziniiségszamitasi megfogalmazisa

Helyezziink el taldlomra a (0, z) intervallumon egy egységnyi hosszu-
sagu I,-szakaszt. Ezen azt értjiik, hogy az I, szakasz & kezd6pontja a (0,2 — 1)
intervallumban egyenletes eloszlisu valdszintiségi valtozé. Ezutan helyezziink
el az I, szakasz helyzetétdl fiiggetleniil taldlomra (az el6bbi értelemben) egy
masik egységnyi szakaszt a (0, z)-intervallumon. Ha a maésodik szakasznak
[,-gyel nincs kozos pontja, a masodik szakaszt megtartjuk és ,-vel jeloljik ;
ha van kozos pontja, akkor e szakaszt elhagyjuk és egy tjabb szakaszt valasz-
tunk. Ha mér az I, I,, . . ., I, (egymastdl idegen) szakaszokat megvilasztot-
tuk, a kovetkezd talilomra valasztott szakaszt csak akkor tartjuk meg, ha
az Iy, 1o, . . ., I, szakaszok egyikével sincs kozos pontja. Ez esetben e szakaszt
I, -gyel jeloljik. Az eljarast addig folytatjuk, ameddig még van egyaltalan
lehetGség a tovabbi szakaszok elhelyezésére, vagyis addig, amig olyan helyzet
nem all el§, hogy két szomszédos szakasz, illetve a két szélsé szakasz és a
(0, @) intervallum megfelel§ végpontjai kozti tavolsigok kozott nem marad

1) N. G. pE BrRumN felhivta a figyelmemet arra, hogy az 6 médszerével a maradék-
tag becslése (0.12)-ben még tovabb élesithetd.
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egyetlen 1-nél hosszabb sem. Tegyiik fel, hogy ez a helyzet az [, intervallum
elhelyezése utin kovetkezik be. A feladat a », valészintiségi valtozo M (x) =
= M{r,}varhaté értékének meghatirozasa, illetve a

X—+ x

=

hatarérték kiszamitasa. Nyilvanval6, hogy M(z) =0, ha 0 <@ < 1és M(x)=1,
ha 1 <2 < 2. (Nem teljesen evidens, hogy M(x) monoton névekvs, bar ez
valoban igy van, és a kés6ébbiekb&l adddni fog.) Nyilvanvals, hogy
0 < M(z) < . A fenti hatarérték létezése sem magitol értet6ds, de ez is
ki fog addédni, és egyben C értéket is meg fogjuk hatarozni. (C értéke koze-
litéleg 0,748.)

Elgszor kimutatjuk, hogy M(x) eleget tesz az

(1.1) M(:c+l):2~JM(t)dt+1 (z > 0)
x
0

integralegyenletnek. Az (1.1) egyenletre a kévetkez6 meggondolassal jutunk :
ha a (0, @ + 1) intervallumon egy egységnyi intervallumot méar elhelyeztiink,
mégpedig ez a ({,¢t+ 1) intervallum (0 <? <z), akkor az ettdl balra elhelyez-
ked6 intervallumok atlagos szdma nyilvan M(t), az etts] jobbra elhelyezked6
intervallumok &tlagos szama M(x — ¢) és igy (mivel ¢ egyenletes eloszlast
(0, x)-ben)

M + 1) :;J(M(t) + M(x — t))dt + 1 =§J M@)dt +1 .

0 0
(1.1)-et a-szel beszorozva és mindkét oldalt « szerint differencidlva kapjuk,
hogy M(x) az

(1.2) aM/(x+1)+ M@+ 1) =2M@) + 1 (x> 0)

.retardalt differencidlegyenletnek’ tesz eleget.

2. §. A retardalt differencialegyenlet megoldisa a Laplace-transzformacié

segitségével
Legyen
(2.1) @(8) = i M(x)e *dx (s=o0+41t, 0>0).
0
ahol M(z) az
(2.2) aM(x+1)+Max+1)=2Mx)+ 1 (x> 0)

retardalt differencidlegyenletnek és az
(2.3) M(z) =0 ha O0sax<1
kezdeti feltételnek eleget tevd fliggvény.

8 A Matematikai Kutaté Intézet Kozleményei IIT./1—2.
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A (2.3) Laplace-transzformalt 1étezése a 0 < M(z) < x egyenlGtlenség-
bdl kivetkezik. (2.2) mindkét oldalit e—*-sel szorozva és @ szerint integralva
nyerjiik, hogy

o o0

(2.4) j x M (x+1)e *dx + J M(x 4+ 1) e *de = 2 ¢(8) + ‘1— ’

0
Mivel M(z) =0, ha 0=<wx<1,

o g

(2.5) jM(x +1)e¥dx =¢° j M(t)e " dt = e ¢(s)
0 i
és
ot B d g -
(2.6) ‘ M @x+ 1)e *de = — —(eSJ M'(t)e 'Sdt) s
ds
0 0

Parcidlis integralassal nyerjiik, hogy
(2.7) f M'(t)e “dt =s@(s) .
0

A (2.4)—(2.7) osszefiiggésekbol addédik, hogy ¢(s) a
d, . 1
(2.8) —(se* p(8)) = 9(s) (¢ — 2) — —
ds 8

differencidlegyenletnek tesz eleget.
Bevezetve a w(s) = e° ¢(s) jelolést, w(s) az

(2.9) sw(s) = —2w(s)e * — %

differencidlegyenletnek tesz eleget.

A (2.9)-nek megfelel6 homogén egyenletet megoldva, a hatérozatlan
egyiitthaté mddszerét alkalmazva és figyelembe véve, hogy 0 < M(z) < =
miatt pozitiv s esetén

0= w(s)Z e | we X dx
p

és igy
(2.10) lim w(s)=0 ,

S— -+ ®
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kapjuk, hogy

© t
(2.113 w(s):i Jexp [—2J o du]dt ;
g4 U
tehat
= " 4 =
(2.12) <p(s)=e jexp _2J1—e —du]dt 3
§2 U
s s
A (2.12) formulabdl
(2.13) lim 2¢(s) =C ,
s—-+0
ahol
o t _
(2.14) e fexp —2 Jl—lu"—— du] dt
0 0

A C allandé szamértékre 3 tizedesjegy pontossiggal C = 0,748 addédik. A
numerikus szamitds céljabdl a C édlland6t definialé integralt célszerti gyor-
sabban konvergdlé integralld alakitani. BEKESsY ANDRAS vette észre, hogy
ez a kovetkezGképpen végezhetd el : parcidlis integrilassal adédik, hogy

© t

y el
C=2J(1—-e Yexp [— 2 J il
u
0 0
© ¢
11—t
=2C~2Jexp(—t—2[ du)dt
J u
0 0
tehat
© t
Bl Ok
(2.15) C=2Jexp(—t—-2 ] i du,dt .
! w
A (2.15) képlet alapjan a numerikus szamoldst StMoN SANDOR végezte el.
gl e g g
3. §. Egy Tauber-tipusi tétel alkalmazasa lim — ~° — C bebizonyitasara

X=yon.

Elszor kimutatjuk, hogy létezik a
lim F

X—+ ®

8%
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hatarérték és egyenld a (2.14) alatt szerepld C konstanssal. E célbol alkal-
mazni fogjuk a kovetkezd jolismert Tauber-tipust tételt : Ha a(z) monoton
novekvo fiiggvény (0 < x < + o), f# > 0 és

©

lim & | e*da(@) =0 ,
s§—+0 0

akkor

(lasd : [7], 108. tétel).
Mivel az

(3.1) ale)= | M(t)de

fiiggvény monoton niovekvd és
8% | e *da(xr) = s2g(s),
0
az emlitett tételbdl (f = 2 esetén) azt kapjuk, hogy
X
(3.2) lim g [M(t) dt = v ’
X—+ o X2 y 2
0
Osszuk most el (1.1) mindkét oldalat (x + 1)-gyel és végezziik el az & — - oo
hataratmenetet. (3.2)-b6l azt kapjuk, hogy
(3.3) By DL
A |

Igy tehit bebizonyitottuk allitdsunkat, hogy

(3.4) firy =l e il

ahol € a (2.14) alatti 4llandé. (3.4)-b6l és (2.2)-bé6l az is kovetkezik, hogy
(3.5) Iim M4z)=0C .

X—=+ o

(3.5)-b6l mér lithat6, hogy M(x) elég nagy a-re monoton novekvS. Most
kimutatjuk, hogy M(z) mar z > 2-re monoton novekvd. Ehhez elegendd
megmutatni, hogy

(3.6) 2Mzx—1)+1—M@x)>0, ha z>2 .

Az 1 <2 < 2 intervallumban nyilvin 2 M(z — 1) + 1 — M(z) = 0. Ha
mogmutatjuk, hogy abbél, hogy 2M(t—1)+1— M(t) =20,hal <t <
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valamilyen @ > 1-re, kovetkezik, hogy 2 M(x) + 1 — M(xz + 1) > 0, akkor
ebbdl (3.6) kovetkezik. Ez azonban azonnal belithat6, hiszen (1.1) szerint
(3.7) QM) +1— Mz +1)=

—1 x—1

4 J Mz)dz+—2—lj(2M<t>+1—M(t+1>)dt
x—
0 1

x(x—l

Tehat M(x) valéban monoton névekvs.2 Mivel (3.2)-bél kovet -
kezik, hogy,

(3.8) eM”(x + 1) =2(M"(x) — M’'(x + 1)),
(3.5)-b6l az is kovetkezik, hogy
(3.9) lim e M”(x) =0.

X—+4

Ily médon hatarértékben az y = M(x) gorbe erdsen hozzisimul azy = Cx
egyeneshez.
Eredményiinket a kovetkezéképpen fogalmazhatjuk meg :

Tétel. A (0, @) intervallumot kitoltve taldlomra elhelyezett kizis pont nélkiili
eqységnyi hosszusdgu intervallumokkal, ezek nagy x esetén a (0, x) intervallumnak
datlagban 74,8%,-dt fedik le.

Az M(x) — Cx eltérést a kovetkezd paragrafusban koézelebbrdl is meg-
vizsgaljuk.

4. §. M(x) pontosabb aszimptotikajinak meghatirozasa

Vegyiik észre, hogy a
(4.1) p(@) = Cx — (1 — C)
figgvény kielégiti az (1.1) egyenletet, barmi is a C' 4llandé értéke. Ennek

%) Miutan kimutattuk, hogy M(x) monoton névekvd, a fentebb
X
afx) = J M(t)dt
0

fliggvényre alkalmazott Tauber-tételt kozvetleniil alkalmazhatjuk M(x)-re is (B = 1
mellett), mivel

e—*S dM(x) = | M(x) 655 ds = a:(s) -
0 0
gy egy ujabb bizonyitast nyeriink arra, hogy
fio, 2G8)

x—too X

=G .




118 RENYI

alapjin mar sejteni lehet, hogy ha C a (2.21) alatti dllandd, akkor létezik
M(x) — Cx hatarértéke, ha x — + oo, mégpedig

(4.2) lim (M(x) — Cx)= — (1 — C)

Xvf-i00

E paragrafusban ki fogjuk mutatni, hogy ez valéban igy van. E célbdl kiindu-
lunk abbdl, hogy M (z) Laplace-transzforméltja, ¢(s), (2.12) szerint a kovet-
kez$ alakra hozhaté :

(4.3) wie) =2

52

Itt D(s) a kovetkezo alakban irhato fel:

:q 2 [“ = du )
(4.4) D(s)=e°|C — ‘ el dt] .

0

Mivel (1 —e?)/z egész figgvény, konnyen belathatd, hogy D(s) is egész
figgvény. Ebbsl kovetkezik, hogy

dy
(4.5) pe) =2+ 29 4 ey,
s s
ahol
Tt A
(4.6) gl == D(s) —C (0)s

32

szintin egész fliggvény. @'(0) értékét kiszamitva

(4.7) (0)=C—1

adédik, tehat
s (R R

(4.8) o) = — — + () ,
S 8

ahol y(s) egész fliggvény.
Marmost a Laplace-transzformacié jol ismert inverziés képlete szerint

(4.9) M(x) = —1— J e @(s) ds (0 >0),
2m )
és igy
o+iw
(4.10) M(x):C’w—(l—C)—{——l.— f e y(s) ds (o.>0) -
20,

o—iw
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Mivel y(s) egész fiiggvény, (4.10)-ben ¢ = 0 is vehetd, tehat
1- ¢

(4.11) M@)=0r—(1-0)+ J e y(ity dt
ZTT

Konnyen belathaté, hogy ha s = 4t (¢ valds), a ¢(s)-et definidld

-s 2 ¥ e du / . e
(4.12) o) =2 —e J= J exp —2J1 E "du) dt
§2 %
N
képlethen szerepld
o t
; l—e% ]
J exp (— 2 r —u——du) dt
s 0

integralban integraciés utként valaszthaté az imaginarius tengely is. Ehhez
ugyanis csak azt kell kimutatni, hogy ha Ky jeloli a 2 = Reiv, 0 < ¢ < 7/2
negyedkort, akkor

4
' 1—eu
Jexp‘— 2 j . du
Kgr » 0
(4.13) a kovetkezSképpen lathaté be:

J exp

Kr
Mérmost, ha 0 < ¢ < /4, akkor

|
(4.13) lim
R+

a2 =0 .

2

e D J'l_e_udu]dz
_ u

2 R
éRJ o (_ 9 J l——e—’mszcos(rsm(p)dr G s
0 1

] r

R
J‘e—rcoswcos (r sin @) i J ¢ T g

r
1 1

A

3

ha pedig #/4 < ¢ < 7/2, akkor, mivel (¢~ ¢S @) /r monoton csokkend fiiggvény,

R 2sing
&l e—rCOSW » - e—l’COSlP T
J ————cos(rsing)dr < J cos (rsing)dr < =3.
: r 7 2sing
1 1
Tehat
2
s =t 6

‘ fexp(—2j——~1 ¢ " dul|de ée_n

: m 2R

Ker Y

és igy (4.13) valéban fennall.
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Ha tehat ¢ pozitiv, ¢(it) a

] e~it 2f1jT_il-"(" - ( i11_‘9—11;
(414 @lit)y=———e? fexp|—2J LSl el A (5

alakra hozhato. Nyilvanvalo, hogy @(—7t) = @(it), ezért ¢(it), illetve w(it)
aszimptotikus viselkedésének vizsgalatanal szoritkozhatunk ¢ pozitiv értékeire.
(4.14)-b8l, figyelembe véve, hogy az

©

iy
L
u
1
integral 1étezik, leolvashatd, hogy
(4.15) tp(it)=0(ﬁ) ha t—> 4 oo,
és igy
(4.16) y(it) =0 ﬁ) ha ¢t— 4 oo .

Ily médon (4.11)-bdl parcialis integralassal kovetkezik, hogy

1200

1 " d
1 M Y . - T - . ix=1) _—_ (pitw(it)) dt .
(4.17) M(x) z 4 (1 —c) " j e = (ettyp(it)) de
Mivel
(4.18) wiity = o(it + = — =9
t2 t
tehat
i it, 0z _i it (1_—0)9” s
(4.19) = (e y(it)) = 5 (e"g(it)) + . + 0 {tz] 5

(4.14)-bél (vagy a (2.9) egyenlethdl) lathatd, hogy

. ST
(4.20) ;t(e'w(zt)) =) tf2)

Figyelembe véve még, hogy

| Ooei)d :eixt

;J tdt‘éK & |J LS R T
| i z t ;

i —w®
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ahol K nem fiigg x-tdl, kovetkezik, hogy
1
(4.21) M(z) — Cz+ (1 —C) = OI*] .
X

A w(s)-re vonatkozd (2.9) differencidlegyenlethdl kovetkezik teljes indukcidval,
hogy

(4.22) 57 (e @(it)) =0 (—:;] :

tehat a fenti meggondoldst megismételve, ismételt parcidlis integralassal
kovetkezik,®’ hogy

1

xn

(4.23) M@z)—Cx+(1—C)=0 n=1,23,...).

N. G. pE BruwxN volt szives kozolni velem, hogy [2] dolgozatinak
altaldnos eredményei felhasznalisival még élesebb becslés adhaté (4.23)
jobboldalara, mégpedig kimutathatd, hogy

(4.24) M(x) —Cx + (1 — C) = O ((2¢)* x—*+D)
ahol D alland6. Ugyanis bevezetve az
(@) M@+ +1
x -+ 2
fuggvényt, f(z)-re az
%i’(x) @) — @ —1)=0 (@20)

retardalt differencidlegyenlet adddik, és erre mar [2] egy altalinos tétele
alkalmazhaté.

5. §. A széras kiszamitasa és a nagy szamok torvényének alkalmazasa

Jelolje v, a (0, x) intervallumban elhelyezett egységnyi intervallumok
szamat. Célunk e paragrafusban a v, valdszinlségi valtozd szériasinak meg-
hatirozasa. E célbdl vezessiik be az

(5.1) My(x) = M {}

jelolést. Ugyanazt a meggondolast alkalmazzuk, amelyet az M (x)-re vonat-
kozo fiiggvényegyenlet felallitisanil kovettiink. E gondolatmenetet roviden
abban foglalhatjuk Gssze, hogy azon feltevés mellett, hogy az (0, « 4 1)
intervallumban vélasztott elsd intervallum a (¢, ¢ + 1) intervallum (0 <t <),

3) Megjegyzendd, hogy (4.23) levezethet6 Haar ALFRED egy tételébdl is (j6],
85. oldal), azonban e tétel feltételei teljesiilésének verifikalasa nem konnyebb, mint a
fent adott kozvetlen bizonyitas.
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v, elGallithaté a v, = + v, + 1 alakban, ahol » és »._, fiigget-

lenek ; igy
M{) =

= %J (L+MOB+MOL )+ 2MP}+2M e} +2MEIM ) dt
tehat

(62) Mya+1)=—

My(t) dt +%JM(t)dt —{—%JM(t)M(m—t)dt-l— i
0 0

0

Bevezetve a v, valtozd szérasnégyzetére a

(5.3) D¥@) = D*r,} = M {5} — M}
jelolést, kovetkezik

Do 1) %JD%) b
(5.4) S

X

J[M2(t) LMl M@ —t)+1— @D
0

4 dt .

]|

Mivel (4.23) szerint az (5.4) jobboldaldn 4ll6 fiiggvény korlatos, kivetkezik,
hogy van olyan K > 0 dllandd, hogy

(5.5) De+1) < % j Dtydt + K .
0
Mivel o(x) = KM(x) eleget tesz a

X

(5.6) dz + 1) = %Ja(t) dt-i- K

0

egyenletnek, és a (0, 1) intervallumban D(x) = d(x) = 0, (5.5) szerint minden
x-re

(5.7) D(z) < 6(x) = KM(w) ,

Ezzel tehat kimutattuk, hogy D*x) = O(x) és igy, hogy

(5.8) Diey =0 (J=) .
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Alkalmazzuk most a Csebisev-féle egyenlitlenséget ».-re. Azt kapjuk, hogy
tetszéleges € > 0 mellett

(5.9) P{ R SN T
M (z) z f &2 M*(x)

Mivel (5.9) jobboldala (5.8) szerint 0-hoz tart, ha x— 4 o= kovetkezik,
hogy v, /M(x) sztochasztikusan konvergal 1-hez. Az eredményt a kovetkezd-
képpen is kifejezhetjiik : v, /x sztochasztikusan konvergal a (2.14) alatti
C allandohoz. Ha tehdt x igen nagy, gyakorlatilag bizonyosak lehetiink abban,
hogy v, ~ Cx, vagyis a (0, x) intervallum lefedett részének ardnya az egész
intervallumhoz igen kizel lesz a C ~~ 0,748 értékhez.

6. §. Az eloszlasfiiggvény meghatarozasa

Eddig csak v, els6¢ két momentumaval foglalkoztunk. Felmeriil a kér-
dés: nem lehetséges-e v, eloszlasdt meghatarozni. E paragrafusban ezzel a
foglalkozunk.

Jelolje P, (x) annak a valdszinlségét, hogy », a k értéket veszi fel
(k=012 . ..). Akkor

(6.1) Pix)=1 é8 Pyx)=0 (=1,2....)

ha 0 < @ < 1, és az eddigiekben mar tobbszor alkalmazott gondolatmenet
segitségével nyerjiik, hogy

Pz +1)=0
(6.2) v e
Pz +1)= [ S PP ak—t)|d  (k=1,2,...)
=1

J
0

ha © > 0.

A (6.1)—(6.2) egyenletek segitségével a P, (x) fiiggvények szukcesszive
meghatirozhatok. E célbél bevezetjitk a P, (x) fiiggvény ¢ () Laplace-
transzformaltjat :

(6.3) Pu(8) = ‘ e~ Py(x) da (s=o+it, o>0).

(6.2)-bél konnyen adédik, hogy

(6.4) o i (‘Pk(s) + @i(s)) = ’:S(,: P,(8) Pr—1-i(s) (¢=1,2,...) .
=
Mivel
1
EVI I el i
Po(s) = J e~*dx = =%

0

(6.4)-et & = 1-re felirva és a @,(s)-re kapott kifejezést behelyettesitve,
@,(s)-re egy kozonséges differencidlegyenletet nyeriink. Ezt megoldva, és a
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kapott eredményt (6.4)-be & = 2 mellett behelyettesitve, egy kozonséges
differencidlegyenletet kapunk @,(s)-re. Ily mdédon az Gsszes g,(s) figgvények
egymés utdn meghatarozhatdk. A (6.4) végtelen differencidlegyenletrendszert
egyetlen egyenletbe foglalhatjuk Gssze, ha bevezetjik az

(6.5) Yi(s,2) = 5 @i(s) 2¥

figgvényt. Y-ra (6.4)-bol az

(6.6) g BN ey
Py
kozonséges, nem-linedris differencidlegyenlet addédik.
Egy masik ut a P, (x) fiiggvények meghatarozasra a kovetkezt : Bevezet-
jik a { Py(x) } valésziniiségeloszlas generdtorfiiggvényét, vagyis a

(6.7) G(z, ) = S P (x) 2*
=0

fliggvényt. (6.1)-bdl és (6.2)-bél G(z, x)-re a
(6.8) Gz +1) =1+ % J Gz, 1) Gz, & — 1) dt

0
integralegyenlet adédik.
Ha (6.8) mindkét oldalat z szerint differencialjuk és figyelembe vessziik,

hogy

0z z=1

és G(1, x) = 1, visszakapjuk M(x)-re az

Mz+1) =1+ ;-J‘M(t)dt
0

egyenletet. Hasonl6képpen (6.8)-ba z helyett e—*-t helyettesitve és { szerint
kétszer differencidlva addodik az M,(z)-re vonatkozd (5.2) egyenlet. Tovabba
k-szoros differencidlas utjan egy fiiggvényegyenletet nyeriink a k-adrendii
M (x) = M {»%} momentumra.

(Beérkezett: 1958. V. 27.)

IRODALOM

[1] DE Bruwx, N. G.: ,,The asymptotically periodic behaviour of the solutions of some
linear functional equations¢. American Journal of Mathematics 71 (1949) 313—330.

[2] DE Bruwn, N. G.: ,,0n some linear functional equations¢. Publicationes Mathematicae
(Debrecen) 1 (1950) 129—134.

[3] Byxwitas, A.A.: ,,ACAMOTOTMYECKAsI OLEHKA OMHOW OO0LIeil TedPeTHKO-unCI0BOil
byukumn. Mamemamuueckuti Coopnur 2 (1937) 1239—1246.



= - 5 - e =4
EGY VELETLEN TERKITOLTESI PROBLEMAROL 125

{4] D Bruwx, N. G.: ,,0n the number of uncancelled elements in the sieve of Eratosthe-
nes‘‘. Indagationes Mathematicae 12 (1950) 803—812.
[6] Loo-KEnNG-Hua : , Estimation of an integral“. Chinese Mathematical Society 11
(1951) 393—402 (kinaiul, angol kivonattal).
[6] Haar, A.: ,,Uber asymptotische Entwicklungen von Funktionen:. Mathematische
Annalen 96 (1926) 69—107.
[7]1 Harpy, G. H.: Divergent series. Oxford University Press, 1949.

06 OTHOW OJHOMEPHON 3AJIAUE 0 CJIVYAMHOM 3ANOJIHEHUU
NMMPOCTPAHCTBA

A. RENYI
Pe3iome

B pabote pewaerca cieayiomast npoodsema: pacrnoioyKMM ciyvaitHo
€/IMHUYHBIA 0Tpe30K Ha orpeske (0, 2); 9TO NOHMMAETCS TAK, YTO LIEHTP MHTEp-
BaJlJla — CJyyaiiHasi TOYKa, MMEIOLAsi paBHOMEPHOE paclpe/ieJieHHe Ha 0Tpe3Ke
(/s x —1/,). Pacnono)xum ciayyaiiHeiM 00pa3om (B TaKOM JKe CMBICJIe) BTOPOi
€/IMHUYHBIA OTPE30K He3aBUCHMO OT mepBoro Ha otpeske (0, x). Ecau BTOpoii
OTPE30K MMeeT 00ILYI0 YacTb C NMEPBBIM, TO OH HE IPMHMMAETCSl BO BHUMaHUE U
BbIOOP MPO/I0JIXKAETCS TI0KA JiBa O0Tpe3Ka He OyjeT nepecexarbesi. ITpouecce mpo-
JIOJI)KaeTcsl Takum o0pasom, T. e. ecyid k (HemepeceKalwlMiicst) OTPe30K yixe
pacrnosnio)ked Ha otpeske (0, ) cayyaiiHbIM 00pa3om BbIOMpaeTCcsi HOBBIM, HO OH
COXPaHsIeTCsl JIMILIbL eCJIM OH He TePeceKaeTcss HU € OJHMM U3 IPeIbIAyIHX, B
NIPOTMBHOM CJly4ae BblOOp MOBTOpsieTcss M T. A. [Tpolecc 3akaHUMBaeTCs1, eciu
00JiblIe HEe OCTAeTCSA BO3MOXHOCTM PACMOJOKUTh €JMHUYHBIA OTPe30K Tak,
4TOOBI OH HE NIePeCceKasicsl HU C OJHUM U3 yrKe Pacroslo)KeHHbIX oTpe3KoB. [lycThb
v, 0003HaYaeT YMCJI0 PACIOJI0YKEHHbIX TaKMM 00pasom Ha orpeske (0, x) equHUY-
HBIX 0TPe3KoB. OueBM[HO, v, — CJlyyaiiHas BeiuuuHa. [Tycte M(x) obo3HavaeT
ee MaTemaTH4ecKoe o)kujanue. B padore goKaspiBaeTcsi, uto M(x) y10BJIETBOPSIET
(YHKIMOHANILHOMY YPABHEHUIO

X
(1) Me+1)="2 J Mty dt + 1
0

U HayaJibHoMy yciaoBui0 M(x) = 0 npu 0 < = < 1. 3Hauenuss M(x) C NOMOILbIO
(1) mocyiegoBaTeIbHO MOTYT OblTh BbIYMC/IEHBI /UIST OTPE3KOB n < & < n + 1
(n=1,2,...). B nacrosimeit pabore ucciegyeTcsi acCMMINTOTHUECKOE I0Beje-
Hue M(x). BBeasi npeo6pasoBannyio Laplace-a

-]

(2) #(s) = | e M(@) de

JIOKa3bIBAETCS, YTO @(s) SIBJAETCS pelieHHeM OOBIKHOBEHHOIr0 AM((epeHnnab-
HOI'0 YpaBHEHUsI

(3) j—s( #(5) = o) (¢ —2) — .
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Otcioa CJIEYET, UTO

(4) p(s) = B [ exp [— J*— Vdu
s2
M3 (4) ¢ nomoublo Xopouio u3BecTHOW Teopembl Tuna Tauber-a cienyer, yto
(5) lim Lol G,
X— oo
rje
(6) i f exp |— j du ~ 0,748 .

C momoubto 0oJiee TJIyOOKOT0 M3yueHUst 00paTHON (GopmyJibl npeobpa3oBaHu s
Laplace-a M0>HO J0Ka3atb,) 4To

(7) M(x):Cm—(l——O)-{—O{x—ln}

1151 Beex 1. Jlajee NOKa3bIBAeTCsl TAKIKE, UTO ¥/& CTOXACTUYECKH CTPEMMUTCH K
C npu x — oo, HakoHel, 1al0TCs1 peKYPCUBHbIE COOTHOILEHHSI, U3 KOTOPBIX pac-
npejieJieHue 0T ¥, TaK)Ke MOJXKeT ObITh OnpejiesieHo. ABTOP XOueT 3aHMMAThCS
C pellleHHMeM AaHAJIOTMYHBIX IpobJieM B cilyyae GOJIbILET0 YUCIa M3MepPeHUM
B Ipyrom pabore.

ON A ONE-DIMENSIONAL PROBLEM CONCERNING RANDOM
SPACE FILLING

by
A. RENYI

Abstract

In the paper the following problem is solved : Let us place at random
a unit interval on the interval (0, ) (by this we mean that the centrum of
the unit interval is a random point uniformly distributed in the interval
(Y9, @ — 1/5). Let us place a second unit interval at random (in the same sense)
independently from the first, on the interval (0, x). If the second interval
intersects the first, it is discarded, and the choice repeated until the two
intervals do not intersect each other. The process is repeated in the same
way, i. e. if already % (disjoint) unit intervals have been placed on the interval
(0, ), we choose at random an other interval, but retain it only if it does
not intersect any of the previous intervals, otherwise the choice is repeated,
etc. The process is finished, when there is no further possibility of placing
still one unit interval so that it should not intersect any of the previously
placed intervals. The number of unit intervals which can be thus placed

1) N. G. DE BBRUIJN yKasajd Ha TO 4YTO TNPHUMEHSIsI €€ METO] OLEHOK OCTATOUHOro
uneHa B (7) MOXKET ObITb ewIE YJIyIueH.
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on the interval (0, z), shall be denoted by », - », is clearly a random variable.
Let us denote by M(x) the mean value of »,.. It is shown in the paper that
M (z) satisfies the functional equation

(1) TR jM(t) dt + 1
x
0

and the initial condition M(2) = 0 for 0 < « < 1. The values of M(x) can be
successively determined for the intervals n <z <n+4+1 (n=1, 2, ..))
by means of (1). In the present paper the asymptotic behavour of M(x) is
investigated. Introducing the Laplace-transform

©

(2) p(s) == [e‘s" M(z)dx ,
0

it is shown that ¢(s) is a solution of the ordinary differential equation

(3) %(seS @(8)) = @(s) (5 — 2) — % :
It follows that
© t
(4) (p(g):g;sJ‘exp —2J1_e_”du dt .
il U

S

From (4) by a well-known Tauberian theorem it follows that

(5) lim M = O
X—+ o @x
where
© t
1—e™¥
(6) G — (.exp —2[ = dt ~ 0,748 .

0

By a more thorough investigation of the inversion formula for Laplace-
transforms it can be shown that®

(7) M@#z)=Cx—(1—0C)+ 0

i} for all n .
]

Mbreover, it is also shown that » /2 tends stochastically to C for x — + oo.
Finally recursive relations are given from which the probability distribution
of v, may be also determined. The auther hopes to return to the analogous
problem for any number of dimensions in an other paper.

1) N. G. pE BRUIIN pointed out that using his method the estimation of the
remainder term in (7) can be made still sharper.
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