REMARQUE SUR LA SOMMABILITE DES SERIES DE TAYLOR
SUR LEURS CERCLES DE CONVERGENCE, II.

par

Lisz6 ALPAR
§ 1. Introduction

Dans l’article présent nous allons continuer l'examen de certaines
relations qui lient entre elles les séries de Taylor des deux fonctions f,(z) et
fo(z) réguliéres dans le cercle-unité et qu’on obtient I'une de l’autre par la
transformation suivante

(1.1) fo(2) = h "1‘:_5*‘

ou {,=~ 0 est un point intérieur du cercle |z| < 1. La relation (1.1) trans-
forme la série de Taylor de

(1.2) 1) = Zay?
en
(1.3) @) = Zby(C) 2 -

Le probléeme qui nous occupe peut étre formulé d'une maniére générale
comme suit : Si l'on connait le comportement de la série (1.2) au point z = 1,
quelle conclusion peut-on en tirer sur I’allure de la série (1.3) au point
_1+5

1+&

~

solution de 1’équation

z—1{,

—— =11
1 — 1,2

Or, abstraction faite d’une déformation «modéréey, les valeurs de la fonction
f1(?) au voisinage du point z = 1 sont sensiblement les mémes que celles de
fs(?) prises au voisinage du point

14 .

AR 3

144y

de plus le fait analogue subsiste quant & 'allure des valeurs de f;(z) et de

e
7 Ao

141

1*
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fo(2) pour chaque couple de points correspondants z; et 2, situés sur la fron-
tiere du cerecle [z| < 1, & savoir tels que

22— Co
1— Eo z

Supposons maintenant la série de Taylor de f,(z) convergente au point z=1,
done lim @, = 0. Par conséquent, en évoquant le théoreme de localisation

YP—00

de Riemann, on pourrait croire que la convergence de la série

A
<

1

4
y

My
»—0
entraine celle de la série
o (14 Co)
bt [
v=0 1 + Co

Par contre, M. P. TURAN a obtenu & ce sujet les résultats suivants [1]:

1. On peut trowver des fonctions fi(z) régulieres dans le cercle |z| <1
telles que malgré la convergence de la série

(1.4) 2
B =Y
la série correspondante

. 1+
1.5 E b, e i
8 = ) (1 +£,

soit divergente.

14

2. 87 la série (1.2) est sommable aw sens d’ Abel aw point z =1, la série
(1.3) posséde la méme propriété au point

1+4
ot

quelle que soit la fonction f,(z) réguliere dans le cercle |z| <1 .

~
4

Cette propriété particuliere des fonctions f,(z) et fy(?) nous a amené
a continuer 1’étude de ces questions, et en généralisant le résultat de M. TURAN,
nous avons démontré [2] le théoréme suivant :

3. Pour chaque k entier positif on peut trouver des fonctions fi(z) régu-
lieres dans le cercle |z| < 1 telles que malgré la sommabilité¢ (Ck) de la série
(1.4), la série (1.5) ne soit pas sommable (C,k).

Le but de ces recherches précédentes était d’établir des relations entre
des procédés de sommation d’un méme type et du méme ordre : c’est ainsi
quon a trouvé des relations entre convergence et convergence, sommabilité
Abel et sommabilité Abel, sommabilité (C, k) et sommabilité (C,k). Par la
suite nous voudrions répondre & des questions qui concernent des procédés
de sommation d’ordres différents. Notamment, nous nous proposons de
décider si la convergence de la série (1.4) assure la sommabilité (C,1) de la
série (1.5), ou plus généralement si la sommabilité (C,k) de la série (1.4)
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entraine la sommabilité (C,%k + 1) de la série (1.5) pour des & = 0 entiers.
La réponse est affirmative.

Théoréme : Soient k wun entier non négatif, C,=~0 un point intérieur
du cercle-unité, et

fl(z) o %av 2

une fonction réguliere dans le cercle |z| < 1, ayant encore la propriété que
la série

w
> a2
P=0

est sommable (C,k) au point z = 1. Alors la série déterminée par la relation

A S 5 i
i ( fo”l = falz) = 2 Billy) 2
1 == goz »=0
est sommable (C,k + 1) au point
2 = }:‘—_—-?0 §
144,

et en outre la somme (C, k) de la premiére série est égale a la somme (C,k + 1)
de la seconde.
Pour k£ = 0 nous obtenons un cas particulier important de ce théoréme :
La convergence de la série

(/s

Ay

I
(=}

4

implique toujours la sommabilité (C,1) de la série

1+6
1+

et la somme de la premiére série est égale & la somme (C,1) de la seconde.
Dans la suite nous allons garder les notations employées dans la partie I

de cet article (voir [2]). On désignera donc paral¥ la n-iéme moyenne (C, k)

de la série (1.4) et par % celle de la série (1.5). Soient en outre, si ces deux

limites existent,

(1.6) lim () = a® | lim g = gt |

n— n—o

©

ol XA

y=0

v

:

Avec ces notations le théoréme que nous venons d’énoncer s’exprime ainsi :
I'existence de a® entraine toujours l’existence de p*+1 et

(1.7) a® — B+

L’idée de la démonstration est d’établir entre les a{? et les f%+D une
relation de la forme

oo

(1.8) B > el

=0
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ou p¥)(&,) ne dépend pas du choix particulier de la fonction f,(z), mais seule-
ment des quantités &, n, v et {,. La relation (1.8) définit un procédé de som-
mation a matrice [yﬁ,’;)(g_,o)] et nous vérifierons qu’elle satisfait aux conditions

de la régularité de TorPLITZ—SCHUR, donc S+ existent et 1’égalité (1.7)
est vérifiée.

§ 2. Détermination du procédé de sommation

Dans la partie I (voir [2]) nous avons établi entre a et 8% la relation

suivante :
n+k O (v k
A | glk): (k)é‘ a(k) ,
PO e EE-{ T
ou

1_{_§()_a_,‘)n+1 e Eo o) ldo

k-
(2.2) (k)(é'o) _1_ gi Cj)_l (1 s “’0) [0)” prvEN:
. "0

2ms (1 — |Go/2)* |1+ &,

o =0

et p est une constante, telle que [{| < o<1 (voir [2], (2.14) et (2.15)).
D’autre part, selon la définition de %+ on a

no(m-+k
S #
_m=o\ k - Feink ®) ]_
ﬂszk+1)“ n-l—k—i—l] —(n+k_’_1 Z{ (k) 2pk 50)__
[ k41 k41 J

(2.3)
= SR .

En posant Iexpression (2.2) de p{(L,) dans (2.3) et en faisant la somme de
la série géometrique finie qui } flgure, nous obtenons la formule

1 (14t 1+ ¢,

(k) s COU R IR )
WCo) = 2mi (1 — |Col2)k+! ln +k+ IJ N
k41
(2.4) _ =
e J (v—|— k} w”(l + Cow)"[ 1+ L:O L -fpujerl l]dw
i k l—ow 1 + CO w + Co
lo]=e
qui peut prendre aussi la forme
(k)(é-o) o _1_ ( + CO) 1 + :0‘ . »77717 .
n@u—raﬂll+% V+k+”
k41

(2.5)

. [ (v+k)wv<1+€o:v_>" (1+Eow]n+*dw ’
p k l1—ow o+ &

et
lo| =0
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puisque la fonection N
w’ L1,+ ‘:O,w)l,‘
l—ow

est holomorphe dans le cercle |o| = o .

La détermination de la matrice [p%)({,)] est donc achevée. Nous avons
trouvé deux formules différentes pour y%)({)) : les expressions (2.4) et (2.5).
Nous profiterons de toutes les deux. La formule (2.5) a 'avantage que la
fonction qui y figure sous le signe d’intégrale n’a pas de poéle sur la frontiére
du cercle-unité, cette derniére peut donc étre prise comme contour d’intégra-
tion au lieu du cercle |w| = p.

Pour simplifier 1’écriture nous introduisons encore certaines notations.
Soient : y®) (&) = y¥ ;

(2.6) b} e (L4 Go@)[(1+ 8 14 Lyeon+! 1| |
b= 1 + C’O w + 40
(2-7) g(w): ('V“‘k wv(l—f—a)w)lf 1_*_50an4| ‘
k 1= CO + Co )
(2.8) k) — (lj‘Eo)Hz‘ l_té”"
SR O R AL ol RS
On voit que
= ooy = | (A G2
il (1 — |Eo[®)*t?

est une constante qui ne dépend ni de » ni de ». Avec ces notations

@.10) P =" [HCO J(v+k’“”hk(w>dw i

2mi 1+C0] n+k+1
gy |med
ou
(k) 1 ~
2.11 A S P
il w 2mi ‘n+k+1) ‘ Al e
T e

§ 3. Les deux premiéres conditions de la régularité

Les conditions de la régularité de ToEPLITZ—SCHUR sont réalisées,
I s lim y% =0 pour chaque v fixé ;

n—o

IT. si lim 2 P =

N—® P=
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III. s’ existe une constante K® telle que Uinégalité

—

y=0

2 Y] < K@

soit toujours wvérifice indépendamment de n.
‘Dans ce § nous nous occupons seulement des deux premiéres conditions.
La condition I est réalisée.

Démonstration: Soit £ > 1 une constante quelconque et considérons

I’intégrale (2.11) en y remplacant le chemin d’intégration || = p par celui
de |w| = R. Dans ce dernier cercle, la fonction g(w) a deux poéles: o = — {,
et w =1, et par suite
(k)
w=2r ———— [ewrdo=
27 (m+k 41
k+ 1 ’ |o|=R
L (@) oz, + Resg(o)
= e €S J(W)|w=—¢, eS J(W)iw=1] =
R [ g(w)| 9(@)jw=1]
k+1
5
k = (1 + L)+
k) (k) SR ) [eEa ), —
(3.1) Y+ BGs -+ LT
e
v 4 k]
g LB e
n+k+ 1] (1 — [Gf2yet!
E+1
Par conséquent
(3.2) lim (6% —y¥) =0 .

n—o

C’est donc la valeur absolue de I'intégrale

[g(w) do
I(u:tzR
que nous devons évaluer.
En tenant compte de (2.7) on a

] |
- w)dw| <
27 fg( ) w] i
lo|=R
(3.3)
< (v+ k]R”“ max |1 + fewl* max . max Lt Gy@ .
k |o] =R lo|=R |1 — | |e|=R | @ -+ &,
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Or, en posant o = Rei®, {, = rei* il est facile de voir que

= 1 1
max|l+f,wl=14+7R, max ——— =—— |
lo|=R e s =R |1 —w R—1
(3.4)
i F |
max | 1 -t 4;0_69 i — ,li,rR
"’»'*'le‘{“c(, | R+
Des relations (3.1), (3.3) et (3.4) nous pouvons donc conclure que
etk v+l n+1
(3.5) W Rl R g [T B
n—[—k—{—l] BolR—1 R+ r
kE+1

dont le membre droit tend vers zéro quand n — oo, Par conséquent ’expres-
sion (3.2) permet d’écrire

lim y& =0 .

n—o
La condition 11 est réalisée.
Démonstration: Nous allons démontrer que pour chaque n fixé:
N )
Do =%
»=0

La condition II se trouve donc réalisée. En partant de la formule (2.5)
on obtient

(3.6) 2?%"3— N N J = f@“},({a)’j ’1+-~€;’-3]de .
2mi n—{—k—i—l’ J Q=) lw+§,
Bl i

1
Posons ensuite e (3.6) devient

(k) k

(3.7) Z’y(‘“:_ et f (1 +8o )" |
271 n—i~L+1] u__l)kz

k41

La fonction a intégrer n’a qu’un seul polc u = 1 dans le cercle |u| = 1/p.
le théoréme du résidu fournit done la valeur de 'intégrale en question. Nous.

avons déji déterminé cette intégrale (voir [2], (2.21) ou (2.22)) et nous
avons trouvé que

T ]n+k+l s
1+ Cou

Vu[_ -

n-+ A+l

u + &,

dk+1 é‘ k’ A
dukt1 [1+50u NP e
(3.8) .
(1 — [ColB)* ! (w4 Eo \"
= k1 k... 1 ol
b+ D@8 o+ 1) U 1+cok]
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d’ott pour w = 1, en vertu de (3.7), on a

©

2rR=1.
v=0

Remarque: M. J. CzipszEr a démontré sans calcul direct par le choix
particulier de la fonction f,(z) que les conditions I et II sont réalisées. La
démonstration est la suivante :

1° Soit

o = 3 0y
n=0
une fonction pour laquelle af® = 0, si A £», et a9 = 1. De la suite des
nombres o) on obtient @, par la formule

2” s (k41 A+k] .
a, = —1 a )
: Y=y = ‘,u — l][ k ‘

([3], IL. p. 71.) en prenant O pour les a9, si A est négatif; d’olt, vu les valeurs
particuliéres des o, on tire

k41
w—
siv<su<v+4+Lk+1, et aq,=0 dans tous les autres cas. f,(2) est donc

un polynéme, et & plus forte raison une fonction réguliére sur le cercle fermé
[z <1, et de plus

ap = (— 1)”_1,

(v—{—k
k

fully=lm afd =0.

H—®

On en conclue que f,(2) est aussi réguliére sur le méme cercle fermé et sa
série de Taylor tend vers zéro au point

e
= L 7
148
on a donc lim g% = 0. D’autre part
n—o
po— S et —
n=0

et par suite lim y¥) = 0 .

n—o
9° Boit Hizd=1. Damn oo cas e =1, (5r=0, 1, B, s} i2) = 1,
et il =1, (m=0, 1, B, ...). Aingi

o )

po = SyRa = SyW=1.

V= =0
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§ 4. La troisiéme condition de la régularité

Pour démontrer l'existence d’une constante K® telle que l'inégalité

(4.1) = i) < K®

=0

soit toujours vérifiée indépendamment de n on procede par la décomposition
en deux parties de la série qui figure dans l'inégalité (4.1):

0 ’Vn—l o
(4.2) = il =2 vl + = il
=0 V="
ou
(4.3) vy = Ay(n + 1)

et A, est une constante entiére et positive, indépendante de n dont la valeur
sera fixée plus tard. On démontrera 'existence de deux constantes K et
K® indépendantes de n pour lesquelles les inégalités

Vo—1 )
* ~ >
(4.4) S <EP, X <Kp

sont vérifiées.
Pour des raisons qui deviennent évidentes au cours de la démonstration,

nous nous occupons d’abord de K.
12 Détermination de K$ . 1l résulte de (2.11) que

v <
(4.5) )
)| v+ k = o | 1S |7+
< —"°l V1 ==l
n—}-k—f—l)( g * frﬂifll-*—cowl mifll—wl lwl = | w+{,
E+1
En posant o = p e/® et encore {, = rei il est simple de voir que
(4.6) max|l + {0 =14rp, max SR ;
o= loj=e |1 —w| 1—p
max e :l—rg>1 ;
lol=e | @ -+ {, o—r
donce
(k) 41
wn sl s
ln 4 k4 1] E )]1— o—r
k+1
et
(.8) P e
=~ ( n+k+1) (1—ep+2lg—r
k+1
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Or, en vertu de la troisieme inégalité (4.6), le membre droit de ’expression
(4.8) tend vers + oo avec n, et (4.8) ne fournit ainsi aucun renseignement
utile. C’est pour cette raison que nous avons décomposé en deux parties la
série

I?%’L’l .

H|/8

Au lieu de (4.8), considérons done la relation suivante déduite de (4.7) :

v + k
k

gl el -refl —mpiel g

4.9 W < — 3

sl Zlyl +L+1] =¥ (e—r g
k41

ol v, est défini par (4.3) et 4, reste encore indéterminé. Pour évaluer la somme
qui intervient dans le membre droit de I’inégalité (4.9), nous appliquons
la formule

4
)

('v + k)
Elv—i—k]g":(%—i—k}@'“z, Lo <
A k v=7, (Yo 1 k)
I
(4.10)
(vo + k‘ ot
sv0+kgv02v—'v0+k) Y=V — LS
S =7, k (L —pgj*+!
a cause de l'inégalité évidente
)
_k— = (v—v0+k] =) .
[”o — k] k
k
Ainsi, de (4.9), (4.10) et (4.3):
(Vo + k'
W l k 1 4P 1
(4.11 ) < | 9 T [ J )
) Z'V \ \ Q)k+2 n+L+1]e o—r
k+1
On choisira 4, de telle facon que l'inégalité
o—r

soit vérifiée. Il suffit de prendre

(4.13) =1+ [—- ————|z2,
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pour que l'inégalité (4.12) soit valable (on désigne par [x] la partie entiére
du nombre z). La formule (4.3) détermine », aussi.
On vérifie encore sans difficulté la relation

Yo + k]
k(7
(4.14) R — < Aitk + 1) < MEk+1) .
(n +k+1 n+1
i1 |
En effet, selon l'expression (4.13) on a 4, > 1, et ainsi
v+ k
e 'y LR
n—{—k—}—l n+1 n+1+k—l
R |
k—1
i )'0 + =y
3Ly BARETPS (02
B4 158 1+k—l n+1
n+1
En tenant compte de (4.12) et (4.14) nous pouvons enfin écrire
(4.15) iy < gk + 1) e 21 +:22 K® .
y=v, 0

Nous avons déja remarqué (voir (2.9) ) que || est indépendant de =, et
en vertu de la formule (4.15), K¥ posséde la méme propriété.

22 Détermination de K{.V (est cette partie de notre raisonnement ou
nous profitons de 'autre définition de p), de Uexpression (2.4) respectivement
(2.10). Remarquons encore que cette fois-ci » < vy, et pour ces » on a

E=0
k k
ce qui permet d’écrire

(vo—}—k‘
I . k 1 p [
4.16 @ | A+L L J v,
wie) il <|To 2)“1( bl = )27”. W Iy
Bl et

ou A, (w) est définie par la formule (2.6). En posant encore

\ (1 + Gt

e

1) Cette partie de la démonstration originelle, que nous avons faite en tenant
compte de certaines considérations géometriques, a été remplacée par celle ci-dessus
plus simple dont l'idée a été suggérée par M. A. RENvVI
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et en considérant la formule (4.14), l'inégalité (4.16) prendra la forme

k k

(4.17) b}g;)] = _01 lo(’i‘tl) L jwv hk(w) dw] s (?1 lo(k;},—_lﬁ) y;}k)y y
n—+1 27 i n-+1

lo|=1

On reconnait que les quantités p% ne sont autres que les coefficients de Fourier
de la fonction %, (®).
Appliquons ensuite 1’inégalité de Cauchy

v,—1
(4.18) (2 |y§,';,>}) = ¥ 2 B2 < 0212k+1(k + e 2 e

ou nous avons tenu compte de (4.17).
D’autre part, en écrivant w = €?, on a selon l'inégalité de Bessel

2n

(4.19) ol J e d .
Or,
(4.20) i (e%)| < (1 + )% |ho(ei®) 2
11 suffit done d’évaluer I’intégrale

2n
(4.21) 5 | Ptemye

27

Adoptons pour cela les notations suivantes :

0 R [ ] L

(4.22) = ) " E
14%y €' + G
d’out
ei?’: l—coeie 1 1 —CO
VR R l—eW’ 20N ex(e .’
Ol
R o2 ’
Il en résulte que
sin%(n + 1) g:‘oq
i Sl D00 s g :
el — ' = A SN S
|1 e Co|2 [et(e—e.)_ 1’2 |1 + ‘:olz s (?:,6,0
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Posons ensuite

L1
1+
et (4.21) devient
: 2z fo+27 sl 1) B_r&)
BEs - | e o | e B Bt VY
27 2n . o0 —10,
l) i sin?2—2
0 6, 2

puisque la fonction a intégrer de la formule (4.23) n’est autre que le noyau
de FrJER. Ainsi, vu les inégalités (4.19) et (4.20):

oo

Uha%) = P <eln +1) (1 +0)%
v=0

De (4.18) et (4.24) nous obtenons

Vo—1 2
2 W < CRagio(l + 1)2(1+ 1) = (KPy
v=0
ou bien
V,—1
(4.25) 2 ] = KD,

=0

On voit que K{ est bien indépendant de n.
Enfin de (4.15) et de (4.25):

Wl < KP + KP =K® .
Ce qu’il fallait démontrer.

(Recu le 21 Juillet 1958.)
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MEGJEGYZES A TAYLOR-SOR SZUMMABILITASAROL
A KONVERGENCIA-KORON, II.

ALPAR L.
Kivonat
A cikk azoknak az Osszefliggéseknek a vizsgalataval foglalkozik, amelyek

két, az egységkorben regularis figgvény fi(z) és fy(2) Taylor-sorai kozott
4Allnak fenn, ha fy(2)-t az f,(2)-bél a kovetkez§ transzformacidval nyerjiik :

z—C
(1 2) = . e
1) e =h( =)
ahol 0 < [{,] <1 és a megfelel¢ Taylor-sorok
(2) he) = 2 a2
és .
(3) fal) = Z bylo) 2" -

A bennitinket foglalkoztaté kérdés méarmost dltaldnos alakjaban igy
fogalmazhaté : Ha ismerjitk a (2) sor viselkedését a z =1 pontban,
mit mondhatunk a (3) sor viselkedésérél a

_1+4
2
pontban, amely a
z—5 1
1 — {42

egyenlet megoldésa. Azt varndk, hogy a két sor viselkedése lényeges elté-
rést nem mutat. Hiszen f;(2)-nek a z = 1 pont kirnyezetében felvett értékei
egy ,szelid” deformdciotol eltekintve, nyilvan azonosak az fy(z) fliggvény-
nek a

5= LA %o
1+,
pont kornyezetében felvett értékeivel ; s6t analég tény all fenn nyilvan az
f1(2) és f4(z) értékeinek viselkedésére barmely a |z = 1 kor keriiletére es6,
megfelel6 pontpérra, z,- és z,-re, amelyre ti.
_ z— %
21 Sle=———u=— 3
1—Cp2,

Tegyiik fel most, hogy f,(2) hatvanysora a z=1 pontban konvergens,
akkor ebbdl az kovetkezik, hogy lim @, = 0, tehat a Riemann-féle lokali-
P—r 0

z4cids tételre gondolva, azt hihetndk, hogy a

o
Sy

Ay

=0
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sor konvergencidja maga utan vonja a

©

1+ )
2]
0

v=0

sor konvergencijit.
Ezzel szemben TURAN PAL bebizonyitotta [1] a kovetkezdket :
1. Talalhaté olyan f,(2) fiiggvény, hogy a (2) sornak a z = 1 pontban
valé konvergencidja ellenére a (3) sor a
R Yol
TP
pontban divergens.
2. Barhogyan adjuk is meg az f,(z) fiiggvényt a (2) sor z = 1 pontbeli
Abel-szummalhatésigabdl mindig kovetkezik a (3) sor
_1+5
1-+4s

2.4
~

pontbeli Abel-szummalhatosaga.
Mi viszont bebizonyitottuk [2] az 1. altaldnositisaként az alabbi tételt :
3. Barmely k pozitiv egész szimhoz taldlhaté olyan f,(2) fiiggvény,
hogy a (2) sornak a 2 = 1 pontban valé (C,k) szummabilitisa ellenére a
(3) sor nem (C, k) szumméabilis a
giud TG
1+ G
pontban.

A jelen dolgozatban az ilyen jellegli vizsgalatokat folytatva a kovetkezd
ellenkezd iranya tételt bizonyitottuk be :

4. Legyen k nem-negativ egész szam. Ha az f(2) figgvény (2) Taylor-
sora (C,k) szummdbilis a z = 1 pontban, akkor az f(z) figgvény (3) Taylor-
sora (C,k + 1) szummdbilis a

e ol
1+ &,
pontban és a két sor szummdja egyenld.
Ha k& = 0, akkor ebbdl a kivetkez& specidlis esetet nyerjiik :

5. Ha az f,(2) figgvény (2) Taylor-sora konvergens a z =1 pontban,
akkor az fy(2) fiiggvény (3) Taylor-sora (C,1) szummdbilis a

2 =11 %o
1-4+4p
pontban és a két sor szummdja egyenld.

A bizonyitds menete a kiovetkezs : Jelentse ol a
2 Qy
V=0

2 A Matematikai Kutaté Intézet Kozleményei 111./3—4.
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sor, AP pedig a
SHPN I E A
> b0 (-5
v=0 1 + CO

sor n-edik (C,k) kozepét. Bebizonyitjuk, hogy az a® és B¥+D szdmok)
kozott a kovetkezd alaku kapesolat all fenn

(4) B = Folol yell
V=

s

ahol y¥)(&,) az f,(2) specidlis alakjatol fiiggetlen, és csak n-té8l, »-t6l, k-t6l és
Lo-tol fiiggd mennyiség. A (4) Osszefiiggés szummacids eljarist definial, amely-
nek [y4()] matrixdrél megmutatjuk, hogy az kielégiti a permanencia
Toeplitz—Schur-féle feltételeit, amibél mar kovetkezik, hogy ha lim a{®
létezik, akkor 1étezik lim g+ is, és a két hatarérték egyenld. iy

nN— o

3AMEYAHHE 0 CYMMHUPYEMOCTH PSAJA TAYLOR-A
HA OKPY)XHOCTH CXOQHUMOCTH, II.

L. ALPAR
Pe3tome

CraTbst M3yuaer 3aBUCMMOCTb Meay psgamun Taylor-a peryisipubix B
eJIMHUYHOM KpyTe QyHKUmMit f,(2), n fa(2), ecan fy(2) monyuaercst u3 f(z) ¢ nomo-
IBI0 cleJylollero npeodpa3oBaHus :

2 —C,
l 2) = Bz =g
M) R
rie 0 < [§| < 1, a coorBetcTByIomme psbl Taylor-a cyThb
(2) hie) = 2 a2

=0
u
(3) fa2) = 2 bu(Co) 2
=0

Wutepecyromuit Hac Bompoc B o0weM Buje Mo)KeT ObITh copMysiMpoBaH
TaK : €CJIM M3BECTHO NOBejleHHe psiia (2) B TOUKe z = 1, YTO MOYKHO CKasaTb O
nosejeHnu psija (3) B TOUKe

) g
o .1
1+,
SBJISUOILEHCST pelleHneM ypaBHeHUst
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MO)KHO 0XKMJIATh, UTO MEXKIY TOBeJeHMeM JBYX PSIOB He OyJIeT CylleCTBEHHOM
pasuuubl. He oOpamass BHMMaHusi Ha HEKOTOpyl cjadywo aedpopmauuio —
3HaueHus1 PyHKUME fi(2) B OKPY)KEHMM TOUKH 2 = 1 OYeBH/IHO COBNAJAIOT C
3HAaYeHUSIMU YHKLMY f4(2) B OKPYIKEHHM TOUKH

1+ &,
2= - =5
1 -F=lp
M OYEBM/IHO AHAJIOMUHbIH (PAaKT MMeeT MeCTO B MOBeJeHMM 3HAueHH (yHKLMI
f1(z) n fo(z) 1t moboii napbl COOTBETCTBYIOLIMX TOUEK 2; U 25 T. €. JUISI KOTOPBIX

2y — &g

zl: — 5
[
1—4.,022

JIe)KalyMX Ha OKPY)KHOCTH Kpyra |z| = 1. [Tpenosno)Kum Tenepb, 4To cTerneHHbli
psit QyHKUMK f,(2) CXOAMTCS B TOUKe 2 = 1, TO M3 ITOI0 CJIeayeT, uTo lim a, =0,

Vo w

n iymasi Ha «JIOKAJIM3aLUMOHHYIO TeOopeMy Pumanay moykio OYKHUJIAThb 4TO U3 CXO-
JAUMOCTH psijia

\V
= G
p=0

CJIEIYET CXO/MMOCTb psjla

14+,

Ho P. TurAN nokasan B [1] cieayrouee :

1. CymecTtByer Takast pyHKUMS f,(2), YTO HECMOTPSI HA CXOMMMOCTb psijla
(2) B Tourke z = 1 psn (3) pacxoautTcst B ToUKe
145
1+ G

2. Kak 0Obl ne 3ajaTh GpyHKUMIO f,(2), n3 cymmupyemoct no Abel-io psana
(2) B Touke 2 = 1 Bcerja cieayer cymmupyemoctb 1o Abel-1o psjia (3) B Touke

oz

p=0

L :0)"

R ol
144,
B pa6ore [2] mbl jokazanu, kak oGoOuieHue TeopeMbl 1., cieayiouryio

Teopemy :

3. nst Bcex MOJOXKUTEJIbHBIX LeJbIX uHucels k CyliecTBYeT TaKas QyHKIH
f1(z), uro Heemorpst Ha (C.k) cymmupyemocts psina (2) B Touke z = 1, psix (3)
ne (C.k) cymmupyem B TOuKe

_1+4
14 &,
B nacrosiieii pabore npojionykas uccseJ0BaHUS TAKOr0 pojia JIOKa3biBaeTest
creayomas TeopemMa INpOTUBOMOJIOMHOr0 poja :

2

2%
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4. IMycmo k neompuyamenstoe yeaoe ducao. Ecau pso Taylor-a (2) @yHk-
yuu f,(z) (C,k) cymmupyem 6 mouke z = 1, mo psao Taylor-a (3) Pynryuu f(z)
(C.k + 1) cymmupyem 6 moure
Z:lié
L%y
U cyMMbl 3mux pacog coenaoarom.
Ecimu k& = 0, To orciojia moayyaercsi cJeylomuil crennanbHbii cayyaii :

5. Ecau pso Taylor-a (2) gynxyuu f(z) cxooumea ¢ mouxe z = 1, mo pao
Taylor-a (3) @ynrkyuu fo(z) (C,1) cymmupyem € moure

g Tl
1+ G

U CYMMbL IMuX ps0os co6naoarm.
WUnest nokasatenpcTBa Takosa : Iyerb off u % oGosnauaer n-bie cpeji-
nue (O, k) psanos

ay
=0
u
5 S
buite) 2|
VZO o 145

COOTBETCTBEHHO. [l0KasbiBaeTcsl, UTo Mexry i u D nMeeT MeCTo COOTHO-
eHue BUjaa

(4) B0 — .2; L) al
P=

e Y¥)(,) He 3aBucHUT OT f,(z), a b oT 7, ¥, k u {,. CooTHoluenue (4) onpeje-
JISIeT HeKOTOPBIH CyMMaToOpHBI npolece, 0 maTpuue [y)(Lo)] KoToporo 10Kasbi-
BaeTcsl, YTO OHA YJOBJIETBOpsieT YcJoBUIO nepmaHeHTHocTH TOEPLITZ-a u
ScHUR-a, 4To o3Hayaer, uyto ecau lim oY cymecryer o u lim p%* cymecr-
BYeT W OTHU IpeJesibl COBMajaT. "~ i
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