KETPOLUSU ELEKTROMOS HALOZATOKROL, III.
ADAM ANDRAS

Bevezetés

E dolgozatban kétpdlust grafok és logikai mliveletek Osszetartozasaval
foglalkozunk. Ezt a kapesolatot mindig abban a (specidlisabb) felfogasban
tekintjiikk, hogy egy graf kiilonboz6 éleihez kiillonbo6z6 logikai valtozok tar-
toznak, azaz [7] terminoldgidjaval élve | ismétlésnélkiili rendszer’-eket
vizsgalunk.

Az 1. §-ban osszefoglaljuk a grafelméleti és logikai elézményeket.
Részben mar itt, tovibba a 2. § elején vezetjiik be a késébbiekben sziikséges
fogalmakat. A 2. § tovabbi részében a megel6z6 fogalom-alkotédsok tobbé-
kevéshé nyilvanvalé kovetkezményeit rendszerezziik segédtételekké, hogy
ezaltal a 2. § végén szerepld 1. tétel és a 3. §-ban kimondott {6 eredményeink
(2., 3., 4. tételek) konnyen elérhet6kké vialjanak. E {6 eredmények egy graf
éleinek kozos soros, vagy parhuzamos komponensbe tartozasira adnak oly
elegendd és (a 4. tétel kivételével) sziikséges feltételt, amely csupan a graf
altal megvaldsitott logikai mivelettel szorosan osszefiiggs fogalmakat tar-
talmaz.

Mint a 4. §-ban példaval is megvilagitjuk, eredményeink konstruktiv
_eljarast szolgaltatnak arra, hogy egy realizalhato logikai miivelet ismereté-
ben a miveletet realizilé barmely graf soros és parhuzamos eléallitasat, az
éleknek az irreducibilis alkatrészekbe vald osztilyozasat, és az irreducibilis
alkatrészek dltal megvaldsitott logikai miveleteket meghatdrozzuk. A 4. §
befejezd részében a konstrukecié néhany kovetkezményére utalunk.

3

Mint a megel6z6 dolgozatokban, grafon itt is véges grafot értiink,
amely a T, és T, tulajdonsiagokkal rendelkezik. [1] terminolégiajat és ered-
ményeit ismerteknek tételezziik fel. A [2] dolgozat eredményei koziil csupan
az 5. tételre hivatkozunk (78. oldal), amely a kovetkez6t mondja ki : ha egy
irreducibilis graf osszes éleit két (idegen, nem iires) »,, », osztalyba soroljuk,
akkor van a grafnak olyan palyija, amely tartalmaz x,-beli élt is, x,-beli,
élt is. E tétel bizonyitasa [2] részletesebb ismerete nélkiil is megérthetd.

Egy & graf valamely pdlydjaba tartozé élek halmazit ® egy pdlya-
halmazdnak (réviden : P-halmazinak) nevezziik. Egy & graf éleinek valamely
p halmazit & egy bdzisinak nevezzitkk, ha & barmely palydja tartalmaz leg-
alibb egy A-beli élt; és barmely f-beli élen dtmegy (-nek olyan palydja,
amely f-hoz tartozé mas élt nem tartalmaz.
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Egy ® graf osszes éleinek halmazat »-val fogjuk jelolni, » részhalmazait
altaldban x»”-vel, %;-gyel, #,-vel stb., csupan a P-halmazok és a bazisok jelo-
lésére hasznaljuk a =, illetve 8 bet{iket. A halmazelméleti egyesitést, metszet-

és kiilonbségképzést az ott szokasos U, N, — jelekkel fejezziik ki ; az iires
halmazt a & jellel jeloljiik.
Egy & graf élei legyenek %y, ky, ..., k,. Rendeljiik hozz4 a grafhoz azt

az f(xy, @y, ..., x,) n-viltozoés logikai miiveletet, amely pontosan akkor veszi
fel értelmezési tartomanyanak egy helyén az 4 (igaz) értéket, ha van ®-nek
olyan P-halmaza, hogy a P-halmaz k,, k,, ..., k;, éleinek megfelels z;,
iy, + ooy Ty, valtozdk mindegyike a tekintett helyen? 4. Kénnyen belathato,
hogy egy n éli grathoz rendelt n valtoz6ju logikai mivelet valéban fligg
mindegyik valtozéjatdl,tovabba, hogy monoton, azaz, ha a viltozok két érték-
rendszere csupan egyetlen x; valtozé értékében kiilonbozik, akkor nem for-
dulhat el6 az, hogy a miivelet értéke x; = | esetén 1, és ; =1 esetén |
legyen. (Az elsG allitas igazolasaként elég arra utalnunk, hogy ha valamely,
a k; élen atmend pdlya éleihez tartozé valtakozoknak az 4, az Gsszes tobbi
valtozéknak a | értéket tulajdonitjuk, akkor az a; véltozé 4 vagy | vol-
tatol fiiggben lesz 4 vagy | a mivelet értéke. A monotonsigot az teszi
nyilvanvalova, hogy egy valtozo igazzd tétele nem szlikiti a csupa 4 értéki
valtozoknak megfelel élekbél 4116 palyak halmazéat.) Tekintsiink egy f logikai
miiveletet ; ha egy ® graf élei sorszamozhatdak ugy, hogy a grathoz éppen
ez az [ miivelet tartozzék, akkor azt mondjuk, hogy a & graf megvaldsitja
vagy realizilja az f miveletet. Ha egy graf realizdl valamely f logikai mtive-
letet, akkor pontosan azokat a miveleteket valdsitja meg, amelyek f-bél
valtozok permutdcidjaval elGallithatéak. Ne tegyiink kiilonbséget két logikai
miivelet kozott, ha csupan ebben az értelemben (,lényegteleniil”) kiilon-
boznek egyméastol ; ekkor a ,,graf — mivelet” hozzirendelés tobb-egyértelm
leképezéssé valik. Az ismétlésnélkili rendszerekkel foglalkozd vizsgalatok
alapvetd célja igy fogalmazhaté meg : koriilhatdrolni ennek a leképezésnek
pontos értékkészletét és jellemezni az értelmezési tartomédnynak a leképezés-
hez tartozé osztalyozasit (azt az osztdlyozast, amelynél két graf akkor és
csak akkor tartozik ugyanabba az osztilyba, ha ugyanazt a miiveletet valé-
sitjdk meg). Az els§ kérdésrél {udomdsom szerint igen kevés eredmény
ismeretes, a masodik problémét illetGen [7] 5. tételét ismerem legmesszebb
mend eredményként. A jelen dolgozat egy adott miveletbdl kiindulva, az
azt realizald grafok szerkezetével foglalkozik.

Ismeretes, hogy egy monoton logikai miveletnek egyetlen (jol meg-
hatarozott) redukdlt diszjunktiv normélformija van. (A miuveletet kifejezd
barmely diszjunktiv norméalformara alkalmazva a matematikai logikdban jol
ismert egyszerisitési lehetdségeket, végiill ugyanaz az egyszerlsithetetlen
forma adoédik.) Ugyanez igaz a konjunktiv normélformikra is.?

1) Masképp : tekintsik a grafot elektromcs halézatnak, amelynek minden %;
élébe egy-egy érintkezd van elhelyezve. Az x; valtozé igaz volta jelentse azt, hogy a
ki élbe iktatott érintkezd zarva van, és forditva. A logikai miivelet aszerint vegye fel
az 4 vagy | értéket, hogy a valtozék szobanforgé értékrendszere létrehoz-e a graf
kezd6pontja és végpontja kozott vezetd Osszekottetést.

2 A nem monoton miiveletek egyszerfisitési lehetdségeit bonyolultabb attekinteni,
erre vonatkozéan Quine [4] dolgozatara utalunk. A monoton miveletek specidlis eseté-
nek egységes targyaldsit nem ismerem, az ezekrdl felhasznalt ismeretek az emlitett
cikk, tovabba Horx [3] (5. lemma : 18. oldal), Quine [5] (1. tétel) és JaBLoNSzKIS [9]
(332—333. oldalak) dolgozatainal eredményei alapjan kénnyen Osszeallithaték.
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A & graf osszes éleinek halmaza legyen x,a ®-hez rendelt logikai miivelet
legyen f. Egy #, S % halmazra vonatkozodan ekvivalens a kiovetkezd harom
allitas :

o) »; palya-halmaz ;

f) ha pontosan a x;-beli éleknek megfeleld valtozdék igazak, akkor
f =1, és ha tetszileges »;-beli él valtozéjat hamisséd véltoztatjuk (a tobbi
valtozo értékét viltozatlanul hagyva), akkor f = | ;

y) a x;-beli éleknek megfelel§ valtozdk f redukalt diszjunktiv normél-

formajanak egy tagjat alkotjak.
(Egyrészt az a )<= ) ekvivalencia nyilvinvald, masrészt pedig a ) <=y)
ekvivalencia konnyen beldthat6, ha figyelembe vessziik, hogy a redukélt
diszjunktiv norméalforma barmely tagja negdlatlan viltozdk konjunkcidja,
és barmely két kiilonboz6 tagban fellépd valtozok halmazai nem allhatnak
részhalmaz-kapcesolatban egymaéssal.)

Szintén ekvivalens a kovetkez§ harom allités :

a ) %, bazis;

f) ha pontosan a zx,-beli éleknek megfelel§ valtozdk hamisak, akkor
f=1, és ha tetszéleges x;-beli él valtozdjit igazza véltoztatjuk, akkor

f=1;
y) a #;-beli éleknek megfelel6 valtozok f redukalt konjunktiv normédl-
formajanak egy tagjit alkotjik.

Z 8

Egy & graf két élére legyen g,(ky, ky)= 4, ha van ®-nek olyan P-halmaza,
amely mind £k;-et, mind k,-t tartalmazza.

Egy & graf két élére legyen py(ky, ky) = 4, ha van ®-nek olyan bazisa,
amely mind k;-et, mind k,-t tartalmazza.

Legyen a & graf osszes éleinek halmaza x. Legyen x, Cx%, %, C % és
%N %y = . Ekkor o(%,, %,) legyen akkor és csak akkor igaz, ha &-nek
barmely 7, és @, P-halmazaira a (; N 7;) U (%5 N 7,) halmaz eldall (%, U x,) N a;
alakban ®-nek alkalmas z; P-halmazaval.

ey(ky, ks), e5(ky, ky)és e4(ky, ky) jelentsék rendre a o, és p, relicidk, vala-
mint a g, relacié negicidja altal indukalt ekvivalencia-relaciékat ([6], 2.
tétel, 20. oldal értelmében). Jelentse o; a & graf & komponensében
értelmezett o, reliciét. (Ezzel a jelolésmdddal késébb is fogunk élni.)

1. segédtétel. Legyen & pdrhuzamosan reducibilis grdf. Ekkor

(1) & két kiilonboz6 komponensének egy-eqy élére a o, reldcio mindig
hamis ;

(2) & egy riogzitett & komponensének két k., kg élére py(ka, ks) =
= Qi(kﬂ’ kﬂ)’.

(3) & osszes komponenseinek vdlasszuk eqy-egy bdzisdt, ezek egyesitése ©
egy bazisat alkotja, és & osszes bdzisai elédllnak ily modon ;

(4) & két kilonboz6 komponensének egy-eqy élére a o, reldcié mindig
igaz ; végiil

(5) & él-pdrjaira az e, és e reldciok mindig igazak.

Az 1. segédtétel allitdsainak bizonyitdsa gyanant elég arra utalnunk,
hogy & barmely P-halmaza & valamely parhuzamos komponensének P-hal-
maza ; valamint arra, hogy — mint a bazisok és a redukélt konjunktiv nor-
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malforma kozotti kapesolatbdl lathaté — @ barmely éle benne van ¢ vala-
mely béazisiban.

2. segédtétel. Legyen & sorosan reducibilis grdf. Ekkor

(1) & dsszes komponenseinek vilasszuk egy-eqy P-halmazdt, ezek egye-
sitése ® eqy P-halmazat alkotja, és © osszes P-halmazai elédllnak ily modon ;

(2) & két kilonbozo komponensének egy-egy élére a o, relacio mindig
igaz ;

(3) & bdarmely bazisa & valamely komponensének bazisa, és megforditva ;

(4) & valamely & komponensének két ka és kg élére oy(ka, kg) = 0y (ka, kp)
és Q2(kﬂ’ kﬁ) = 92’(kﬂ! kﬂ) 5

(5) ® él-parjaira az e reldcio mindig igaz.

Bizonyitasra csupan a (3) allitds szorul. Legyen £ valamely béazisa
&-nek. Els6 célunk kimutatni, hogy f élei @-nek egyetlen soros ¢ komponen-
sében helyezkednek el. Egyszertiség kedvéért feltételezhetjik, hogy & két
&, ®” komponensbdl 41l (az alkalmazott mddszerrel a bizonyitds az dltalinos
esetben is végrehajthatd), ezek éleinek halmaza legyen x” és x”, az Gket
szétvilaszté pont legyen 4. Ha mind g n #”, mind p 0 #”” b&vebbek volna-
nak az iires halmazndl, akkor 1éteznének (a bazisok értelmezése miatt) olyan
a és b palyak, amelyek koziil @ nem megy at 0 #” egy élén sem, b pedig
nem megy at $ n »” egy élén sem ; de ekkor az a[PA] - b[ AQ] pilya B egy
élén sem menne at, ami ellentmond a bazis fogalméanak. A (3) allitds tovabbi
részei a tétel (1) allitisabol kozvetleniil adddnak.

3. segédtétel. 4 & grdaf legyen soros komponense a & grdafnak. » és =’
legyen ©, illetve & éleinek halmaza. Ekkor o(x’, » — %’) = 4.

E segédtétel kovetkezik a 2. segédtétel (1) allitisabdl és a ¢ relacio
értelmezésébol.

1. tétel. A & irreducibilis grdf legyen soros komponense a & grafnak.
% és % legyen 9, illetve & éleinek halmaza. Ekkor a @ C »y C " feltételt kielé-
qité », halmazokra a kévetkezé hdarom dllitds ekvivalens:

) %y — 2%
B) o(y, e — 1) = 4

y) 0'(%y, %" — ) = 4.

Bizonyitas. 1. Ha « ) nem teljesiil, akkor y ) nem teljesiil. Ekkor ugyanis
#" — »x; nem {ires halmaz, igy az 1. § elején emlitett tétel kovetkeztében
van olyan a palyija &’-nek, amely »;-beli élt is tartalmaz, (x" — »;)-beli
élt is. Legyen 4 az a pilya els§ olyan pontja, hogy a-nak A4-bdl kiinduld
két éle koziil pontosan az egyik s»;-beli. (4 belsS pontja a & grafnak.) Legyen
b olyan palyaja &’-nek, amely A-n nem megy it ; legvenek n; és n, az a,
illetve b palyak él-halmazai. Ekkor a (m; 0 #,) U (2,0 (%" — #,;)) halmaz az
A pontbdl kiinduld élek koziil pontosan egyet tartalmaz, tehat nem lehet
P-halmaza &’-nek.

2. Ha a ) teljesiil, akkor a 3. segédtétel szerint ) teljesiil.

3. Ha f) teljesill, akkor y) teljesil. Ugyanis & tetszileges két =y és
7y P-halmaza kiegészithetd &-nek egy-egy 7, és m, P-halmaziva, a g ) allitas
miatt létez8 z; P-halmazzal kielégil a (%, 0 @) U((% — %) 0 ) = % 0 7,
egyenléség, amelynek mindkét oldalat »’-vel metsave a

(e N 7)) U((%" — ) Ng) = " N(w; N %)
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egyenléséget kapjuk, ahol m; 0 %" a 2. segédtétel (1) allitasa szerint palydja
¢"-nek.

3. &

2. tétel. 4 & pdrhuzamosan reducibilis graf két ko, ks élére e(ka, kg)
akkor és csak akkor igaz, ha ko és ks &-nek ugyanabban a pdarhuzamos kompo-
nensében vannak. Pdrhuzamosan irreductbilis grdf barmely él-pdarjdra az e,
reldcio igaz. )

Bizonyitas. A tétel ,,csak akkor’ Aallitdsat az 1. segédtétel (1) Allitdsa
biztositja. A tétel masodik mondatinak helyességét a bizonyitds hatralevd
része kilon utalds nélkiil is vildgossa teszi. Az ,akkor” &llitds igazoldsdban
hivatkozunk az 1. segédtétel (2) allitdsira. Ha ®-nek k.-t és ks-t tartalmazéd
" komponense sorosan reducibilis, akkor a 2. segédtétel (5) allitdsa méris
teljessé teszi a bizonyitast. Ha pedig & irreducibilis graf, akkor van olyan
(®"-nek P’ kezd6pontjat és @ végpontjat bels6 pontként nem tartalmazo)
ut, amelynek élei rendre ko = &y, ks, ks, ..., k, = ks. Barmely k;, k41 (1 <
< i < n— 1) él-parra legven a a k; élen, b pedig a k;4, élen dtmend pélya.
Legyen k&’ a els6 éle, & pedig b utolsé éle. Nyilvan oj(k;, k') = oy(k; 1, k) = 1.
Mésrészt mind @, mind b dtmegy k; és ko kozos végpontjan, tehit a és b
nem idegenek egymédstdl ; legyen 4 a elsé olyan belsd pontja, amely pontja
b-nek is. Létezik az a[P’A] - b[ AQ’] palya, tehat (&', k) =4 . Az eddigi
eredmények Osszevetése alapjin ej(k;, ki+q) = &(k;, ki) =1, tehit
61(k,,, ]‘fi) = T .

3. tétel. 4 © sorosan reducibilis grdaf két ke, ks élére ey(ka, k) akkor és
csak akkor igaz, ha ki és ky &-nek ugyanabban a soros komponensében vannak.
Sorosan irreducibilis graf bdrmely él-parjara az e, reldcid igaz.

A bizonyitasban most is elég a tétel elsé mondatdnak igazolasira szo-
ritkoznunk. A tétel ,,csak akkor” allitisat az biztositja, hogy a 2. segédtétel
(3) allitasabol kovetkezden & két kiillonbozd komponensének egy-egy élére o,
mindig hamis. Az ,akkor” allitds igazoldsiban hivatkozunk a 2. segédtétel
(4) allitdsiara. Ha ®-nek a k.-t és ks-t tartalmazé 9 komponense parhuzamo-
san reducibilis, akkor az 1. segédtétel (4) allitisa mdris teljessé teszi a bizo-
nyitast. Ha pedig & irreducibilis graf, annak lehetetlenségét kell igazolnunk,
hogy &’ éleinek halmazait az €} ekvivalencia-relacié egynél tobb részhalmazra
bontsa. Legyen #; (" éleinek egy osztdlya az ¢ dltal létesitett osztalyozds-
ndl, legyen x, (@) & tobbi éleinek halmaza. A ¢’-hez rendelt logikai mi-
velet redukdlt konjunktiv norméalformajit ekkor f;[x] * fo[#¢,] alakban
irhatjuk. (A konjunkciét szorzasként jeloltiik. A [#,] szimbdélum azt jelenti,
hogy az f, logikai miivelet csupan a x; osztilyba sorolt éleknek megfelels
valtozoktol figg.) Az f; és f, miveleteket kiilon-kiilon alakitsuk at redukélt

diszjunktiv normalformakka. A | beszorzas™ elvégzésével — kiilon egyszerd-
sités nélkill — a & grafhoz rendelt logikai mivelet redukalt diszjunktiv

normalformijit kapjuk. A redukélt diszjunktiv normdlforma tagjai és a
P-halmazok kozotti kapesolat alapjin barmely (%, 0 @) U (%250 7,) halmaz
P-halmaza a &’ grafnak, tehat az 1. tételben tekintett tulajdonsiagok koziil
v ) teljesiil, @ ) nem, ami ellentmondés.

4. tétel. Legyen & sorosan reducibilis grdaf. Ha &-nek két k., kg élére
eg(ka, kp) =1, akkor k. és kz & ugyanazon komponensébe tartozé élek. Ha k.
és ks ®-nek ugyanazon, parhuzamosan reducibilis komponensébe tartozo élek,
akkor ey(ka, kg) =1 .
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Bizonyitas gyandnt elég egyrészt a 2. segédtétel (2) allitasara, masrészt
a 2. segédtétel (4) és az 1. segédtétel (5) dllitdsaira hivatkoznunk.

4. §.

Tekintsiink egy monoton, minden valtozdjatol fiiggs f logikai miveletet.
Legyen & olyan graf, amely az f miveletet valdsitja meg, jeloljik © éleit
egy alkalmas sorszdmozis szerint. Az el6z6 paragrafus eredményeinek isme-
retében megillapithatjuk, mely élek alkotjak & egy-egy irreducibilis alkat-
részét, és ezek az alkatrészek milyen logikai miiveleteket kotelesek meg-
valésitani. (Az eljaras alkalmazésakor feltételezziik, hogy van olyan & graf,
amely az f logikai miiveletet realizilja. Ez a feltevés nem mindig jogos, pl.
azZ XX, V T, 25 V Ty mivelet egy grafhoz sines hozzirendelve. Ha a feltevé-
siink helytelen, annak hatisa abban mutatkozik meg, hogy az irreducibilis
alkatrészek szdméra adédé miiveletek legaldbb egyike megvalésithatatlan.)

Az eljaras gyakorlati alkalmazisira vizsgiljuk azt a & grafot, amely
a kovetkezd 11 valtozos (rogton redukdlt diszjunktiv normalformaban adott)
logikai miveletet realizilja :

XXy T Ty V T4 T LTy V LTy BTy V ToLaXyTasl V' Tyg%q

Els6 lépésként az ¢ relacié alkalmazisival megéllapitjuk, parhuzamosan
reducibilis-e a & graf. (2. tétel.) Melyek az & relici6 altal létesitett oszté-
Iyozéasnal ky-gyel megegyezs osztilyba sorolt élek? Ezeknek felsorolasat a
ky-gyel kozos palyédba tartozé élekkel kezdhetjiik : {ky, ky, ks, kg, kg, by, kg, - ..
Ezutin a k, éllel p, relicioban 4ll6 (még nem szerepld) élekkel bévitjitk a
halmazt : {k,, &y, ks, kg, kg, k;, kg, ky, ks, ...}. Tovibbi vizsgalat alapjan sem
tudjuk a még hidnyzoé ky, és k,; éleket ugyanebbe az osztilyba sorolni, tehat
& parhuzamosan reducibilis, és egyik ¢, komponense pontosan a ky, ky, ks, .. .,
ko éleket tartalmazza. Masrészt ky, és ky; kozos ®, komponenst alkotnak
(mivel o,(kyy, k1) =1, I8y &(ky, k) = 1), Gynek egy P-halmaza van :
{kyo, k1, }, tehat ez a két él sorosan van kapesolva. A @, komponens P-halmazai :
{ky Ky, ks, Keg, kg )y {ky, Ky, Koy Keg, g}, (Ko, kg, Ky, Kos, K, Ko}y {Ka, K, oy, g, g, Koo )

Kovetkezs feladatunk a &, graf soros felbonthatdsigit megvizsgilni,
a soros komponenseket elkiiloniteni. Két médszer 4ll rendelkezésiinkre :
dolgozhatunk az e, reldcio (3. tétel), vagy az ¢, relaci6é alkalmazisival. Az &,
relacié biztosan az élek kivint osztdlyozisit szolgiltatja, azonban hasznélata
ellen kenyelml szempontok szélnak : ha ezzel a médszerrel dolgozunk, akkor
el kell végezni a diszjunktiv és konjunktiv normdlformék egymaésba valé
atalakitasat. Az &; relici6 alkalmazisakor erre nincs szitkség, viszont nem
mindig ériink el pontos eredményt : ha a graf valamely komponense nem
bonthaté tovabb (pirhuzamosan), akkor az &; relicionil a szébanforgé kom-
ponens élei tébb osztalyba sorolddhatnak. (4. tétel.) Arra, hogy melyik aton
célszerlibb tovabb folytatnunk az eljarast, nehéznek latszik &ltalinos szabalyt
megadni ; némely esetben elényds lehet a két modszer kivetkezd kombind-
lésa : el@szor az &, relicioval osztalyozzuk a graf éleit, majd a o relaci6 alkal-
mazasaval (3. segédtétel és 1. tétel) a kapott osztdlyok mindegyikére eldont-
juk, hogy az az osztily egy soros komponens dsszes éleit tartalmazza-e. Az &,
reldciéval azoknak a »* osztdlyoknak egyesitési halmazit bontjuk tovabb,
amelyekre o(x’, x — #’) = | (ha ilyen osztilyt egyaltalin taldlunk). (x-val
®, éleinek halmazit jeloltiik).
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Alkalmazzuk a @, graf éleire az e; relaciot. A kovetkezd él-halmazokat
kapjuk : %y = {ky, ko, ks}, #y = {ky}, #3 = {ks, kg, k7, kg}, %, = {ky}. Vajon
soros komponens-e #,? ; n %, alakban el6allé halmazok : {k;} és {k,, k3}.
;N (% — %,) alakban el64all6 halmazok : {ky, ks, ke, ko} és {ky, k;, kg, Ky} ;
osszehasonlitva az ezekbdl képezhetd egyesitési halmazokat ; P-halmazai-
val, o(x%,, x —»;) =41 ; tehit %, élei &,-nek pontosan egy soros kompo-
nensét alkotjik. Tovabbi vizsgilatunkban elég a %, Usx; U, halmazra
szoritkoznunk ; mind %,, mind %;, mind %, soros komponensnek adddik.

1. dbra.

(Az &, relacié alkalmazasira tehat nincs sziikség.) (A x,, %5, #, halmazok
vizsgalatat tetszéleges sorrendben végezhetjiik, a soros komponensnek bizo-
nyult halmazt , levilaszthatjuk™ Ugy, mint el6bb x,-et.) A tovibbi elemzéssel
a ® graf szerkezete az 1. abran lathatonak addédik. (A sorosan kapesolt kom-
ponensek sorrendjét onkényesen vettiik fel.)

Annak az esetnek a megvilagitdsira, mikor (egynél tébb él{) irreduci-
bilis grafok is fellépnek egy sorosan kapcesolt grif komponenseiként, nem
kozliink példat, hiszen egyrészt a latott példa jol illusztralja a gyakorlatban
kovetendé moédszert, méasrészt pedig az emlitett grifok palydinak szaima elég
nagy, igy érdekességével ardnyban nem 4ll6 terjedelmi lenne a részletes
analizis. (A [2] bevezetésében abrazolt egyszerti irreducibilis grafoknak
6, 4, illetve 8 pélydja van, a sorbakapesolasnil szorzédik a palyik szdma.
Erdemes megjegyezniink, hogy az emlitett irreducibilis grifok éleit az e,
relacio 4, 3, illetve 6 osztdlyba sorolja.)

Konstrukeionkbol vildgos a kovetkez6 llitds, amely egyébként specialis
esete TRAHTENBROT mér emlitett tételének. ([7], 5. tétel.) Egy logikai miivelet
egyértelmiien meghatdrozza azt, hogy a miveletet realizdlé bdarmely graf hogyan
all elé soros és pdarhuzamos kapcsoldsok alkalmazdsdval e két kapesoldsi modra
nézve drreducibilis alkatrészekbol, és hogy ezek az alkatrészek milyen logikai
miveleteket kotelesek meguvaldsitani. (Az egyértelmiiséget a soros kapesolas
kommutativitidsatol eltekintve értjitk.) Tovabbi specializdlissal a kovetkezd
allitashoz jutunk : ha a & és &” kétpSlusa grafok élei &y, k3, ..., ky illetve
kY, ks, ..., k;, és a grifok pontosan egyike tartalmaz kettds élt,» akkor
a ®’-hez illetve ®”-hez rendelt f'(z,, ..., ;) és [”(x,, . .., x,) logikai miive-

%) Azaz a grafok pontosan egyike allithaté el egy éli kétpoélusu grafokbél soros
és parhuzamos kapcsolasokkal.
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letek kiilonbozdek. Dolgozatunk utolsd célja ezt a tényt tisztin grafelméleti
eszkozokkel kimondani és igazolni.

5. tétel. Legyen a & graf déleinek halmaza =, és a & graf éleinek hal-
maza %’. Ha & tartalmaz kettos élt, és & nem tartalmaz kettés élt, akkor »"-nek
»x’"-re nincs olyan eqy-egyértelmd leképezése, amely & palya-halmazaihoz pon-
tosan & pdlya-halmazait rendelné®

Bizonyitas. Feltételezziik, hogy létezik az emlitett tulajdonsigu leké-
pezés ; tekintsiink egy ilyen lekopwest [1] 3. tétele szerint & -nek vannak
olyan a, b, ¢, d, e, f, g utai, amelyek a Wheatstone-féle hid mddjin csatla-

(]
e

koznak egymiashoz. (2. dbra.) Legyen =z; a beafg pilya éleinek halmaza,
n2 pe(llg a bdaeg palya éleinek halmaza. (9" megfelels P-halmazai legyenek
7y és my. Tekintsik &”-nek a =y U-z2 halmaz éleib6l (és a hozzajuk tar-
tozé pontokbdl) allé H” részgrafjat. Bz a részgraf kettds ¢l nélkiili (az ellen-
kez6 esetben (%”-nek is volna kettds éle.)

A parhuzamos, illetve soros kapesolds szerinti indukciéval konny i belatni
a kovetkezs allitast. Ha egy kettSs ¢l nélkiili grafnak van olyan palydja,
amely mind az 4, mind a B pontokon atmegy, akkor 4 és B kozitt egy-
értelmtien definidlhatunk rendezést annak alapjin, hogy a mindkettejiikkon
atmend palyak A-t vagy B-t tartalmazzik-e els6bbként.

Legyen %’ tet qzoleum éle a (¥ graf @ atjanak, legyen 1”7 &”-nek 1’-hoz
rendelt éle. &7 végpontjai legyenek A és B, mégpedig A elézze meg B-t
legutobln megjegyzésiink értelmében. \hnthogx barmely (k., k) alaka él-
péarhoz, igy barmely (X, 4) vagy (X, B) alakG pontpirhoz (ahol X tetszéleges
pontja, k. tetszbleges éle a H” griafnak) van kozos palya, H” barmely (A4-t61
és B-t6l kulunho/o) pontja vagy megelézi A-t, vagy pedig kiveti B-t. A &k
él ezért soros komponense $”-nek, tehat £ l)dxnlel} palyaja dtmegy I.”-
Tekintsik most $” azon éleit, amol_vok a kivilasztott leképezésnél a beeg
palya éleinek feleltek meg. Ezeknek az éleknek a halmaza £”-t nem tartal-
mazza, tehit nem lehet P-halmaz, ami ellentmond a leképezésre vonatkozo
feltételnek.

(Beérkezett : 1958. VIIL. 9.)

%) Azaz : amely leképezés (% barmely palyva-halmazat pontosan ®” egy palya-
halmazaba viszi at, és amelynél &2 barmely palya-halmaza ¢ valamely palya-halmaza-
nak képeként all eld.



KETPOLUSU ELEKTROMOS HALOZATOKROL, III. 215

A szerzd6 megjegyzései az elsé korrigalaskor, 1959. januar 4-én.

TrauTENBROT id6kozben ugyanerre a problémakérre vonatkozd kiter-
jedtebb vizsgilatokat hozott nyilvinossagra a [8] dolgozatban. Ennek 5. tétele
(248. oldal) ugyanazt a tényt fejezi ki mds beallitisban, mint 2. és 3. tételeink.

A 2. és 3. tételek mis modon is bizonyithatéak, mint a 3. §-ban lattuk.
A 2. tétel részletesebb meggondoléast igényls esetét ott direkt modon igazoltuk,
indirekt moédon igen konnyd beldtnunk helyességét [2] 5. tételének alkal-
mazasaval. A 3. tétel nem kozvetleniil belithaté esetére Garrar TiBOR pro-
fesszor a dolgozat lektordlisa sordn a kovetkezd (tisztin grafelméleti jellegii)
bizonyitast adta.

Legyenek a(PA), b(AB), ¢(AB) ésd(BQ) egy irreducibilis graf piron-
ként idegen utjai, a pontok kozott a P = 4 és B = @ egybeesés megenge-
dett. Tekintsiikk az @ - b - d-t6l és @ - ¢ - d-t6] kiillonb6z6 Gsszes palyakat. Bar-
mely ilyen palydbdl valasszunk ki egy olyan élt, amelyet az a, b, ¢, d utak
egyike sem tartalmaz. A kivdlasztott élek halmaza legyen y; &, és k, legyen
tetszdleges éle b-nek, illetve ¢-nek. Ekkor a

%= 2 U{ky} Ufky}

halmaznak barmely péalyaval van kozos éle, van tehat a grafnak olyan g
bazisa, hogy f C ». Kénnyen lathato, hogy k€f, ky€p. Igazoltuk tehat, hogy
a megadott médon elhelyezkedd a, b, ¢, d utakat tekintve b és ¢ egy-egy éle
mindig kiegészithetd bazissi. A bizonyitis hitra levé részében ezt az allitast
segédtételnek fogjuk nevezni.

[8] 4. tétele szerint a grafnak van két egymastol idegen p,, p, pilydja
(ldsd még [1] 3. labjegyzetét). A segédtétel szerint p; barmely éle g, relaciohban
all p, barmely élével. Ha a graf valamely £ élét sem p,, sem p, nem tartalmazza,
akkor £ benne van alkalmas olyan ttban, amelynek pontosan végpontjai
py-beli vagy p, -beli pontok ; a segédtétel minden lehetséges esetben alkal-
mazhaté k-ra és p, vagy p, valamely élére.
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0 JABYXIMNOJINCHBIX 3JIEKTPUUYECKUX CETHAX, III.
A. ADAM

Pe3iome

Hacrosimasi pabora 3aHMMaeTcsi CBS3bI0 MYy JBYXIIOJIOCHBIMU Ipa-
(Gamn ¥ QYHKUMAMH MCTMHHOCTH. JTa CBS3b MCCJIENyeTcs B ciejlylouleil Tpak-
TOBKe : pebpa ky, ky,. .., k, rpapa (5 B3BauMHO 0JIHO3HAYHO COOTBETCTBYIOT Ilepe-
MEeHHBIM Z;, Z,..., £, ; COOTBeTCTBYyIOIAs rpapy & ¢pyHkuusi uctuHuoctn f (B
HEKOTOPOM MecTe ee 00J1acTH ONpeJiesIeHnsl) MCTHHHA, eCJIM CYIeCTBYeT TaKast
Lensp, J0060e pedpo k; KOTOPOil COOTBETCTBYET TaKoil mepemeHHOH X;, uTo X; = 4.
(B pabore [7] ara yKe TpaKTOBKa UrpaeT OCHOBHYI pOJib. I'oBopsT, uTo rpad ¢
peaauzyem GyHKumio f decnosmopro). BerpeyaoTes ML MOHOTOHHBIE (DYHKLUK
UCTMHHOCTH, KOTOpble 3()QEKTUBHO 3aBUCAT OT Ka>KJ0H CBoell IepemMeHHOI.
Ka)kaas taxkast QyHKUUST MCTHHHOCTH MMeeT BIIOJIHE OIpeJlesleHHYI0 COKpalleH-
HYI0 JIN3BIOHKTUBHYIO (COOTBETCTBEHHO KOHBIOHKTHBHYI0) HOPMaJIbHYIO (opmy.

[Mousitue yenu 6bL10 onpefesieHo B [1]. Hexoropoe mHo)kecTBO 8 peGep
rpadga & HasbiBaeTcsi 0a3ucoM, eciu BesiKasl Lenb rpada & cogepsKut (XoTs1 Obl
0/1H0) peOpo u3 f u 115 BesgKoro pedpa u3 f cyulecTByer Takas uenb rpapa ®,
KOTOpasi He COjep/KUT APYIUX pedep us f.

[Tyetb GyHKUMS MCTUHHOCTH f cOOTRETCTBYET rpady . JIerko BuIeThb, UTo
HEKOTOpOoe MHOKecTBO pedep rpada & siBisieTcs LeNbo B TOM U TOILKO B TOM CJIy -
yae, eCJIM INPOU3BeJEHNE COOTBETCTBYIOILMX IepeMEHHBIX BXOJUT B COKPAILEHHYI0
JM3BIOHKTUBHYI0 HOPMaJIbHYK (OpMY (YHKLMU f; U UTO HEKOTOPOE MHOMECTBO
pebep rpaga & obpagyer 0a3uc B TOM U TOJIBKO B TOM CJlyuae, eCjidi CymMMa COOT-
BETCTBYIOIUX [epeMeHHbIX aoJUT B COKPOXIIEHHYI KOHBIOHKTHBHYIO HOpPMaJlb-
Hylo Gopmy QyHKUMM f.

Hns1 pebdep ky 1 ky Tpada ® nycTh BBIIOIHSACTCS] COOTHOIUEHUE 0, €CJIM T110/1-
XOJIsi11asi Lielb POXO/IAT U yepe3 ky u uepes ky. IyeTb 0y(ky, ky) = 1, ecam cye-
CTBYET TAaKo# 0asuc, KOTOPHI CONEPIKUT U ky U ky. T1yCTb &, 6, 1 &5 CYTh COOT-
HOLIEHUsT PABHOCHJIBHOCTH, MOPOYKIEHHBIE COOTHOLUEHUSMU 04, 05 M OTpHUIIAHHEM
COOTHOLUEHHST 0; COOTBETCTBEHHO.

Teopema 2. /laa 0syx pebep ko v ks napaaseasro npusooumozo zpaga &
&y(ka, k) ucmunno 6 mom u moavko 6 mom cayuae, ecau k. u kg Haxooames 6 moi
e napasnesbioll Komnoxenme 2paga &. Jlas nap pebep napasiesbHo Henpu-
600uM020 2paga & MoucOeCNMeeHHO UCTNUHHO.

Teopema 3. [Jusa 08yx pebep ka u kg nocaedosamenbHo npusoOuMo0 2pafpa
& ey(ka, k) ucmunno 6 mom u moavko 6 mom cayuae, ecau kq u kz Haxooamea 6
motl xce nocae0osmeabHoll Komnonenme. Jlas nap pebep nocae0osamenbHo He-
npueoouMo2o epaga ey, mMoNCOCCIMBEHHO UCMUHHO.

Teopema 4. Ecau oaa pebep kq u kg nocaedosamenvto npuooumoeo 2pagpa
©® ey(ka, kg) =1, mo ka u ks Haxo0smes 8 moil nce Komnonerme 2pagpa ®. Ecau
ka u ks Haxo0amcs 6 moid xce napaaseabio npugooumotl komnorernme epaga &,
mo eg(ka, kg) = 4.

IMycth aana GyHKuus ueruHHocTH f. Eciu mpeanonokum, uto f peannsy-
emMa, TO TeopeMbl 2. M 3. Al0T BO3MOXKHOCTb 0003PETH IM0CJIEN0BATENIbHYI0 U
napajiejibHylo CTpYKTypy Jjoforo rpapa ¢, peaqusylouero f, v ONpeleUTh
Te (QYHKUMH MCTHHHOCTH, KOTOpble HeNMpUBOJMMBIE cocTaBlsiioliMe rpapa &
00bsI3aHbl pean3oBaTh. B § 4. KOHCTPYKLMS HIUIOCTpHpYyeTcsl NpumepoM. B
HEKOTOPBIX CJIyuasix MOYKeT ObITb BBIFOJHBIM M MPUMEHEeHHe TeopeMbl 4.
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B saksmounTebHOI yacT naparpada 4.3atparuBaercsi BoIpoc 0 eIMHCTBEH-
tiocti peasmsauuu. C MOMOLIBIO TOJBLKO CPeJCTB Teopuy rpadoB Gopmyupyercst
U JIOKasblBaeTCsl CJefyloLMii crielnalbHblii ciyyvail Teopembl 5. pabotel Trax-
TenBpoTa [7]: ecau epagp & codepmcum o0eotinoe pebpo, a 2pagp & — epag 6e3
0eotinbix pebep, mo & u & He moeym peaauszosams my xce camyrw PyHKyur
ucmunnocmu. (Teopema 5).

UBER ZWEIPOLIGE ELEKTRISCHE NETZE, IIIL
von

A. ADAM
Zusammenfassung

Diese Arbeit beschéftigt sich mit dem Zusammenhang der zweipoligen
Giraphen und der Wahrheitsfunktionen. Dieser Zusammenhang wird in der fol-
genden Auffassung betrachtet : die Kanten &y, %k,, ..., k, des Graphen &
cntsprechen ein-eindeutig den Variablen z;, ..., @,; und die Wahrheits-
funktion f (gehorend zum Graphen &) ist (an einer Stelle ihres Definitions-
bereiches) wahr, wenn es eine Bahn gibt, deren jede Kante k; einem solchen
Variablen x; entspricht, dass a; =4 ist. (Diejenige Auffassung spielt eine
grundlegende Rolle in [7]. Es ist gebriduchlich zu sagen, dass die Wahrheits-
funktion f durch den Graphen & ohne Wiederholung realisiert wird.) Es treten
nur monotone Wahrheitsfunktionen auf, die von ihrem jeden Variablen
effektiv abhidngen. Jede solche Wahrheitsfunktion hat eine wohlbestimmte
reduzierte disjunktive (bzw. konjunktive) Normalform.

Der Begriff der Bahn wurde in [1] definiert. Eine Menge f gewisser
Kanten eines Graphen ® wird eine Basis von & genannt, wenn jede Bahn
von ¢ (mindestens) eine Kante von 8 enthélt, und zu jeder Kante aus f eine
Bahn von (& existiert, die keine andere Kante aus f hat.

Sei die Wahrheitsfunktion f zugeordnet dem Graphen &. Wie leicht
ersichtlich ist, eine Menge aus Kanten von & bildet eine Bahn dann und
nur dann, wenn die entsprechenden Variablen ein Glied der reduzierten
disjunktiven Normalform von f bilden ; und eine Menge aus Kanten vor &
ist eine Basis dann und nur dann, wenn die entsprechenden Variablen ein
Glied der reduzierten konjunktiven Normalform von f bilden.

Es sei o,(ky, ky) =4 fur die Kanten %; und %, von &, wenn diese beiden
Kanten von einer passenden Bahn durchlaufen werden. Es sei py(ky, k)= 1,
wenn k; und %, in einer passenden Basis enthalten werden. ¢, & und e; seien
die Aquivalenz-Relationen, die (der Reihe nach) von p,, g, bzw. von der
Negation von p; induziert sind.

Satz 2. Fir den Kanten k., und ks eines parailel reduziblen Graphen & ist
&y (ka, kg) wahr dann und nur dann, wenn k. und ks in derselben parallelen
Komponente von & enthalten sind. Die Relation &, gilt fir jedes Paar von Kanten
eines parallel irreduziblen Graphen.

Satz 3. Fir die Kanten k. und ks eines durch Reihenschaltung reduziblen
Graphen & ist ey(ka, kg) wahr dann und nur dann, wenn k. und kg in derselben
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Reihen-Komponente von & enthalten sind. Die Relation e, gilt fir jedes Paar
von Kanten eines durch Reihenschaltung irreduziblen Graphen.

Satz 4. Wenn fir die Kanten k. und k; eines durch Reihenschaltung
reduziblen Graphen & ey(ka, ky) =1 ist, dann sind k. und ks in derselben Kom-
ponente von & enthalten. Sind k. und ks in derselben parallel reduziblen Kom-
ponente von &, dann gilt eg(ka, kg) =1 .

Sei eine Wahrheitsfunktion f gegeben. Unter die Voraussetzung, dass f
realisiert werden kann, geben die Sitze 2. und 3. die Moglichkeit, die Reihen-
parallelstruktur jedes Graphen &, der f realisiert, zu iibersehen, uad die
Wahrheitsfunktionen zu bestimmen, die durch die irreduziblen Bestand-
teilen von & realisiert werden miissen. Im § 4. wird die Konstruktion durch
ein Beispiel erleuchtet. In gewissen Féllen kann es vorteilhaft sein auch den
Satz 4. anzuwenden.

Am Ende des § 4. wird die Eindeutigkeitsfrage der Realisation
beriihrt, und es wird der folgende Spezialfall des Satzes 5. von TRACHTENBROT
[7] mit rein graphentheoretischen Mitteln ausgesact und bewiesen : ist ¢’
ein Graph mit mindestens einer doppelten Kante und & ein Graph ohne doppelte
Kante, dann kinnen & und & nicht dieselbe Wahrheitsfunktion realisieren
,(S(ltZ 5) =
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