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»EGY SZERSZAMGEOMETRIAI PROBLEMA MATEMATIKAI
MEGOLDASA” CIMU DOLGOZATAHOZY

LIPKA IsTvAN?)

Iry. DrAHOS ISTVAN, HORNYIK LAszLd és Hosszt MIKLOS szerz6k az Gn.
profilmarék geometriailag helyes alakjanak a meghatirozasival foglalkozo,
ebben a kiotetben kozolt cikkiikben [1], a csavarfelilletek marisira szolgléd
szerszam feliiletét, mint forgasfeliiletek egyparaméteres seregének a burkolo
feliiletét szarmaztatjék. E burkold feliilet, amely szintén forgésfelillet (szer-
szam-forgasfeliilet) tetszés szerinti kormetszetének a sugarat mint szélsGértéket
nyerhetjiik oly médon, hogy a kor sikja dltel a forgasfelilletek egyparaméteres
seregébdl kimetszett korok sugarait a seregparaméter fiiggvényének tekint-
jik és meghatirozzuk ennek a fiiggvénynek a szélsGértékét. Az igy kapott
szélsGértéknek minimumnak, éspedig a kialakitandé részhez tartozé szakaszon
abszolut minimumnak kell lennie ahhoz, hogy a keresett burkolé felillet kor-
metszetének a sugarat szolgaltassa.

Az alibbiakban a szerz6k fent idézett cikkében kozolt meggondolasok-
hoz csatlakozva, azok kiegészitéseképpen megmutatjuk, hogy ujjmaré eseté-
ben lapos menet{i csavarra, valamint ferdefogti kerékre is milyen feltételek
mellett biztosithatd a szébanforgd abszolit minimumnak a létezése.

8

Laposmenet(i csavart el6allito ujjmard esetében ardnylag konnyen
meghatarozhaté az abszolit minimum létezésének a feltétele. Ugyanis itt,
az egyparaméteres feliiletsereget — amelynek a szerszamforgasfeliilet a bur-
kol6ja — egy, a Z forgistengelyre merdleges tetszésszerinti sik olyan kérok-
ben metszi, amelyek sugarinak négyzete, a (34*) képlet szerint :

(1) o(Z,y) = (Ztgy)® + a® k® (v — y)?

ahol y a felilletsereg paramétere és ha Z = Z, egy rogzitett sikmetszetet
jelent, akkor o(Z,, p) egyviltozés fliggvény e metszdsikon fekvé korok sugaré-
nak a négyzetét jelenti. A o(Z, y) figgvény szélséértékeit kell vizsgalnunk
a 0 <y < 27 szakaszban® A szélsGérték létezéséhez sziikséges

) 1% _p BY L kry—yp)=0
2 oy cos?y

1) Lasd : [1]-et az irodalomjegyzékben. A szovegben e dolgozat egyenleteire
valé hivatkozasban a sorszdm utdn *-ot tesziink : (1%), (2%) stb.

2) Szerszamgépfejleszté Intézet, Halasztelek.

3) A laposmenetii csavar tobb (0, 2x) nagysagu szakaszb6l, menetbdl all.

219

6 A Matematikai Kutats Intézet Kozleményei [T1./2—4.



220 LIPKA

fennallisa, amelyb6l Z mint a y fuggvénye meghatirozhaté [lasd a (37%*)
alatti képletet]. A p y-szerinti differencidlhidnyadosinak el6bbi kifejezésébél :

2 in2
Aty ltgdnty, o,

3)
2 oy? costy

Mivel ennek a kifejezésnek az értéke mindig pozitiv, azért ahol dp/oy = 0,
ott 9%p/oy? > 0, vagyis ha valamely y-helyen a p fiiggvénynek szélsGértéke
van, akkor az minimum. Legyen roviden dp/dy = o(Z, v). A o(Z, p) a v val-
tozénak a (0, m/2) intervallumban (3) szerint monoton novekvé fiiggvénye,
és mivel (2) szerint

azért ¢ a (0, 7/2) intervallumban pontosan egyszer tlinik el, valamely y; < y,
helyen. Mivel pedig a (0, v,) intervallumban ¢ < 0, a (y,, #/2) intervallum-
ban pedig ¢ > 0, azért a p legkisebb értéke a (0, z/2) intervallumban :

(4) o(Z, yy) (0 <y <o <7[2),
(p = @/2 esetén (1) szerint o(Z, =/2) = <°). A mésodik szognegyedben, vagyis
a (72, ) intervallumban, mivel

é(z,’—2’+o e §Zm) =2k —yy) > 0

9s (3) szerint ¢ monoton novekvd, szintén pontosan egy w, helyen tiinik el
a p. Eszerint a g legkisebb értéke a (7/2, ) intervallumban :

T
o(Z, p,) (—2 <Y<

Megmutatjuk, hogy ez a minimdlis érték nagyobb a (4) alattinil, vagyis:

(5) o(Z,y1) < e(Z,py) -
Mivel o(Z, ;) = 0, azért (2)-bél és (1)b6Sl kovetkezik, hogy

Z2
oZ, v)) = Z2 gy, [1+——] :

a® k? cos* y,
Tekintsiik valamely @ véaltozénak az :
Z2
6 D)=272tg?D |1 + ———
(®) RO % ( +a2kzcos4d))
fiiggvényét. Nyilvanvals, hogy @ = p,, illetve @ = yp,-esetén :
(7) fwy) = o(Z, ) és f(yy) =0(Z,y,) -

A (2) szerint :

o(Z,m—p)=—22° BYL | oarkn — p—y,) .
cos?
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de a 9(Z, y,) = 0 relaciébdl kovetkezik, hogy

t
= —g;p“ =a®k® (y1— vy)
cos? y,

amit o(Z, = — y,) elébbi kifejezésébe irva :

o7 —py) =2 K — 2 ) > 0 [%<a-

Ebbdl az egyenlétlenségbdl, mivel a (z/2, p,) intervallumban ¢ < 0 és (y,, @)-
ben ¢ > 0, kovetkezik, hogy

T =Yy
Azonban f(®) monoton csokken, ha @ z/2-t6l =-ig né, és ezért
fe) > f(r — 1)
de (6) szerint f(zx — ;) = () €s igy
fpa) > f(y1)

amivel az (5) alatti egyenlGtlenséget bebizonyitottuk.

Ennek az egyenl6tlenségnek a bizonyitasa szemlélet alapjan egyszerib-
ben is elvégezhetd. Ugyanis a laposmenetli csavarfelilletet az alaphengerre
irt csavarvonal fénormélisainak az osszessége alkotja. Ezek a f6normdlisok
mind derékszogben metszik a csavarfeliilet tengelyét, az Y -tengelyt. A o
paraméterértékhez tartozé fénormalis a Z = Z sikot olyan pontban metszi,
amelynek a Z-tengelytdl valé tdavolsiga egyenld a (o(Z,, 1,0))1/2 sugarral. Ha a
metszéspontot meghatérozo két koordinata X, Y,, akkor Y, a fénormélis-
nak az (X, Z) koordinitasiktol vald tavolsiga és X2+ Y2 = o(Z,, y). Most
mar, ha a y; paraméterértékhez tartozé féonormaélis metszéspontjanak koor-
dindtai X;, Y, ; a y,-hoz tartozé metszésponté pedig X,, Y,, akkor, mivel
¥, az els, p, pedig a masodik szognegyedbe esik, a szemlélet alapjin nyilvan-
vald, hogy |X,| > |X;| és |Y,| > |Y,|. Ebb8l kovetkezik, hogy o(Z, v,) > o(Z, y,)-
Tekintsiink ezutidn egy a (0, z) intervallumba es§ y értékhez tartozo
fénormadlist és azt a fénormalist, amely a (7, 27) intervallumba es6 (2z — )
értékhez tartozik. Nyilvdnval6, hogy ezeknek a fénormélisoknak az (X, Z)
sikra valé meréleges vetiiletei, egymasnak tiikorképei a Z-tengelyre vonat-
kozdan. EbbSl kovetkezik, hogy a Z = Z, sikkal valé metszéspontok X
koordinatai abszolut értékben megegyeznek. A (27 — y)-hez tartozé fénor-
malis metszéspontjinak Y koordinataja pedig nyilvin nagyobb, mint a y-hez
tartozdéé. Eszerint nyilvanvald, hogy o(Z,, 22 — y) > o(Z,, ). Ezzel meg-
mutattuk, hogy a p(Z, y) fiiggvénynek a (0, 2x) intervallumban a y = y,
helyen abszolit minimuma van. KEzek szerint a szerszam profilgérbéjének
(37*) alatti paraméteres elGallitasaban a paraméternek a (4) alatti (0, y,)
intervallumban kell véltoznia.

2. §.

A ferdefogazist homlokkerekek készitéséhez szitkséges ujjmard eseté-
ben mar kissé koriilményesebb az abszolit minimum létezését biztosito
feltételeknek a meghatarozésa.

6*
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Jelolje most p(Z, p) ama korok sugarianak négyzetét, amelyeket a szer-
szam forgasfeliiletet meghatiroz6 egyparaméteres feliiletsereghdl a Z forgés-
tengelyre merdleges sik kimetsz. ¢ a feliiletsereg paramétere és ha Z = Z,
egy rogzitett sikmetszetet jelent, akkor po(Z,, ¢) ezen a sikon fekvd korok
sugaranak a négyzetét jelenti. Kiszamitjuk a p fiiggvény ¢-szerinti differenciél-
hinyadosat. A (14*), (18%) és (19%) alatti képletekbdl kovetkezik, hogy :

3
%@:—UW—VZ—W
op
ahol (20F) szerint :
I Y1
U:.—y1 24 .i;li
‘ 0 2 %

(42%), (42%) és (45*) szerint
V=—22U+42D

®) W= U—g2D

ahol ((44%*) szerint)

i To Y1 gl‘
D=|—y, # 5'-31“ ;
0 2 51‘
tovabb4, mivel most d = 0, d = — @/2, @y = yy + 7/2, a (40%)-bbl :
Ty=acos @ , T, = —asing
Yo=—aklp—@y) , y,=—ak
2p =asing , 2] =acosQ .

AV és W (8) alatti értékét a 0p/dp kifejezésébe irva :
2} %0
2 op

(9 A= BT T DD —a)

Az U és D harmadrend(i determindnsok értékét kiszamitva :
U= —a’sing (1 +k?)
D = a’(cos ¢ — k* (¢ — @) sing) ;
ezek felhaszndlasival a (9) alatti kifejezés els faktorara nyerjiikk, hogy
—ZU+2U —2,D=
= a3{Zsing - (1 +k?) + a[— 1 + k*sin ¢ (¢ — @) cos ¢ — sin g)]} .
Megvizsgaljuk a o(Z, ¢) fiiggvény (o ¢@-szerinti derivaltja) értékvaltozasat

a (7/2, 7) intervallumban, vagy pontosabban a (p,, «) intervallumban, ahol
Po = o + /2 (lasd 2*. &bra). Mivel a Z forgistengelyre mer6leges metsz6

(9
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sik az a sugara alaphengeren kiviil esik, azért mindig Z > z, = @ sin ¢ és
igy a (9) alatti kifejezés masodik faktora allanddéan pozitiv. Tehat o eljel
valtozasat a (97) alatti valtozasa fogja meghatédrozni. Legyen elészir ¢ = =,
akkor (9) szerint

—ZU 420U —z;D=a3{—a}=—0a*<0

és igy, mivel 2, =a cos ¢ = —a <0, a ¢ == helyen
d

(10) = %0,
09 g=x

A ¢ = gy-helyen (97) szerint :
—2ZU 420U — 2 D = a®{Z(1 + k?) sin ¢y — a[1 + k2 sin®¢,]} .

Mivel Z > a, az el6bbi kifejezés pozitiv, ha :

(11) (1 + &2)sin @y — (1 + k%sin®gg) > 0
vagy ami ugyanaz, ha
1
(11') PR B
sin ¢,

Itt A2 = tg?® y, = 1,23, ahol y, az alaphengerre irt csavarvonal emelkedési
szoge, amelyre a ferdefogaziasu homlokkerekek zoménél all, hogy y, = 48°.
A (11)-ben fellép6: ¢, = /2 + y,, ahol ha z a kerék fogszamit jelenti,
konnyen beldthatd, hogy y, < m/2z. Azonban z > 5, tehit y, < #/10 és igy

. T
sin ¢, = cos y, > cos»l6 =09 .

Eszerint a (117) alatti egyenlGtlenség teljesiil, tehat a (11) alatti is fennall és
igy, mivel a ¢ = ¢, helyen z; < 0, a (9)-b6l kovetkezik, hogy :

. __ oe |
a(p !0’:%

Tehat megmutattuk, hogy a (¢,, @) intervallum kezddpontjaban a ¢ negativ,
a vég pontjaban pedig (10) szerint pozitiv, amibél kovetkezik, hogy 0 a (¢,, )
intervallumban legaldbb egy helyen eltiinik. A kovetkez6kben bebizonyitjuk,
hogy ¢ a (p,, =) intervallumban pontosan egy helyen tinik el. Ez az allitas
igazolast nyer, ha megmutatjuk, hogy ha a (¢, @) intervallum valamely
@ helyén

=i

0

S

op
akkor ugyanott

2

. KN

o>

Tekintettel arra, hogy (45%) szerint
Zol —z D=4 ,
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2 (9) alattit a kovetkezGképp is felirhatjuk :
3
b B SRR  SUBP T T
2 og

Differenciadljuk ennek az egyenléségnek mindkét oldalat @-szerint :

23 62 .
iz§21?3_|__1 ot (= B0 -+ NAE— ) — 25— 20 - 4y .
2 op 2 o¢?
Most mér, ha 9p/ép = 0, vagyis fenndll a szélsGérték létezésének szitkséges
feltétele, akkor (45*) és (46%*) szerint :

Zzzo——lzzlziI ;

U U
és ezt a Z — A|U értéket az el6bbi egyenl8ségbe irva, tekintettel arra, hogy
9p/op = 0, kapjuk :
3 52 TS 1
B oe o8By o,
2 9¢? U?
De, mivel Z = A/U,
—UA+U4d_ d (4 N
U dy {U ) :
mésrészt (45%) szerint :
A4 —2yU=—2,D,
amit 9%p/dp? elébbi kifejezésébe irva :
(o

5 a(pz——DZ.

(12)
A (60%) szerint :

Z =

. ’ T 7
— a sin? ﬂcoswlmv (~ — <p) — {(po — —”
sin @ 2 2

és ennek @-szerinti derivaltja :

7 ._acosy

+ asin? sin ¢ {inv (1 - qa] — ((po — l” + asin® fcospctg?yp.
sin? ¢ | 2 2
Mivel

e 2 4
1nv{;—tp)— %“‘;\:Ctgq"i‘fp—?’o ’

azért Z el6bbi kifejezése a kovetkezs alaki lesz :

Z=— aCOS(p-I—asinzﬂ[coscp-{— (p — @) sin ¢] + a sin? fcos @ ctg?p =

sin? ¢
_ —cos@cos? B 4 (p — g,)sin® fsind ¢ 5
sin? @
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Most mar, ha
T
; <@<op<lwm,
akkor
cosp <0, sing > 0 ,
tehdt a (@,, @) intervallumban az el6bbi képlet szerint :
Z>0.
Mivel a (12)-ben fellépd D determindns a (@,, @) intervallumban
D = a3(cos ¢ — k(¢ — @,) sin ¢)
szerint negativ, azért ugyanitt
i =10 ,
og?
Ezzel megmutattuk, hogy ¢ a (@, 7) intervallumban pontosan egy helyen
tlinik el és itt a p fiiggvénynek minimuma van, amely a (¢,, 7) intervallumban
abszolit minimum.
A (9%) alatti kifejezésbél 1athatd, hogy ¢ amely a ¢ = @ helyen pozitiv,

a 7 helynek egy jobboldali kérnyezetében is pozitiv marad és igy mondhat-
juk, hogy a p fliggvénynek valamely

(®o, P)

intervallumban egy helyen minimuma van, amely ott abszolit minimum ;
ahol
D>

(13) 7 4
LT .
=y T

Ezek szerint a ferdefogi kerék fogoldalat alkotd ecsavarfeliiletnek azt
a részét alakithatjuk ki az ujjmardval, amely megfelel a (¢,, @) szakasznak,
vagyis az alaphengerre irt csavarvonal érint6inek, mint a feliilet alkotéinak
azt az Osszességét, amelyet a ¢ paraméternek @,-tél @-ig valé valtozasakor
nyeriink. Ennek a feliiletrésznek az egyenlet-rendszere egy alkalmasan
valasztott (&, 7, ) deréksziogli koordinitarendszerben :

& =acos(p — @y) — Aasin (¢ — @,)
(14) 7 = asin (p — @) + Aacos (¢ — @,)
£ =co(¢— @) + o gk

ahol a ¢ és A paraméterre:
b
pp=9=9; —(¢’—‘Po)§1§?+¢o—‘l’-
0

A E=acos(p— @), n=asin(p— @y), { =cy)(p — ¢,) csavarvonalnak az
a darabja, amely a (¢,, D) szakasznak felel meg, meghatdrozza a fogaskerék
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szélességét. Ha a szoébanforgd csavarfelillet részt olyan a feliilet {-tengelyére
meroéleges = A sikokkal (homloksikok) metsziik, amelyekre 0 < & < ¢, (D —g,),
akkor véges korevolvens darabokat mnyeriink, amelyeknek a fogas-
kerék fejhengeréig kell terjedniok, hogy teljes fogoldalt kapjunk. Mivel
a L=h=c®— @p);(py, <@ < D) sikonfekvs evolvensdarab pontjainak
a (-tengelyt6l valo tavolsaga (14) szerint :

Ve+=all1+@—9)? ,

tovabba
max |9 —¢|=max{(p — ¢, (P — @)} =M

(po < @ < D)

ahol, mint kénnyen belathaté

N
=i

azért a { = h metszeten a (-tengelytél legmesszebb es§ pont tavolsiga :
s e LR L D —_ )2
max & 2 =all+ M2 2a Vl _;_(92_"’0] g
vagyis

min {max V&Tz_—f—?z} = Vl + [@_;ﬁ)z .

Ha a fogaskerék fejhengerének sugara 7;, akkor nyilvan az

2

(15) r,gal/ur‘d%‘@

egyenl6tlenségnek kell fennallni, ahhoz, hogy a fogoldal egészen a fejhengerig
terjedjen. A fejhenger sugara elemi fogazdsndl (lasd [3]):

2[1+gcos/3
2

ahol 8 = zn/2 — y (a fogferdeség szoged) a = 20° a szerszam-kapesoloszig és

4 Itt y annak a csavarvonalnak az emelkedési szogét jelenti, amelyet az oszté-
henger metsz ki a fogoldalt alkoté csavarfelilletbél. Ez a p érték nem egyenlé a (117)
alatti képletben szerepld y,-val, amely az alaphengeren valé emelkedés szdgét jelenti.
va és v kozt a kovetkezd Osszefiiggés all fenn :

COS Yq = COS Yy COS @ (e = 20°)

Mivel a ferdefogazast homlokkerekek zoménél y > 45°, azért az el6bbi 6sszefiiggésbil
Ya = 48°.
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z most a fogszamot jelenti. (13) szerint :

n]hn iy o
2 92

7
¢*‘P0>75'—(5‘+2z
A z fogszamrol altalaban feltehetjik, hogy
2 ="10,
amikoris mindig fenndll a

(16) P—gy > -2

egvenlGtlenség és a (15) alatti teljesiil, ha

f it (tga
2 [ 1+ tg’ 2 cos ﬂl g
% coqﬂ N CoS o
z:’ﬁf 9 2 tga . |[., [tga)
1+‘ T iLsEB-ff 14
cosﬂ

A fogferdeség f szoge — mivel y = (/2 — p)-ra feltettiik, hogy y = 60° —
a (0, 30°) intervallumban véltozik és ekkor az elébbi tortkifejezés értéke 13
és 16 kozé esik. Eszerint a (15) alatti teljesiil, ha a kerék z fogszamara®

2 = 1b

Mardval a fogazott kerék homlok profilevolvense egészen a bels6 korig elkészit-
het6 — a bels6 kor sugara az elemi fejhézaggal nagyobb a libkor sugarnal —,
azonban elemi fogazds-nal a teljes fogmagassig mentén csak abban az eset-
ben kapunk végig evolvens profilt, ha a kerék fogszama : z > 33 ([2] 138.
oldal). Vagy pontosabban, akkor kapunk teljes evolvens profilt, ha :

1 — cosa,
ahol (lasd [3]):
COS a’/l == _le_ (a = 200)
Vecos? B +tg2a

Ha g = 0, akkor K, = 34, ha[)’—lo akkor K, = 33 ; Ky = 380, Ky = 26,

K45 = 18. Ezek alap]an egészen a belss koréig ev olvens profila keréknél
a (15) alatti automatikusan teljesiil.

Most ratériink a megengedhetd kerékszélesség meghatirozasara. Mint

mar emlitettiik, a fogszélességet az alaphengerre irt csavarvonalnak az a

darabja hatérozza meg, amely a (py, ®) szakasznak felel meg. A ferdefogt

keréknél egy teljes koriilforfuldsnak megfelels6 H menetmagassag, a kerék d

5 A z-re nyert als6 korlatnak ez az értéke még javithato, azonban itt, elemi
fogazis esetében a 15 érték is megfeleld.
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osztokor atmérdje és a f ferdeségi szog kozott a kovetkez6 osszefiiggés all
fenn (lasd : [4], 282. oldal):

ad

tgp
Ferdefogti keréknél a fogszélesség: b = 1,5 — 2d értéket is elérhet. Mivel

a b fogszélesség a teljes H menetmagassignak tort része, azért maximdlis
kerékszélesség esetében teljesiilni kell a kivetkezd feltételnek :

Sk 2d =7 (1> 1);

ahonnan, tekintettel H el6bb megadott kifejezésére :

T

18 =—

(18) [ 2tgf
Most mér a csavarvonalnak az a darabja, amely a (¢, @) intervallumnak
felel meg, alig egy negyed részét teszi ki az egész H menetemelkedésnek
megfelel6 darabnak abban az esetben, amikor @ =& (mivel @, > 7/2);
ennélfogva ekkor a u-re a pu > 4,1 feltételnek kell fennallnia, vagyis u fenti
(18) kifejezése szerint teljesiilnie kell a

T

8,2

tgf <

egyenl6tlenségnek. Ez azt jelenti, hogy maximalis fogszélesség esetében a f
fogferdeségi szogre fenndll a

B < 20°57

feltétel, és ebben az esetben a fogszélesség megengedhets értékére, a

b H_ =n-d
mo opetgh
kifejezésre fennall a
b=2d

egyenlbtlenség. (Megjegyezziik, hogy a fogszélesség tényleges értékét szilard-
sdgi szempontok, tovabbd a megmunkélds pontossiganak lehet&ségei fogjak
meghatéirozni.) Abban az esetben pedig, amikor g > 20°57’, bebizonyithato,
hogy a (¢,, @) intervallum bvithets, azaz a @ > z. E célbdl tekintsiik megint
a (97) alatti kifejezést, amelynek értéke (10) alatti szerint a @ = @ helyen
negativ. Megmutatjuk, hogy a (97) alatti kifejezés az egész (w, 37/2) inter-
vallumban negativ és igy (9) szerint ¢ ugyanott pozitiv, amibél kovetkezik,
hogy p értéke a (w, 37/2) intervallumban végig novekszik. Mivel Z = a és
sin ¢ < 0 a (7, 37/2)-ben, azért a (9°) alatti kifejezés biztosan negativ a
{7, 37/2) intervallumban, ha ugyanott negativ a

(1 + k) sing + [— 1 + k2sing((p — @) cos ¢ — sin @)]
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kifejezés. Irhatjuk, hogy ¢ = m + 2, ahol 0 < A < /2. Mivel g, = 7/2 + v,,
azért ¢ — @, = @2 + A — y,, 6s ezek szerint az el6bbi kifejezést a kiovetkezd

alakban is felirhatjuk :

— (14 k) sind — 1 + k2 (g——{—l—wo sinAcos 4 — k2sin21 .

Itt, mivel sin 4 > 0, cos 4 > 0, a harmadik tag pozitiva 0 < 4 < @/2 inter-
vallumban és igy a szébanforgd kifejezés negativitdsit bebizonyitottuk, ha
megmutatjuk, hogy

(1 4+ %2)sinld 4 k%sin24 + 1 > k2 (122 4+ A|sinAdcos 4 ,
amikor
B is ,
2
Vezessitk be a kovetkezo jeloléseket :
19) 5= 1L 38 4 Beind 3 -
sin A
(19%) g(Ad) = [% + Alcos A .
Azt kell megmutatnunk, hogy
(20) h(2) > k*g(4)
0<i1=af2.
Mivel
() = cos A |k? — . ] )
sin% 4

és eszerint A’(4)) = 0, ha

1
Ay = arcsin— ,
k

azért a h(2) figgvénynek a (0, #/2) intervallumban pontosan egy minimuma
van a A = Aj helyen. Ez a minimum érték (19) szerint :

1) h(Ag) = (L+ &%) + k+ k= (1+ k) .

Ezutdn szamitsuk ki a (19") alatti g(2) fiiggvény derivaltjat :

g’(l):cosl—-(—;i—f—l sin /.

Ez a fiiggvény monoton csckken, ha A 0-tél z/2-ig valtozik és mivel g’(0) > 0
és g'(m/2) < 0, ezért a g’(4) fiiggvény a (0, z/2) intervallumban pontosan
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egy A, helyen tinik el és ott a g(4) fuggvénynek abszolit maximuma van.
Ha a ¢’(1) = 0 egyenletet A-ra megoldjuk, akkor arra a

Ay = 0,45795985 — 26° 14’ 217
értéket nyerjilk (pontosan 0,45795985 << A; < 0,45796470). Mivel
cos A, = 0,8969564,
azért (19) szerint
g(4) = 2,02875618 - 0,8969564 = 1,8197058.
A h(2) fiiggvénynek minimuma (21) szerint (1 4 k)2, a k2g(2) maximuma pedig

k2g(4,) = 1,8197058 2.
Most méar (1 + k) > 1,8197058 k>
ha 1+ %k > 1,3489647 k.

Mivel pedig k = ctg 8,, az elébbi egyenl6tlenség fennall, ha
ctg p, < 2,8636193

azaz, ha®
B, = 19°15

Ezzel megmutattuk, hogy £, > 19°15" esetében az eredeti (g, @)
intervallum, ahol @ = 7z, bévitheté és most @ = 37/2. Ez a bévités azért
lehetséges, mert o(Z, @) fliggvény a (7, 37/2) intervallumban végig novekszik.
Koénnyen belathat6, hogy az igy nyert (¢, 37/2) intervallum még tovibb
bévithetd éspedig a kozel 2z nagysiagh (g,, 57/2 — y,) intervallumma (p, =
= a/2 + v,). Tekintsiik az alaphengerre irt csavarvonal érintdinek, azaz a
csavarfeliillet alkotdinak az oOsszességét. KEssék a ¢ paraméterérték a (g,
37/2) intervallumba és tekintsiik ehhez a g-hez tartozé alkotét, valamint
az alaphengernek azt az érint6sikjat, amely tartalmazza a ¢-hez tartozo
alkotét. Az alaphengernek az az érintésikja, amely az el6bbi érintésiknak
tikorképe az (Y, Z) koordindtasikra vonatkozoéan, tartalmazza a (37/2 — ¢) +
+ 37/2 = 3n — ¢ paraméterértékhez tartozé alkot6t. Ez a paraméter-
érték a (37/2, 57/2) intervallumba esik. A szébanforgd két alkotd a Z = Z,
sikot két olyan pontban metszi, amelyeknek a Z-tengelytdl val6 tavolsiga :
Vo(Zy, p) illetbleg Vo(Z,, 37 — ¢). Nyilvanvals, hogy e két pont X koordindtaja
abszolt értékben megegyezik. Ha a @-hez tartozé alkotét az (Y, Z) sikra
vonatkozodan tiikroztetjiik a mdsik alkotdét tartalmazé érintdsikra, akkor a
kozvetlen geometriai szemlélet mutatja, hogy a (37w — ¢)-hez tartozé érinté
metszéspontjanak Y koordinitija nagyobb mint a g@-hez tartozé metszés-
pont |Y| értéke. Ebbél kiovetkezik, hogy o(Z,, 37 — ¢) > 0(Zy, ¢). Ezzel
megmutattuk, hogy abban az esetben, amikor a fogferdeség £, > 19°15
a(py, D) intervallum @ = 57/2 — y, = 57/2 — (o — 7/2) = (37w — @)

6 A %) labjegyzetben megadott cos y, = cos y . cos a képlet szerint sin ffa = sin f#

cos a. Ez utébbi osszefuggechol kovetkezik, hogy ha 8 = 20° 57/, akkor fi; —~ 19°37".
Vagyis a 8 > 20° 57’ fogferdeség esetében a (¢, 7) mtmvn]lum bévithetd.
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intervallumra bévithets. Tovabba, mivel ¢,= /2 + y,,ahol y, < 7/2z < x/42,
azért most

41
D—@y>—m,
21

és igy a (@, 3m — @) szakasznak megfelelé emelkedésnek, a teljes H emel-
kedéshez val6 viszonya 27 : 41/217 = 42/41. Eszerint a (17) alatti képletben
u = 42/41-nek valaszthaté és igy a fogszélesség megengedhets értéke :

(22) b= B BF . e s e
moo 42tgf
A maximalis b = 2d fogszélesség esetén, ebbdl a képlethdl :
417
tgf=—- .
. 84

ami f ~ 56°53" megengedhet§ fogferdeséget jelent. Természetesen (11%)
szerint csak f < 45° Allhat fenn.

3. §.

A fogszélesség megengedhetd értékére levezetett (22) alatti képlet
érdekesen alkalmazhaté még az Gn. evolvens csigdra, amelyet csak azodta
gyartanak minalunk, amidta a budapesti szovjet trolibuszok pétalkatrészeit
idehaza gyartjak. Az evolvens csiga tulajdonképpen olyan ferdefogazist
homlokkerék, amelynek fogferdeségi szoge f = 90° — y nagy érték (f =
= 64° — 86°). A tobb menetbhdl allé csiga esetében, a (11) képletben szerepld
@y = @2, mivel a p, = 0. A csiga egy teljes menetének a (7/2, 57/2) inter-
vallum felel meg. A (9) alatti kifejezésre a ¢ = @, = @/2 helyen most, fiig-
getleniil a k& értékétsl, vagyis az emelkedési szog nagysdgitdl, fenndll az

a*(Z —a) (1 +k?) >0

egyenlGtlenség és igy 2. § szerint o(Z, ¢) abszolit minimumét a (w/2, 7) inter-
vallumban veszi fel. Mivel most @ = 37 — ¢, = 57/2, azért @ — ¢, = 2n
és igy @ = 1. Tehdt a megengedhetd fogszélesség (22) alatti értéke csigira
a kovetkezGképp modosul :

d
Ty
tgf
ahol # > 20°57". Ez az eredmény 6sszhangban 4ll azzal, hogy a tobb ismét-
16d6 menetbdl all6 esigdndl egy teljes koriiljarasndl adédé H emelkedés
felel meg a b fogszélességnek.

4, B,

Befejezésiil a ferdefogazisi kerék mardsira szolgdlé ujjmard profil-
gorbéjének [1] (60) alatt megadott egyenletére egy 10 levezetést adunk,
amely a profilgorbét, mint egy hiperbolaseregnek a burkolé gorbéjét szar-
maztatja.
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A fogoldalt képez6 csavarfelilletnek, mint az a sugart alaphengerre
irt csavarvonal érintéi Osszességének az egyenletrendszerét az (z, y, z) derék-
sz0gl koordindta-rendszerben a kovetkez6 alakban irhatjuk fel (lasd pl. : [3]) =

x = acos ¢ —tasing
Yy = asing + ta cos ¢ c=ak, k=tgy,
z=c(p — @) +ct

ahol ¢ és t paraméterek. Itt, ha ¢ egy fix érték és ¢ valtozo, akkor a csavar-
feliilet egyik egyenes alkotéjanak, mint térbeli egyenesnek az egyenletrend-
szerét kapjuk. Ha ezt az egyenest az a-tengely koriil megforgatjuk, akkor
egypalast forgasi hiperboloidot nyeriink. A kiilonb6z6 ¢ értékekhez tartozé
egyenes alkotdkat az z-tengely koriill megforgatva, hiperboloidsereget nyeriink.
Ennek a feliiletseregnek burkold feliilete lesz a maré szerszam forgasfeliilete.
Ha az egypalastu hiperboloidsereget az (x, y) koordinatasikkal metssziik,
akkor egy olyan hiperbolasereget nyeriink, amelynek burkol6 girbéje a szer-
szam profilgorbéjét szolgaltatja az (z, y) sikban.

Jelentsen a fenti egyenletrendszerben ¢ egy fix értéket, tehat tekint-
stiink a ¢-hez tartozo alkotét és forgassuk el ezt, az a-tengely koril a szoggel.
Az igy kapott térbeli egyenesnek az egyenletrendszere a kovetkez6 :

r=acosp —tasin@
y = (asing + ta cos ¢) cosa — (c(¢ — @,) + ct)sina .
z = (asin @ + tacos @) sina + (c(p — @) + ct)cos a. .

Ha ebben az egyenletrendszerben a valtozé — ¢ fix érték és ¢ szintén valtozo —
akkor az, a ¢ paraméterértékhez tartozé egypalasti forgisi hiperboloid
egyenletrendszerét jelenti. Az y és z elébbi kifejezéseib6l adddik, hogy :

PO e |
Y 31naJ;c(q)_(p0)+ct:!cosay\

asin @ -+ tacos ¢ = ' ) .
z cosa | |sina z |

Most mar a ¢-hez tartozé hiperboloidot az (x, y) sikkal metszve, amikoris
2 =0, az el6bbi két egyenletbdl nyerjiik, hogy

asing 4-tacosp =ycosa , c(p — @y +ct= —ysina .
Innen
y? = (asing + tacos @)® + (@ — ¢ +1)* ,
amit a fenti
X =acosp — tasing

kifejezéssel Osszekapesolva, annak a hiperbolinak a paraméteres egyenlet-
rendszerét jelenti, amelyet a ¢-hez tartozé hiperboloidnak a z = 0 sikkal
valé metszésekor nyeriink. Tehat a ¢-hez tartozé hiperbolanak a paraméteres
egyenletrendszere, ahol ¢ a paraméter, a kovetkezd alaku :

X = acos@ — tasing
(23)

Y2 = lasin ¢ + tacos @)* + c2(p — g, + H)? .

MACYAR
TBBOMANYCS AKADEMIA
KONYVTARA
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Ha itt ¢ véltozé, akkor (23) hiperbolasereget &brdzol. Ennek a seregnek
burkol6 gorbéje lesz a keresett szerszamprofilgérbe. A hiperbolasereg burkold
gorbéjét ugy nyerjiitk, hogy a sereg el6bbi egyenletrendszerébél a ¢ és ¢ para-
méterek kozil az egyiket elimindljuk. Az elimindciéhoz képezniink kell az
egyenletrendszer Jacobi-féle fiiggvénydetermindnsat, amely a kovetkezd
alaku :

e =
0 ot
D:q?
< .2
op ot

A D = 0 egyenletb8l az egyik paramétert a masikkal kifejezve és a nyert
kifejezést a sereg egyenletrendszerébe helyettesitve olyan egyparaméteres
egyenletrendszert kapunk, amely a burkolé gorbét abrazolja. Kiszdmitjuk
a D-ben felléps differencidlhinyadosokat :

ox ; ox ’
— = —asing —tacos ¢ ; —tz—asmtp
0

op

Y 42 = a¥(sin g + tcosg) (cos g — tsing) + ¢Hp — 9o+ 1)

ya_?;=a2(sin90+t003¢)003‘p+02(¢_%+ G
(7]

Ezekkel a kifejezésekkel felirjuk a kovetkezd masodrendl determinédnst -

B Bl s

0] ot op ot |

' }Zy- ' ‘l:y~D-
g gl i R

o at | | 0 Bt‘

Ha ennek a mésodrendii determiniansnak az els§ oszlopabdl kivonjuk a maso-
dik oszlopat és azutdn az els6 oszlopbdl a kozos ¢ faktort kiemeljik, akkor
az a kovetkezd alaku lesz :

cos @ sin ¢
—al =Y
— a?(sing 4 tcos @) sin @ a*(sin ¢ -+t cos @) cos ¢ + (¢ — @y + 1)
A baloldali determinidnst kiszdmitva, t-nek a kovetkezd els6foku kifejezését
nyerjiik :
tcos @(a® + ¢%) + a’sinp + (¢ — @y) cos @ .

Ez a kifejezés a @-ben azonosan eltlinik, ha

TR BRA. [@*sin @ + X (¢ — @) cos @] 0

a* + c* cosg

IIA

p <

w[?i
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és ekkor, mivel y &0
D=0

is azonosan fenndll. £-nek most kiszamitott értékét z és y? (23) alatti kifejezé-
seibe irva, nyerjiitk a burkolé goérbe egyenletrendszerét :

(24) x—acosg + —— [a®tgg + g — )] sing
a? + c?

és egyszerli szamolassal :

5 a?ct (si ( 2 2at ( to o)

=————(sing — (¢ — @) cos - (¢ — @o — "

V= oy nF %o) €0S 7) @ T g%

Mivel ¢ = ak, ahol k = tg y,, azért
a?
a®+ ¢z = a*(1 +k?) =
cos?y,

63 ennek felhasznalasaval :

04 9 2
5" = i costy, cos® g(tg p— (¢ — @y)2 + ¢ costy,(tgp — (9 — G =

2 02
= c*costy, [afz cos® ¢ + l] (tge — (9 — %0))*;
innen pedig, miVel% — ek

% y = asiny, [sin?y, cos? ¢ + cos?y,]" (tgp— (9 —9)) -
e 5

[sin2y,cos® @ + cos?y,]”* = (1 — sin%y,sin2 ¢)
¢s igy az y kifejezésének végleges alakja :
(25) y = asiny,(1 —siny,sin’ )" (tg ¢ — (# — @) -
Az x (24) alatti kifejezését meg a kovetkezEképpen alakithatjuk at :
el a® cos ¢ +ac’cos @ + aPtg g - sin @ + ac*(¢p — ¢,) sin @ -
a® + c?

. ja"
a? + ¢ |cos ¢

Mivel az el6bbiek szerint

+ ac¥(cos ¢ + (¢ — @) sin w)} .

1 cos?
= Ya : c=atgy,
a2 + 62 a2
azért
ac? -
- — = RIS Vo
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amit 2 el6bbi kifejezésébe irva :

o - g Ya + asin?y,(cos ¢ + (¢ — @) sin ¢) =

cos ¢
FOW . “+ asin?y, [cos ¢ — ] + asin?y (¢ — @,) sinp =
—COS(}7 ya @ cos ¢ ya(p (Po (P—

o asin?y,(—tgg + (9 — @) sing .
Ezt a kifejezést Osszekapesolva a (25) alattival, a szerszdm profilgorbéjére
a kovetkez6 paraméteres egyenletrendszert irhatjuk fel:

x = EE" + asin?y,(— tg ¢ + (¢ — @o))sing

(26) . ol ol

y = asiny,(1 —sin?y,sin*¢)" (g — (¢ — ¢,)) -
Most mar [1] cikk (60) alatti képlete ennek a profilgorbének egyenletrend-
szerét lényegében a kovetkezé alakban adja meg :

’ 2
X = -—— —asin?y, |inv

(7
e ‘P) = %]COS‘P
sin @ 2

f @
2

y =asiny, [inv

- %] (1 — sin2y, cos? @)™

Ez az egyenletrendszer konnyen azonosithaté az Altalunk levezetett (26)
alattival. Ugyanis a

n 7
= + 3 == +
2 Y Po 9 Yo
helyettesitést végezve :

2 T :
i (p]_%:mv(—tp)-—%z-—-tg'P-HP—%

sin ¢ = cos
cos@ = —siny

és ezek felhasznilasival az elébbi [1] (60) egyenletrendszer a kovetkezd
alaka lesz :

== 2 — —
x—coq +asimnty, [—tgy +y — plsiny

y = asiny,(l — sin?y,sin?y)" [— tgy + v — y,]
ami, mivel a négyzetgyok -+ elGjelli, megegyezik a (26) alatti egyenletrend-
szerrel.

(Beérkezett 1958. VI. 12. Kiegészitve 1958. VII. 14.)

7 A Matematikai Kutaté Intézet Kozleményei IT1./3—4.
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3AMEUAHUE K CTATBLE J. DRAHOS, L. HORNYIK U M. HOSSZU
«PELLIEHUE OJHON INPOBJIEMbI MHCTPYMEHTAJIbHOW TEOMETPUMN»
I. LIPKA
Pe3wome

[ToBepxHOCTL BpallleHHs] HHCTpyMeHTa Ul (pe3epoBaHMsl CIIHpaJIbHbIX
MOBEPXHOCTEH MOYKET OBITH ONpejeeHa KaK ONUCHIBAIOIIAS 0HONAPAMETPOBOI0
cemeiicTBa nopepxHocTel Bpaulenus. Paauyc 1000ro Kpyroporo ceueHust noBepx-
HOCTH BpallleHUs] HHCTPYMEHTA PaBHSAETCST OKCTPEMYMY pajiiyCcoB OKPY )KHOCTEH,
T0JIyYeHHBIX NIPH COOTBETCTBYIOIEM CeueHnH ceMelicTBa mosepxtocreit. Cornacto
HCCJIeIOBAHUSAM LUTHPYEMBIX B 3arajloBKe aBTOPOB 9TOT OKCTPEMYM JI0JDKEeH
ObITb MMHMMYMOM, NPUYEM a0COJIOTHBIM MHHHMYMOM B MHTepBajuie 00paboTKu
JUIS TOTO, uT00bI NOJIYYUTh NpaBUIbHBIA Npoduib MHCTpyMenTa. IlepBast yacTb
HacToOsILel 3aMeTKM M3yyaeT yCJ0BHUE CYILeCTBOBAHMST aOCOMIOTHOIO MMHMMyMa
JUIS carydast naibleBoi Gpessbl Ui 06pad0TKM BUHTOB € IJIOCKUM X0/0M. Bropas
yacTb M3yuaeTr CyllecTBOBaHHe a0COJIIOTHOTO MUHMMyMa B®cllyyae INaJjibLeBon
(pesbl Juist Koco3y6oro 3y0HaTOro0 Kojieca M HAXOJMT CBSI3b MEXAY LIMPOTOM
3y0LlOB M HX J0MYCTMMOH KOCOCTBIO.

BEITRAG ZUR ARBEIT »DIE MATHEMATISCHE LOSUNG EINES
WERKZEUGGEOMETRISCHEN PROBLEMS« VON JR. I. DRAHOS,
L. HORNYIK und M. HOSSZU

von
L. LIPKA.

Zusammenfassung

Die Umdrehungsfliche des Werkzeuges fiir Friasen von Schrauben-
flichen ldasst sich als Hillfliche einer einparametrigen Umdrehungsflachen-
Schar herstellen. Der Halbemesser eines beliebigen Kreisschnittes der Um-
drehungsfliche des Werkzeuges ist Extremwert der Halbemesser der Kreise,
die man am entsprechenden Schnitt der Flichenschar gewinnt. Im Sinne
der Untersuchungen von I. Dranos, .. HorNyIK und M. HossztU (S. [1] in
Literatur), muss dieser Extremwert ein Minimum sein, u. zw. im Abschnitt
der Bearbeitung muss er ein absolutes Minimum sein, damit man das rich-
tige Werkzeugprofil erhalte. Teil 1. des Beitrages behandelt die Bedingung
fir die Existenz eines absoluten Minimums im Falle des Profilfingerfrasers
fur flachgingige Schraubengewinde. Teil 2. untersucht die Bedingung des
absoluten Minimums fiir Profilfingerfriser von Schrigzahnstirnrddern und
stellt ausserdem einen Zusammenhang zwischen dem zuldssigen Schrigungs-
winkel und der Zahnbreite auf. Teil 3. wendet die im Teil 2. behandelte Theorie
auf die Evolventenschnecke an. Teil 4. behandelt das Problem der Profilkurve
des Fingerfrasers von Schrigzahnstirnridern nach einer neuen Methode.
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