KOMBINATORIKUS MODSZER A SZALLITASI PROBLEMA MEGOLDASARA
EGERVARY Jex6

A linedris programozas egyik alapfeladata, a szallitisprobléma, a kévet-
kez6 minimumfeladat megoldasat teszi sziikségessé. Adva van £ szamu termelS
hely, melyek ugyanazt a terméket allitjak el6, éspedig a

T, termel6 hely térol », egységet
T, termels hely tarol », egységet

T, termel§ hely tarol », egységet.

Adva van tovabba [ fogyaszté hely, melyek a fenti termékeket igénylik éspedig
az

F, fogyaszté hely igényel u, egységet

F, fogyaszté hely igényel u, egységet

F, fogyaszté hely igényel u, egységet.

El8szor az egyszeriisités érdekében feltessziik, hogy a termel§ helyeken
tédrolt Gsszes termék egyenl6 a fogyaszté helyek Osszes sziikségletével, azaz

(1) V1+72+..,+Vkiﬂl+ﬂ2+...+ﬂl

Legyen tovabbid egy egység szallitasi koltsége a 7'; termelS helyrdl az F;
fogyaszt6 helyrec;; (¢ =1,2,...,k; 1=1,2,...,1),és tegyiik fel, hogy ezek
a szallitasi koltségek nem-negativ egész szamok.

Kérdés, hogy kell a szallitist optimalisan megszervezni, vagyis a szél-
litdsi Osszkoltséget minimumra redukélni.

Legyen a T'; termelési helyrol az F; fogyasztdsi helyre szallitandd egy-
ségek szdma w;; (t =2 aly =1 2 , 1). Feltevés szerint a T'; ter-
melési hely »; egységet térol, tehat a T termelési helyrdl elszallitott termékek
Osszegére fenn kell 4llnia az

(2)° Ty 4 Tig + .. Ty =V

egyenletnek (7 =1, 2, SN

Ugyancsak feltevés szerint az F; iogya,sztam hely 1 egységet igényel,
tehat az F; fogyasztési helyre sza.lhtando termékek Osszegére fenn kell dllnia az
(3) GV Rntd ey iln s Tl
egyenletnek (j =1, 2, ..., ).
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A szallitas osszkoltsége a fentiek szerint nyilvan

I
(4) > Soywy .
=1 j=1

A szallitdsi probléma matematikai megfogalmazisban tehat azt jelenti, hogy
a (4) linedris forma minimumét kell meghatirozni a (2) és (3) feltételi egyen-
letek és — a probléma természetébdl folyé — z;; = 0 feltételi egyenlétlenségek
kielégitése mellett(z =1,2,...;%; §=1,2,\.., 1

Hogy az alibb kifejtend6 médszer lényegét szemléletesen bemutat-
hassuk, foglalkozzunk el&szor a szallitdsi problémanak azzal az egyszerii
specilis esetével, melyben a termel$ és fogyasztasi helyek szima megegyezik,
tovdbb4d mindegyik termelS hely egy egységet tarol és mindegyik fogyaszt6
hely egy egységet igényel. Ebben az esetben a szallitasi probléma ekvivalens
az un. hozzarendelési problémaval (,,assignment problem™). Mindegyik termels
helyrél ugyanis az ott tarolt egységet valamelyik fogyaszto helyre kell szallitani
és a feladat éppen abban 4all, hogy a

T, termelS helyhez egy F, fogyaszté helyet,
T, termelS helyhez egy F,, fogyaszté helyet,

T, termelS helyhez egy F;, fogyaszté helyet
ugy rendeljiink hozzé, hogy a szillitds Osszkoltségét szolgaltato

'(5) clil + c2ig + AR + cmn

,permutécios Osszeg” minimalis legyen. Nyilvan a kiilonboz6 permutacios
osszegek szadma n! és a szallitdsi probléma megoldasa céljabdl ezen Gsszegek
koziil a legkisebbet kell kikeresniink.

A keresett minimum egy (valésidgos szallitdsi problémanal el6 nem
fordulé) esetben trividlis médon evidenssé valik, ti. akkor, ha a nem-negativ
¢;; elemekbdl 4all6 m-edrendli kvadratikus matrix tartalmaz n , fiiggetlen
0-elemet’’, vagyis 7 olyan 0-t, melyek koziil nincs kett6é ugyanabban a sorban
vagy oszlopban. Ekkor ugyanis ezek a 0-ok egy olyan permuticiés Gsszeget
alkotnak, mely nyilvan kisebb (vagy legalabb nem nagyobb), mint az Osszes
tobbi permutaciés Osszeg. Meg fogjuk mutatni, hogy egy alkalmas transz-
forméacioval mely a permuticiés Gsszegek nagysagi sorrendjét véltozatlanul
hagyja, nem-negativ elemii kvadratikus matrix olyan matrixba transzformal-
hat6, mely » fiiggetlen 0-elemet tartalmaz, melyre nézve tehdt a minimum-
feladat megoldasa trivialis.

Tekintsiik eldszor a y;; = u; + v; elemekbdl 4116

UpsF Dy =05 o Uy =0
(6) Ug+ 0V Ug+ Vg ... U+ Uy

u,,—]—vl Uy e Ot e O
n-edrend{i kvadratikus matrixot. Az ezen matrixbhdl képezhetd
(7) Pahi ok Yk bvie e Y

n n
:ul—l—vil—{—uz—[—viz—l—...—{—un—}—v,-n:Zu,-—FZUj
i=1 j=1
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permutéciés osszegek nyilvan mind egyenlSk egymassal. Ha tehat a kiindulési
[¢;;] matrixbdl a ,

(8) [ei] = [ej — 7i] = [eij — u; — v)]
matrixot képezziik, akkor a transzformélt [c}j] matrixhoz tartozoé
(9) ciil + c;ia + e —I' Chin

permutéciés osszegek mindegyike a

n n
(10) jui'"— 21)]
i=1 j=1

mennyiséggel lesz kisebb, mint az eredeti
(11) Cuiy + Caig -+ o T Cniy

permutéciés Osszegek. A (8) transzformicié tehdt a permutdciés osszegek
nagyséagi sorrendjét valtozatlanul hagyja. Ha tehdt tudunk olyan (8) alaka
transzformaciét taldlni, melynek végrehajtisa utin a transzformélt [c};]
matrix n fiiggetlen 0-elemet tartalmaz és tovibbra is nem-negativ elemekkel
bir, akkor a szallitdsi probléma most targyalt speciilis esetét megoldottuk,
mert a fiiggetlen 0-ok megadjik a termelési helyeknek és a fogyasztasi helyek-
nek azt (vagy legaldbbis egy olyan) egyméshoz rendelését, melynél a széllitasok
Osszkoltsége minimélis.
Példaul az

@ L il e -
2.8 0 4 &
e o e |
PR R e
negyedrendd matrix esetén az
(18) uy=1;uy=0; u3=—2;u=2;0,=0;0,=3;03=0; 9,=3

értékekkel végrehajtott (8) tipusi transzformécié a kovetkezd eredményt
adja :

108 8 o e & G OF S N B R 0544
‘(14) 2304 0+0 0+3 040 0+4+3| 2001
B1-41 SR 0 R R iy 5060
2728 CE BN RS e R 0203

Az igy nyert negyedrendi transzformélt matrix mar tartalmaz négy fiiggetlen
0-elemet (l4sd a vastagon szedett 0-okat!) és az ezeknek megfelel6

14+34+14+2=17

permutéacids osszeg a keresett minimum.

2 A Matematikai Kutaté Intézet Kozleményei IV./1.
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Az aldbbiakban kimutatjuk, hogy a kivant tulajdonsdga transzformalt
matrixhoz véges szamu iterativ lépésben mindig eljuthatunk. Azt, hogy a
transzformélt matrix minden sora és minden oszlopa legalabb egy 0-elemet
tartalmazzon és amellett az Osszes elemek nem-negativok maradjanak, elér-
hetjik trividlis médon :

1? Vonjuk ki mindegyik sor elemeibdl az illeté sor legkisebb elemét.
A fenti példa esetén adédik :

(15)

[SSRCUR SOl
-] B~ W ©
RO O
00 = P ®©
S NN O
oL O W w
S WO B
S Y

2° Vonjuk ki mindegyik oszlop elemeibdl az illet§ oszlop legkisebb
elemét. A fenti példa esetén ez a transzformdcié a (15) jobboldalin szerepld
matrixot valtozatlanul hagyja. (Nyilvian az 1° és 27 transzformaciok (8)-nak
specialis esetei).

Az igy transzformalt matrix nyilvan legalabb n 0-elemet tartalmaz, de
még nem tartalmaz sziikségképpen n figgetlen 0-elemet.

A tovabbi (8) tipust transzforméciék, melyek véges szamu lépéshen
n fiiggetlen 0-elemet tartalmazé és nem-negativ elemekkel biré transzformalt
matrixot eredményeznek, egy kombinatorikus tételen alapulnak, melyet jelen
dolgozat szerzGje 1931-ben publikalt [1]:

Ha egy kvadratikus matriz elemei nem-negativ egész szamok, akkor az olyan
vonalak (sorok vagy (és) oszlopok) minimdlis. szama, melyek az dsszes 0-elemeket
tartalmazzdk, egyenlé a matrizban taldlhato fiiggetlen 0-elemek maximalis szd-
maval.

Szemléletesebb fogalmazisban: Ha az m-edrendd matrixban talalhaté
0-elemek , lefedéséhez” legalabb &k (< m) vonal (sor, oszlop) sziikséges, akkor

ezen matrix elemei kozt van £ (de nem tobb) olyan 0-elem, melyek koziil
nincs kett egy vonalban (sorban, oszlopban).

Tegyiik fel marmost, hogy a fenti 12, 27 trividlis transzformaciéval
nyert matrix — az altalinos esetnek megfeleléen — nem tartalmaz n fiiggetlen
0-elemet és legyen a beldle kivalaszthato fiiggetlen 0 elemek maximélis szaima
I < n. Ekkor az idézett [1] tétel szerint az 6sszes 0-elemek fedhetSk £ vonallal.
Alkalmazzuk most a kovetkezs (8) tipust transzformécidkat : -

I? Vonjuk ki a matrix valamennyi elemébdl a legkisebb fedetlen elemet.
Ezaltal a matrix egyes elemei negativokkd valnak.

II? Ezeknek a negativ elemeknek a kikiiszobolése céljabol adjuk hozza
a 0-elemeket fedd vonalak minden eleméhez a fenti legkisebb fedetlen elemet.

Az I2, II? 1épésekbdl 4116 transzformdciénél nyilvidn az osszes elemek
nem-negativok maradnak.

Ha tovabba a legkisebb fedetlen elem & volt, akkor az I? 1épésnél a
matrix-elemek Gsszege n? e-nal csokken, a II° 1épésnél pedig nke-nal novekszik,
tehat végeredményhben a most leirt transzformaciénal a matrixelemek Gsszege
n(n— k) e-nal csokken. Mindaddig tehdt, amig a transzforméalt matrix 0-elemei
k < n vonallal fedhetdk, az elemek Osszege egy tjabb transzformécié altal
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n(n — k)e-nal csokkentheté. Ily mddon nyilvan véges szdmi lépésben el-
jutunk egy olyan transzformélt matrixhoz, melynek 0 -elemei kevesebb, mint
n vonallal nem fedhetdk. :

Ekkor azonban a fentidézett [1] tétel szerint a transzformalt matrixban
taldlhaté » eolyan 0 elem, melyek koziil nincs kett§ egy vonalban és ezek a
0O-elemek a termeld és fogyaszté helyeknek olyan egyméashoz rendelését adjak,
melynél a szallitdsi 6sszkoltség minimdlis.

Példaul a fenti(12) matrix 0-elemei az elsS oszloppal, a harmadik oszloppal
és a harmadik sorral, azaz Osszesen 3( < 4) vonallal fedhetSk (a nyillal meg-
jelolt oszlopok, illetve sorok mutatjak a fed6vonalakat) :

(16)

O NN O
ot S W o
S W O
SO

A (16) matrix minden elemébdl a legkisebb fedetlen elemnek, 3-nak
a kivonasaval adédik (17). Végiil a fed§vonalak minden eleméhez 3-at hozz4-
adva, nyerjiikk a transzforméalt (18) matrixot :

gt - igersdlte .

1) TS o8 Tl
. MR T e
0= pidA
200 3
tB) L
0 2 0 3

Ennek a negyedrend(i matrixnak az elemei méar nem fedheték kevesebb mint
4 vonallal, ez a matrix tehit az idézett tétel szerint sziikségképpen tartalmaz
4 fiiggetlen O-elemet. A vastagon szedett 0-ok fiiggetlenek és az azoknak
megfelel6 permutacids osszeg: 1 4+ 3 + 1 4 2 valéban a méar kordbban meg-
allapitott minimumot szolgaltatja.

A szallitédsi probléma most targyalt specidlis esetérdl konnyen attérhetiink
az altalanos esetre. Tegyiik fel, hogy

aT,y, ..., T, termelési helyeket egyesitjilk egy », egységet tarold .

T bR T, .+, termelési helyeket egyesitjik egy », egységet tirold 7
a Th yiq, ..., T, termelési helyeket egyesitjik egy », egységet tarold Tk
termelési hellye Tovébba

az Fy, ..., F, fogyasztisi helyeket egyesitjiik egy u, egységet igényls Fl,
az K1, .., I, fogyasztisi helyeket egyesitjiik egy u, egységetigényld F2,
az Fn_uyiq, - - - F, fogyasztist helyeket egyesitjiik egy u, egyseget igényld F,

fogyasztisi hol]) 6.

o
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Ekkor a
Cy Cp ... Cy Cj Gy ... Cj l
s e s I e P L e
T e Cij Cij -.. Cijl]
v; oszlop

hipermatrixhoz tartozé hozzirendelési probléma nyilvan ekvivalens a kovet-
kez& Altaldnos szallitdsi problémaval :

R 7,
%1 011 012 R R P G LA e Cll <—v1
i c Cgg Tlis wivie ais s isliais vie Co <)
(20) 2 21 22 2 2
Tk Cr1 Cha | eoovnenccnncns ckl <V
vy |4 v
1251 Mo 17}
ahol vy, vy, . . ., ¥, illetve uq, pg, ..., g & & T, ... T, termelési helyekrsl
elszallitandd, illetve az F';, F,, ..., F, fogyasztisi helyekre szallitandé egy-

ségek szaméit jelentik és ¢;; tovabbra is az egység i’k termelési helyrsl 7,
fogyasztési helyre valé szallitdsanak koltsége.
Példaképpen bemutatjuk a kovetkezd széllitisi problémat

Al R S SRS |
P bad b oe e f 910 o
(21) /e s T TN i e G PR
0 SO e B e T Oy 18 <8
TEEEEEEERE
Sl b ot gk g}
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amely az el6bb mondottak szerint a kovetkezd hozziiendelési probléméval
ekvivalens :

10 10 1020 20 20 20 20|5 5 5 5|9 9 9 9[99 |10 10 10
10 10 1020 20 20 20 20l5 5 5 5|9 9 9|99 9010 10 10
10 10 10]20 20 20 20 20l5 5 5 5|9 9l9]9 9 9|10 10 10
10 10 16]20 20 20 20 205 5 5 5[9[9]9 9 9 9|10 10 10
10 10 10{20 20 20 20 205 5 5 5[{9]9 9 9 9 9|10 10 10f} I
10 10 10|20 20 20 20 20[5 5 5|5]/9 9 9 9 9 9|10 10 10|]°
10 10 10]20 20 20 20 20/5 5|5]5]9 9 9 9 9 9|10 10 10
10 10 10{20 20 20 20 20{5|5|5 5|9 9 9 9 9 9|10 10 10
10 10 10]20 20 20 20 20/5 |5 5 5|9 9 9 9 9 9 |10 10 10
2 2 2|10 10 10 10{10/8 8 8 8|30 30 30 30 30 30 6 6
2 2 2|10 10 10{10/10]8 8 8 8|30 30 30 30 30 30 6 6|
(22) |2 2 2 |w0 10][10]10 10]8 8 8 830 30 30 30 30 30|6 6 6 Ea
2 2 2 |10]10f{10 10 10/8 8 8 8|30 30 30 30 30 30{6 6 6
1.9 1 J20f20 20 20-20] 7 %7 %7110 10 10 10°10 1044 44
111 20 20 20 20207 7. 7. 7wlio:10 10° 1010 204 4 4
1]1]1]20 20 20 20 27 7 7 7|10 10 10 10 10 10{4 4 4
_1__|112020202020777710101010101044i°ﬁ
1 1 120 2 2 20 207 7 7 7|10 10 10 10 10 10[/4 4f4|f <
1 1 12020 2 20 2|7 7 7 7|10 10 10 10 10 10|4 [4]4
1 1 1]20 2 2 20 2|7 7 7 7/10 10 10 10 10 10| 4|4 4
1 1 1f20 20 20 20 207 7 7 7|10 10 10 10 10f10[4 4 4
Hp=3 /‘2‘:5 uy =4 ty =6 Hs =3

A fentebb kifejtett transzformaciés mdédszerrel nyerjiik, hogy a szallitas
osszkoltsége az abran kijelolt hozzérendelésnél minimélis, azaz a
X0 200 8 8 10 Rad Taa g Tl
Spur 2°30- 8 30 W Bis La oFad
: 1 20 7 10 4 || @13 @y @3

- Zy5 To5 Tg;

linearis forma az

X1y + @yp + X33 + Xy + T3 = 9, X1y + @y + X5 =3
Tgy + Bgg + Xog + By + Ty = 4, Xyp + Tgp + X3 =5
T3y + 39 + Tg3 + Xgy + X35 = 8, Ty + To3 + Tg3 = z; = 0

4
@14 + Toy + X34 = 6
Xy, + To5 + Ty = 3
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feltételek mellett az

31 =20, 2;3=0, Zyy=4, Ty=235, T =

0

(23) Toy =0, Tga=4, @3=0, @3 =0, x5 =0
>

Tgg =3, Tga=1, Z33=0, X3, =1, T355=3

értékekre veszi fel minimumét és ez a minimum 150-nel egyenld.

A hozzéarendelési probléma és a szallitasi probléma ily médon felismert
ekvivalencidja esetleg érdekes elméletileg, de eredeti formajaban semmiesetre
sem ad kényelmesen hasznalhaté segédeszkozt a numerikus megoldésra.
Avéghdl, hogy ezen ekvivalencia alapjan egy gyakorlatilag is alkalmas méd-
szert alakithassunk ki, a kovetkez6 megjegyzéseket bocsatjuk elére.

Az altalanos szallitdsi probléméhoz tartozé (20) matrix az ekvivalens
hozzirendelési probléma (19) matrixabdl szarmaztathatoé azaltal, hogy bizonyos
sorokat illetve oszlopokat egyetlen sorrd illetve oszloppd egyesitink. Ezért
kozelfekv6 az a gondolat, hogy a (20) matrix minden egyes vonaldhoz megfeleld
multlphutast rendeliink hozza éspedig [c;;] 7-edik sordhoz a »; multiplicitast
és a j-edik oszlopihoz a u; multiplicitist rendeljiilk. Ennek megieleloen ha

; elemeknek valamely részhalmazit az i;-edik, 7,-edik, . .. 7,-edik sorbél
és a jrredik, 7,-edik, j,-adik oszlopbdl 4ll6 vonalrendszer tartalmazza
akkor azt fog]uk mondanl hogy ez a részhalmaz », 4+ v, 4+ ... 4+ v, +
itk 4 ,u g B multfplzcztasosszegu vonalrendszerrel van fedve

elemeket ezuttal is iterativ lépésekben a
(24) cgf]{'f'l) = —u—oQ); P=ic;;>P =0, a=12...
transzformécidkkal addig médositjuk (dtlagban csokkentjiik), mig egy olyan
transzformélt matrixhoz jutunk, melynek 0-elemeit nem lehet n-nél kisebb
multiplicitdsosszegii vonalrendszerrel fednsi.

Ezen el6készitd megjegyzések utin bebizonyitjuk a kovetkezdket :

Ha a [c¢{9] matrix Osszes 0-elemei fedhetk n-nél kisebb multiplicités-
Osszegl vonalrendszerrel akkor megadhaté egy olyan (8) tipust transzfor-

méci6, mely az
So= 3 3wty
L]

osszeget legalabb n-nel csokkenti.

Ily mddon véges szamai lépésben eljutunk egy olyan (¢ matriwhoz, melynek
0-elemert nem lehet n-nél kisebb multiplicitdsosszegii vonalrendszerrel fedni. Ekkor
a [c(‘")] matriz 0-elemei egyértelmii hozzdrendelést létesitenek a T; termeld helyelc
és az F] fogyaszto helyek kozitt. Tovdbbd ezen 0-elemek mindegyikéhez eqyszerit
utasttassal hozzdrendelhetd egy olyan multiplicitds, melynél

az v-edik sorban levd O-elemek multiplicitdsosszege v;

a j-edik oszlopban levd 0-elemek multzplwztasosszege Wi

Bizonyitas. Tegyuk fel, hogy a [¢{?] matrix 0-elemei az 7,-edik, 7,-edik

. i,-edik sorbdl és a j7,- edlk jo-edik, . .. j-adik oszlopbél 4ll6 vonalrend-
szerrel fedhetSk és hogy a multlpheltasosszegre fennall

(25) o e e s e e T
tovabba jeloljiik [¢{?] legkisebb fedetlen elemét e-nal. '
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Vonjunk most ki a [¢{}] matrix minden elemébél e-t és azutén az i;-edik,
iy-edik, . . . i,-edik sor és a j,-edik, j,-edik, . . . j,-adik oszlop elemeihez adjunk
hozza e-t. (Kzek a miiveletek (8) tipust transzformécidk.)

Ily médon egy 1j [¢{4* V] matrixot kapunk, melynek elemei nem-negativok
és amelyre (25) szerint

Sa+1:S(z_n(n_2via _Zﬂjﬁ)eésa—na £

Ennek a transzformicidnak az iteralisa nyilvin végiil egy olyan [¢!{]
matrixot eredményez, melynek 0O-elemei nem fedhet6k 7z-nél kisebb multi-
plicitasosszegli vonalrendszerrel. Ez esethen azonban a fentebb idézett tétel
garantalja, hogy a megfelel6 hipermatrix n olyan 0-elemet tartalmaz, melyek
koziil nines ketté ugyanabban a sorban vagy oszlopban. Ha mérmost a [¢{}]
matrix mindegyik O-eleméhez azt a multiplicitdst rendeljiikk, amely a (19)
hipermatrix megfeleld C;; blokkjaban levé 0-elemek szimaval egyenls, akkor
ezek a multiplicitdsok a (2), (3) feltételeknek is eleget tesznek és igy a szallitasi
probléma megoldasat szolgaltatjik.

Ezen multiplicitdsok meghatarozasa tulajdonképpen ekvivalens egy 1j,
kompatibilis linearis egyenletrendszer megoldasival. Azonban — kivételes
esetektdl eltekintve — ezeknek a multiplicitisoknak a meghatérozisa kénnyi
feladat, mert, ha a [¢{?)] matrix ¢-edik sora (illetve j-edik oszlopa) egyetlen
0-elemet tartalmaz, akkor ezen 0-elemhez nyilvan »; (illetve w;) multiplicités
rendelendd. Hasonl6képp jirhatunk el, ha a [¢{%)] matrix 7-edik sora (illetve
j-edik oszlopa) egyetlen olyan 0-elemet tartalmaz, melynek multiplicitisa még
ismeretlen, mert ekkor ehhez a 0-elemhez olyan multiplicitis rendelendd, mely
a tobbi (mér ismert) multiplicitdsok Osszegét v;-re (illetve u;-re) egésziti ki.

A médszer részletes kivitelét a fentebb (21) tablazattal megadott szallitasi
példan mutatjuk be.

10 20 5 9 10 =19
2 10 8 30 6 vy = 4
(26)
1 20 7 10 4 vy =8
P1 =3 g =205 |ug=4|p =6 pu;=3

Vonjuk ki minden sor elemeibdl az illeté sor legkisebb elemét :

5(15{ 0| 4|59
0| 8/ 6|28| 44

(27) i e Sy e
019 9| 3|8
3| 5| 4|63
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Vonjuk ki minden oszlop elemeibdl az illet6 oszlop legkisebb elemét

l !
= b 00010 249

(28) [(P]= - 0| 0| 6 24| 14

O FIrii6 =51 .08

3|5|4| 6| 3

Az igy nyert [¢{}] matrix 0-elemei

a 9 multiplicitast elsG sorral

a 4 multiplicitist masodik sorral
a 3 multiplicitdsu elsé oszloppal és
a 3 multiplicitdsa 6todik oszloppal,

tehdt 9 + 4 + 3 + 3 = 19 multiplicitdsosszegli vonalrendszerrel fedhetdk.

Most alkalmazzuk a fentebb leirt transzformdiciot, tehat [¢P] Gsszes
elemeibdl kivonjuk a legkisebb fedetlen elemet, azaz 5-6t és aztdn az elsé és
masodik sor, valamint az els§ és 6todik oszlop elemeihez 5-6t hozzdadunk.
Ily médon adédik

l R SO
5§ e i s 1§

| 5| 0| 64|64
(29) [eiP] = — -

(3ol T B o e 0 ) B e

3/ 54| 6|3

A (29) 4bra szerint [¢?] O-elemei 3 + 4 + 6 + 3 + 4 = 20 multiplicitds-
Gsszegli vonalrendszerrel fedhetdk. [¢f3] 6sszes elemeibdl kivonjuk a legkisebb
fedetlen elemet 6-ot és aztédn az elsd, harmadik, negyedik, o6t6dik oszlop és
a mésodik sor elemeihez hozzdadunk 6-ot. Ily médon adddik

10 1M 0 =079

11| 0 | 12/ 30| 12| 4

(30) ] =
0| 0 L h00 50128

3| 5| 4 6| 3

[¢)]-elemeinek fedéséhez ]egalébb 21 multiplicitdsosszegli vonalrend-
szer szﬁfiséges. A fentiek szerint tehdt [¢{?] mér a szallitdsi probléma megol-
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désat fogja szolgaltatni. [¢(P] 0-elemei a termels helyek és a fogyaszté helyek
egyméashoz rendelését hatirozzak meg. Ezutdén még az egyes 0-elemek multi-
plicitdsat kell megkeresniink. Az elsd, harmadik és 6todik oszlop, valamint
a mésodik sor egyetlen 0-4t tartalmaz. Tehdt 034, 045, 0,4 és 055 multiplicitdsai
rogton megadhatok. (Lésd a (31) Abrat, ahol a multiplicitisok megfelelé szdmt
ponttal vannak &brazolva.)

0,4, multiplicitdsa 4-et 5-re és 0,, multiplicitisa 4-et 9-re egésziti ki.

Végiil a 05, elemhez nyilvin 1 multiplicitast kell hozzarendelni.

10| 20{:5 | 9/ 10| 9

10| 8 | 20| 6| 4

'_2‘.
(31) e
i1

-20i 7 -10| 4| 8

3| 5| 4 6 3

A szallitési koltségeknek beirasa utédn a (31). 4brat nyerjiik, melybél a mini-
malis szallitasi Gsszkoltségre (23)-mal megegyezésben

3:14+4.10+1:-204+-4-5+4+5:-9+1.104 34 = 150
adodik. :

A gyakorlatilag fontos feladat, melynél az egyes termelé helyekrsl
elszallithaté egységek szdma egyenlStlenségek altal van korldtozva, a fenti
eljards csekély moédositisival megoldhaté, mégpedig ugy, hogy a szllitdsi
koltségek [c;;] matrixdhoz egy 0-okbdl 4ll6 oszlopot csatolunk. Ennek a 0
oszlopnak a beiktatasa azt fejezi ki, hogy a termékek egy részével kapcesolatban
szallitasi koltségek nem meriilnek fel, mert egy része a termékeknek a termeld
helyeken visszamarad.

A mddszer altaldnositésinak bemutatisa céljabél induljunk ki a fenti
példabél, melynek adatait annyiban médositjuk, hogy a 77, T, T, termeld-
helyek mindegyikénél 9 tarolt egységet tételeziink fel. Ekkor a szallitasi
probléma tablizata a kovetkezd lesz

10{ 20| 56| 9{10/.0| 9

2110/ 8 (30| 6/ 0|9
(32) e s

1/20| 7[10| 4/ 0/ 9

3/ 5/ 4| 6/3|6

(Az utolsé oszlop aljan beirt 6 egység a termel8 helyeken sziikségképpen
visszamaradd terméket jelenti.)
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Ez esetben minden sor tartalmaz mar egy O-elemet, tehat a kezdeti
transzformécié abban fog 4llni, hogy minden oszlop elemeibsl levonjuk az
oszlop legkisebb elemét :

Ptk |l =
i3 9\10 0| 06 0| 9
1\ 0| 3 2112 0l 9
(33) e arae e bl o
0110 2 1|0 ol 9
. 3‘ 5| 4 6’3 6

Az igy nyert [¢!P] matrix 0-elemei fedheték a (33). abrén feltiintetett vonal-
rendszerrel, melynek multiplicitisosszege 26 (< 27), tehat a (8) tipust transz-
forméci6 alkalmazhaté. Minden elembdl levonunk 1-et és azutin a fedd sorok
és fedd oszlopok minden eleméhez hozzdadunk 1-et. Ily médon adédik

10| 11 0.7 1}

0
10}22020
1

0. jei0- 110

1
l
|
354:636!L

melynek elemei 27-nél kisebb multiplicitdsosszegli vonalrendszerrel nem fed-
het6k. Eszerint [¢®)] 0-elemei mér a termels helyek és fogyaszté helyek egy-
méshoz rendelését adjik. Tovibba a fenti utasitissal a 049, 09y, 05 és Oy
0-elemek multiplicitdsa rogton adédik, majd ezek segitségével 04, és 0,5 multi-
plicitdsa, mindezek alapjan 04, multiplicitisa, végiil 05, multiplicitésa.

A szallitési koltség beirdsaval ezuttal az alabbi

| |

10| 20/:5 [::9, 10|01 9
2(::10, 8 | 30 6}_1—‘9
1| 20 7 |-10| :4]:01 9
e
3 54’ 6 3‘65

tdblazatot nyerjilk, mely szerint a minimdlis szallitdsi koltség most 140-nel

egyenld.

Nyilvén az osszkoltség csokkenése ez esetben annak a kévetkezménye,
hogy a termékek szdllitisa szempontjabol a raktarkészletekre vonatkozo
egyenlStlenségek kevesebb megkotést jelentenek, mint az el6bbi példéban

szerepl6 egyenletek.

Ha végiil a fenti példa adatait azzal a médositassal tartjuk meg, hogy
aT,, T, T, termels helyek mindegyike 10 (vagy tobb) egységet tarol, akkor
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az optimélis szallitdsi koltség tovabb csokken. Ennek az esetnek ugyanis

az alabbi tébladzat felel meg

10/20| 5| 9/10| O |10
2010|830 6010
11207 7,1 1080 410 E
gl I R LB T T B L

(A termelési helyeken 9 egység marad vissza.) Ezuttal is minden oszlopbél
levonva az illeté oszlop legkisebb elemét, adédik

9721050 6 0[10
1o/ s|al2|o10
olw0)2)1/0]oj10
e i (R S I s

Az igy nyert matrix 0-elemeinek fedéséhez legalabb 30 multiplicitis-osszeg(i
vonalrendszer sziikséges. Ez a matrix tehdt méar megadja a keresett hozza-
rendelést és miutan az elsé 6t oszlop mindegyike egyetlen 0-elemet tartalmaz,
ezeknek a multiplicitdsai azonnal felirhatdk és azt a trividlis tényt szemléltetik,
hogy mindegyik fogyaszté hely egész sziikségletét arrél a termeld helyrdl
kell ellatni, ahonnan a szillitdsi koltség minimélis. Végiil az alabbi tablazat
mutatja,

f 1'

10| 20;:5 |9 {10 | O | 10
2T0 83—0 6—(;_;
T 20—7_10 4 T:I)—
3 Bl 4 16379

hogy a minimélis szallitdsi osszkoltség ez esethen 139.

(Beérkezett : 1958. november 18.)
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KOMBUHATOPHbIA METOJ JJisi PEWIEHWUSI MPOBJIEMbl INEPE-
BO3KH

J. EGERVARY

Pe3iome

M3 matpuupl #-0ro nopsiika [a;;] cocrosimeil ¥3 HEOTPUUATEIBHBIX LIEJIbIX
3JIEMEHTOB, MOYKHO COCTaBUTb 7! pasiMUYHBIX CYMM BUJA @y, + Aoy, + ... +
+ a,,,. B npobneme conocraBienus (assignment problem) Hy)KHO OnpeeIuTH
HAUMEHBLIYIO U3 3TUX CyMM. PeleHne TpUBHAJBLHO, €CIM MATpULA COJAEPIKHUT 7
Takux 0-371eMeHTOB, HUKaKasl napa KOTOPBIX He NPUHAJUIEXKUT OJXHOMY U TOMY
Ke cTo6uy uam crpoke. B HacTosimeil pabore aBTop — MCIOJIBL3Yst 0Ny OIMKOBaH=
Hyio um B 1931-om rony [1] komOuHaTopHyI0 Teopemy — cBOAMT o0wmuii ciydai
K 9TOMY OYeBH/IHOMY CJ1y4Yalo.

ABTOp J0KaswIBaeT jasiee, uTo o0uiast nmpobiaema mepeBo3Ky (Ipejanosaras
uTo Bce GuUrypupyiomue B Heil JdHHbIE — IleJible YKCJIa) MOYKeT ObITh pelleHa
AQHAJIOTUUHBIM METO/I0M.

Meton, ony0iuxkoBaHHBIE B paboTe, COriacHO CBHJIETEJLCTBY OIBITOB,
TpebyeT 3HAaUUTeIbHO MeHbllle BBIUMCIUTENILHOM paboThl, yemM Apyrue U3BeCTHBIE
MeTO/Ibl (HampuMmep, MeTOJL CHMILIEKCOB).

COMBINATORICAL METHOD FOR SOLVING THE TRANSPORT PROBLEM

by
E. EGERVARY

Abstract

Let [a;;] be a matrix of order n whose elements are non- negative integers.
One can form n' different ,permutation sums” @y, + ag, + ... 4 @,
(where vy, v,, ..., ¥, is a permutation of the numbers 1, 2, ..., n), ‘and the
so called assignment problems consists in determining the least such sum.
The solution is trivial if the matrix contains n elements which are equal to
0 and are such that no two of them are lying in the same row or column. The
general case can be reduced to this trivial case by using a comblnatorlcal
theorem of the author, published in 1931 (see [1]).

In the present paper it is shown that the general transport problem can
also be solved by a similar method (provided that all data are nonnegative
integers) by attributing multiplicities to the rows and columns of the matrix
of the transport problem.

Experience has shown that the method published in the present paper
requires less numerical work than other known methods (e. g. the simplex
method).

~
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